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Yorwort  und  Einleituiig. 


Das  PfaffscJie  Problem  1st  aus  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleiclmngen  erster  Ordnung  entstanden. 

Es  sei 

m  dz  _      i  dz       dz  dz\ 

W  ^  ~~  *  T?  **'  '  '  °°m>  #V  FV   "    3V 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  rait  der  unbekannten 
Funktion  &  nnd  den  unabhangigen  Variabeln  x^  .  .  #;/l.  Eine  Funktion 

(2)  8  =  <p(XiXz..Xn^ 

wird  ein  ?,Integral"  der  Gleichung  (1)  genannt,  wenn  sie  in  (1)  sub- 
stituirt  diese  Relation  in  eine  Identitat  verwandelt.  Die  Grleiclmng  (1) 
wintegriren"  L.eifst;  alle  ilire  Integrale  ermitteln.  Wir  betrachten  nnn 
die  totale  Differentialgleichung 

(3)  <Z0  —  #(*#!,  •  •  xmj  jp2,  <ps,  "pm)  dxl  —pzdXi  ----  l>mdxm  =  0 
in  den  2m  Veranderlichen 

(4)  ^  xL9.  .xm,  jpa,  .  .jpw. 

1st  dann  die  Funktion  (2)  ein  Integral  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleicliung,  und  substituiren  wir  fiir  $  die  Funktion  9  und 
fur  p2  .  .  pm  die  Ausdrucke 

(5)  ^  =  ||        (i=.2,3,..«.) 

in  die  linke  Seite  der  totalen  Differentialgleichung  (3);  so  erhalten  wir 

m 

2$     dXi  - 


also  ein  identisch  verscliwindendes  Resultat. 

Es  sei  umgekehrt  in  den  2m  Variabeln  (4)   ein   System  von  m 
B.elationen 

(6)  c^O^,  .  .  xm,  P%  •  -jp«)  =  0        (i  —  1,  2,  .  .  m) 


2  Vorwort  und  Einleitung. 

mit  folgenden  Eigenschaften  gegeben:   erstens  sollen   die  Gleichungen 
(6)  nach  0^  .  .  pm  in  der  Form 

g  =  (p(x1  .  .  0TO);  jff  =  <p<(%  -  -  O  (*  =  2,  3,  .  .  w) 
auflosbar  sein:  zweitens  soil  die  linke  Seite  der  totaleu  Differential- 
gleichung  (3),  wenn  man  darin  s  durch  9  und  die  p£  durch  9,  ersetzt, 
in  einen  Ausdruck  tibergehen,  der  fiir  jedes  beliebige  Wertsystein  der 
Variabeln  xi  .  .  xm  und  Hirer  Differential  verschwindet.  Diese  letztere 
Eigenschaft  drlicken  wir  dadurch  ans;  dafs  wir  sagen:  Das  GHeichungen- 
system  (6)  ^efriedigf  (»erfdlWc}  die  totale  Differentialgleichung  (3). 

Dann  hat  man  notwendig  tp^-^,   und  y  ist   ein  Integral   der 

partiellen  Differentialgleicliung  (1). 

Wir  kommen  so  zn  der  nachstehenden;  Yon  Pfaff1)  lierriihrenclen 
Pormulirung  des  Integrationsproblems  nnserer  partiellen  Differential- 
gleicliung: 

}9Mm  bestimme  das  allgemeinste,  am  tn  Eelationen  besteliende 
GleAmgensystem  in  $xt  .  .  xmp^  .  .pm,  ivelclies  nach  0jp2  .  .pm  aufloslar 
ist  und  die  totale  Differentialgleicliung  (3)  befriedigt.'' 

Diese  Anfgabe  lost  Pfaff  durcli  den  Nachweis  des  folgenden  Satzes: 

Es  existiren  stets  2m  FunUionen 

Fi(0xl  ..Xm,ps..  pm\  ft(0xt  ..%m,p2..  pm)      (i=l,2,..  m) 
von  der  Eigenschaft,  dafs  identiscli: 
d%  —  ^dxl  —  p%dx2  ----  pmdxm  =  JFi  dfa  +  JF2  df%  ~j  ----  f-  Fmdfm  . 

Diese  Identitat  ist  so  zu  verstehen?  dafs  links  und  reclts  die 
Koeffizienten  aller  Differential 

djsdo&i  .  .  d%m,  dp%  .  .  dpm 

bezw.  identisch  gleich  werden;  wenn  man  die  dfi  durch  ihre  Ansdriickc: 

f:  dft 


ersetzt. 

Das  yorhin  formulirte  Problem  reduzirt  sich  jetzt  auf  die  leicht 
zu  erledigende  Aufgabe?  die  totale  Differentialgleicliung: 

F±df,  +  F,df,  +  .  -  +  Fmdfm  =  0 


1)  J.  F.  Pfaff,  ,,Methodus  generalis  aequationes  diiferentiarum  partialmm 
nee  noa  aequationes  differentiales  Tulgares,  utrasque  priini  orclinis,  inter  quotcun- 
que  yariabiles  complete  integrandi."  Abh.  der  k  preufs.  Akad.  der  Wiss.  m 
Berlin,  1814-1815  3  S.  76—136. 
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durch  m  Relationen  zu  befriedigen.  Man  erkennt  z.  B.  unmittelbar, 
dafs  die  Grleichungen 

Q(f   f    '•f}  =  0-F-F*-'F  =  —  •  ^  • .    •  — 

worin  ii  eine  willkiirliche  Funktion  von  fif%  •  •  fm  bedeutet,  eine  L6- 
sung  unserer  Aufgabe  darstellen,  vorausgesetzt,  dafs  sie  nach  #j92  . ,  pm 
auflosbar  sind,  was  allerdings  noch  einer  besonderen  Untersuchung 
bedarf. 

Der  Satz,  dafs  die  linke  Seite  der  totalen  Differentialgleichung  (3) 
in  der  Form 

77T    J/V*         |  77T       7  /» 

JJ^aTi  -f-  •  •  Jcmcijm 

dargestellt  werden  kann;  ist  ein  Spezialfall  des  folgenden  Theorems: 
Ist  eine  beliebige  totale  Differentialgleichung: 


at 
i 


gegelen,  worin  die  at  irgend  welche  Funktionen  der  n   VeranderlicJien 
XLX%  .  .  xn  ledeuten,  so  giebt  es  stets  2m  FunMonen 

Ft(x^  .  .  O,  /;  (x^  .  .  xn]        (i  =  1,  2,  .  .  m} 
von  der  Beschaffentieit,  dafs  die  Identitat 


atdxt  =  Jirf/i  H  ----  1-  Fmdfm 


1 


fiir  jedes  beliebige  Wertsystem  der  xt  und  Hirer  Differentiate  stattfmdet; 
dabei  bcdeutet  m  die  Zalil  y  n  oder  -—  (n  -\-  1),  je  nachdem  die  Varidbelnzalil 

n  gerade  oder  ^mgerade  ist. 

Mit  Racksicht  auf  diesen  gleichfalls  von  Pfaff  herruhrenden 
fundarnentalen  Satz  bezeichnet  man  jede  totale  Differentialgleichung 
(7)  auch  als  eine  Pfaffsche  Grleicfiung,  ferner  die  linke  Seite  einer 
solchen  Gleichung  als  einen  Pfaffschen  Ausdruck,  endlich.  die  Aufgabe? 
die  in  dem  vorigen  Satze  genannten  2m  Funktionen  F,;,  /!  -wirklicli 
zu  bestimmen;  als  das  Pfaffsche  Problem  (im  engeren  Sinne). 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  kommt 
darnach  auf  die  Losung  des  Pfaffschen  Problems  fur  die  totale  Differen- 
tialgleichung (3)  hinaus. 

Weiterhin  aber  entsteht  die  Frage  nach  der  Eeinsten  ZaU  I  von 
der  Eigenschaft,  dafs  der  Pfaffsche  Ausdruck 

aldx1  +  —  h  andxn 
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sicb  in  der  Form 


darstellen  lasse,  worin  die  Fh  ft  gewisse  Funktionen   yon  xl  ,  .  xn  be- 
deuten.    Setzen  wir 


so  hangt  diese  Minimalzahl  A  wesentlich   ab  von  dem  Verhalten  der 
beiden  schiefsymmetrischen  Determinanten 

—  <&>     a0i     0       .  .     a<> 


0 


0 


0 


0 


und  ikrer  Unterdeterminanten.  Ira  Hinblick  auf  die  fundainentale 
Eolle;  die  sonaah  den  scttiefsyinmetrisclien  Determinanten  in  dieser 
Theorie  zufallt,  behandeln  wir  irn  ersten  Kapitel  des  yorliegenden 
Werkes  zunachst  die  Theorie  dieser  Art  von  Determinanten.  Ein  ein- 
leitender  Paragraph  beschaftigt  sicb.  mit  solcben  Eigenscbaften  eines 
beliebigen  recbteckigen  Schemas,  die  spater  besonders  baufig  benutzt 
werden?  insbesondere  mit  dem  Begriff  ,,Rangu  einer  Matrix.  Der  De- 
terminantenbegrifif  selbst,  die  verscbiedenen  Arten;  eine  Determinante 
zu  entwiekeln,  sowie  die  Tbeorie  der  Multiplikation  der  Determinanten, 
setzen  wir  dabei  als  bekannt  voraus. 

Die  Aufgabe,  die  2 A  Funktionen  Fi}  f\,  welcbe  die  Darstellung 
des  gegebenen  Pfaffseben  Ausdrucks  leisten,  in  jedem  einzelnen  Fall 
wirklicb  anfzufinden;  konnen  wir  als  das  ^Pfaffsche  Problem,"  im  weiteren 
Sinne  bezeicbnen. 

Zur  Losung  desselben  benotigen  wir  vor  allem  die  Tbeorie  der 
linearen  bomogenen  partiellen  Differentialgleicbung  erster  Ordnung  mit 
einer  Unbekannten  f: 


und  der  Systeme  solcber  Gleicbungen.  Diese  Tbeorie  bildet  den  Gregen- 
stand  des  zweiten  Kapitels.  Aucb  diesern  Kapitel  scbicken  wir  einen 
einleitenden  Paragrapben  voraus;  in  dem  die  spaterbin  zur  Verwendung 
gelangenden  funktionentbeoretiscben  Grundbegriffe  erlautert  werden. 

Nacbdem   wir  so   in  den  ersten  beiden  Kapiteln  die  fur  unsere 
Fntersucbungen  notigen  Htilfsmittel  bereit  gestellt;   nebmen  wir  in 
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Kap.  Ill  unsern  eigentlichen  Gregenstand  in  Angriff.  Unsere  Dar- 
stellung  des  Pfaffschen  Problems  (Kap.  Ill — X)  folgt  nur  teilweise  der 
historischen  Entwickelung;  so  geben  wir  sclion  in  Kap.  Ill  eine  Reihe 
von  Satzen  und  Auffassungsweisen,  die  einem  verhaltnisniafsig  spaten 
Entwickelungsstadium,  unserer  Disciplin  angehoren,,  aber  als  Grrund- 
lagen  einer  systematisclien  Behandlung  des  Gregenstandes  unerlafsliah 
scheinen. 

Die  Kapitel  VIII  mid  XI  beschaftigen  sick  niit  den  Beziehungen, 
die  zwischen  dem  Pfaffschen  Problem  und  den  Beruhrungstransfor- 
mationen  bestehen;  wir  geben  damit  unseren  Untersuchungen  jene 
Wendung,  die  ftir  die  Titeorie  der  partiell^n  Dijfferentialgleicliungen 
erster  Ordnung  in  neuerer  Zeit  entscheidend  geworden  ist.  Der  aus- 
fiihrlichen  Darlegung  dieser  T]ieorie;  die  nicht  nur  den  historischen 
Ausgangspunkt;  sondern  auch  das  wicktigste  Anwendungsgebiet  des 
Pfaffschen  Problems  bildet;  sind  die  Kapitel  XII — XIV  gewidmet. 

DerZusaminenliang,  in  demliier  die  partiellenDifferentialgleichungen 
auftreten;  bringt  es  mit  sicli,  dafs  unsere  Behandlung  dieses  Gregen- 
standes von  den  sonst  ubliohen  Darstellungen  in  mehreren  wesentlichen 
Punkten  abweicht.  Die  von  uns  befolgte  Tendenz;  die  Resultate  dieser 
Theorie  als  einfache  Korollare  der  allgemeinen  Theorie  des  Pfaffschen 
Problems  zu  erweisen;  lafst  es  gerechtfertigt  erscheinen;  den  i^'schen 
Integralbegriff  als  den  einfacheren  an  die  Spitze  zu  stellen,  also  tiber- 
haupt  die  den  i^e'sclien  Arbeiten  zu  Grrunde  liegenden  Mannigfaltigkeits- 
vorstellungen  in  erster  Linie  zur  Geltung  zu  bringen;  und  Mnterher 
aus  dieser  allgemeineren  Auffassungsweise  die  alteren  Metlioden;  so 
z.  B.  die  Hamilton- Jacohi'schQ  Theorie,  durch  Spezialisirung  abzuleiten. 
Die  Entwickelungen  von  Kap.  IX,  §  4  setzen  uns  ferner  in  den  Stand., 
auch  die  iie'sclien  Funktionengruppen?  sowie  die  sclionen,  leider  wenig 
bekannten  BacJdund's(dien  Untersuchungen  iiber  partielle  Differential- 
gleichungen  erster  Ordnung  unserem  allgemeinen  Schema  einzuordnen. 

Den  Schlufs  des  Werkes  bildet  eine  historische  tJbersicht,  ein 
Wort-  und  Sacliregister,  sowie  ein  Litteraturverzeichnis ;  auf  das  sich. 
alle  Hinweise  des  Textes  beziehen. 


Kapitel  I 
Zur  Theorie  der  Determinanteii. 

§  1.     Systeme  linearer  G-leicJniBgen.1) 
1.    Unter   einer  ^Matrix"  versteht  man   bekanntlich   ein    recht- 


eckiges  Sch 

a) 

em  a  der  Form: 

^11                 %2                 *      '      #l,w  —  1             0>ln 
Q/%1                  $22                  •       •      $2  n  i              &%n 

®m—l,l         ttw—  1,2         '       *       Q>m  —  1,  n  —  1       $m—  1,  w 

worm  die  m  •  n  Grofsen  a^  irgend  welch  e  Konstanten  bedeuten  mogen. 
Die  m  Horizontalreihen  unserer  Matrix  bezeichnen  wir  als  ;;Zeilen"; 
die  n  Vertikalreilien  als  ;;Spalteu"  oder  ;;Kolonnen^;  walirend  wir  so- 
wohl  Zeilen  als  auch  Spalten  unter  dem  Namen  ??Reih.en^  zusammen- 
fassen.  Die  Grofsen  aa  heifsen  die  ;;Elemente"  der  Matrix.  Das  Ele- 
ment aa  gehort,  wie  man  sieht;  der  iten  Zeile  und  der  /stea  Spalte  an, 
oder  anders  ausgedriickt:  die  ite  Zeile  und  die  7cte  Spalte  ;jsclineiden^ 
sieL.  in  dem  Element  alk.  Unter  dem  ,,Index  einer  Zeile"  wollen  wir 
den  gemeinsamen  ersten  Index  aller  Elemente  dieser  Zeile ;  unter  dem 
?JIndex  einer  Spalte"  den  gemeinsamen  zweiten  Index  aller  Elemente 
dieser  Spalte  verstehen.  Wir  greifen  jetzt  irgend  r  Zeilen  bez.  mit 
den  Indices  il7  4,  ...  i,  und  irgend  r  Spalten  bez.  mit  den  Indices 
/%;  &a,  ...  lr  teraus;  die  Zahl  r  darf  natOrlicli  nicht  grofser  sein  als 
die  kleinere  der  beiden  Zahlen  m  und  n.  Auch  wollen  wir  voraus- 
setzen,  dafs  die  Indices  il?  %  ...  und  ebenso  \,  \  . . .  in  ihrer  nattir^ 
lichen  Reihenfolge  stehen?  d.  h.  also?  dafs  it  <i%<>  -•  und  7^  <  \  <  . . . . 

1)  Ygl.  Frobenius  I  236-241.  (Die  beigesetzten  arabischen  Ziffern  bezeichnen 
die  Seitenzahlen  der  Arbeit,  die  im  Litteraturverzeichnis  unter  der  betreffenden 
romischen  Ziffer  aufgefuhrt  1st.) 


[2] 
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Die  genannten  Zeilen  und  Spalten  schneiden  sich  nun  in  r2  Ele- 
rnenten,  die  wir  zu  der  r-reihigen  Determinante 


(2) 


«/,*, 


•  •  «<•,*, 


formiren  wollen.  Diese  Determinante  heifst  eine  ;,r-reihige  Unter- 
determinante"  oder  auch  kurz:  ;,eine  r-reihige  Determinante"  der  Ma- 
trix (1).  Bilden  wir  dann  irgend  eine  r  +  r'-reihige  Determinante 
der  Matrix  (1);  bestehend  aus  dem  (r  -J-  f')2  Elementen,  in  denen  sich 
die  Zeilen  mit  den  Indices  \  ...  ir  und  irgend  /  andere  Zeilen,  sowie 
die  Spalten  mit  den  Indices  \  ...  Jsr  nnd  irgend  /  andere  Spalten 
schneiden,  so  sagen  wir,  die  letztere  Determinante  ;;ent!halt"  die  Deter- 
minante (2)  (als  Unterdeterminante). 

2.  Bemerken  wir  vorab,  dafs;  wenn  alle  r  -|-  1-reihigen  Deter- 
rninanten  der  Matrix  (1)  verschwinden,  dasselbe  fur  alle  r-\-2,  r  -f-  3 . . . 
reihigen  Determinanten  gilt.  Fiir  jede  Matrix  (1)  existirt  daher  eine 
mid  nur  eine  ZaH  r  von  der  Besdiaffenheit,  dafs  nicht  alle  r- reihigen 
Determinanten  des  Schemas  (1)  null  sind7  dafs  dagegen  alle  r  -f-  1- 
reihigen  Determinanten  verschwinden?  sofern  es  solche  iiberhaupt  giebt; 
d.  h.  sofern  nicht  r  gleich  der  kleineren  der  zwei  Zahlen  m,  n  ist. 
Diese  Zahl  r  heifst  der  ,9R(wg"  der  Matrix  (1). 

Verschwinden  z.  B.  alle  Elemente  a^,  so  ist  r  =  0;  yerschwinden 
nicht  alle  a^,  dagegen  alle  Determinanten  der  Form 


i/A    fyi 

so  ist  r  =  1 ;  ist  wenigstens  eine  Determinante  dieser  Form  nicht  null, 
verschwinden  dagegen  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix  (1), 
so  ist  r  =  2  etc.  Natiirlich  ist  r  nicht  grofser  als  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  m  und  n. 

Wir  bemerken  hier  ein  fiir  allemal,  dafs  wir  uns  zur  Bezeiclmung 
einer  Matrix  der  Form  (1)  oft  auch  der  abgektirzten  Sclireibweise 


bedienen.    Ebenso  bedeutet: 


die  r-reihige  Determinante 
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$21       $22 


7*  1       ^f  2       •       •       Uf  j° 

3.    Wir    fragen   nunmekr    nach    dem    allgemeinsten    Wertsystem 
. . .  xn)  welches  die  linearen  hoinogenen  Gleichungen 


(3) 


befeiedigt.  Die  Matrix  (1)  heifse  die  zu  dem  Gleichungensystein  (3) 
??geli6rige"  Matrix,  oder  auch  kurz  ;;die  Matrix  des  Grleichungensystems 
(1)"  und  es  sei  r  ihr  Rang.  Dann  giebt  es  wenigstens  eine  Deter- 
ininante  der  Form  (2),  die  nicht  null  ist.  Wir  dflrfen  aber  der  be- 
quemeren  Bezeichnungsweise  halber  annehmen;  dafs  die  Indices  ^i, , .  ir 
und  ebenso  7^7%..^  mit  der  Reihe  l;2..r  ubereinstimmen;  denn 
offenbar  konnen  wir  dies  notigenfalls  immer  dadarch  eiTeichen,  dais 
wir  die  Grleichungen  (3)  nnd  die  Unbekannten  x  geeignet  umnumeriren. 
Es  sei  also 


(4) 


D: 


n 


alr 


ar 


nicht  null    Dann  konnen  wir  die  r  ersten  Grleichiingen  (3)  nach  be- 
kannten  Regeln  hinsichtlich  xl9  x%  . .  xr  auflosen;  und  erhalten  so: 

worin  gesetzt  ist: 


.     .    arr 

so  dafs  also  die  r-reihige  Determinate  Dis  dadurch  aus  D  entsteht, 
dafs  man  darin  die  ite  Spalte  durcb  die  Elemente  als,  og,  .  .  art  ersetzi 
Wir  wollen  nun  die  aus  (5)  folgenden  Werte  yon  #17  %%  . .  xr  in 
die  linke  Seite  irgend  einer  der  noch.  iibrigen  m  —  r  Grleichungen  (3) 
substituiren;  etwa  in  die  folgende: 
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+  /7    ^          \ 

Uln%n  (I  >  P) 


und  erhalten  dadurch  das  Resultat: 
(6)  -£2?_ 

r-f-1        1  r-fl 

der  mit  D  multiplizirte  Koeffizient  von  xk  in    diesem  Ausdruck  hat 
die  Form 


es  ist  dies  aber  nichts  anderes,  als  die  nach.  den  Elementen  der  letzten 
Zeile  entwickelte  r -f-  1-reihige  Determinante: 


welche  gleich  null  ist;  da  die  Matrix  (1)  der  Annahme  nach  den  Rang 
r  besitzt.  Der  Ausdruck  (6)  verschwindet  somit  identisch,  d.  h.  un- 
abhangig  von  der  Wahl  der  Grofsen  2^4-1;  $r+2  •  •  xn,  und  wir  haben 
den  Satz  gewonnen: 

?;Man  erhalt  unter  den  gemachten  Annahmen  uber  die  Matrix  (1) 
das  allgerneinste  Losungensystem  xvx^..xn  der  linearen  Gleichungen 
(3);  wenn  man  die  Grofsen 

(7)  XrA-i      Xr4-Z    •  .   Xn 

ganz  beliebig  wahlt/und  sodann  die  ubrigen  xt  mittels  der  Formeln 

(5)  berechnet." 

Dieses  Resultat  lafst  sich  auch  so  formuliren:  Setzen  wir  zuerst 
—  —  i}  ^^  die  andern  Grofsen  (7)  gleich  null;  sodann  ^r+i  =  0; 
=  —  1 ,  und  die  andern  Grofsen  (7)  gleich  null  etc,  und  berechnen 

jedesmal   die  o?i  . .  xr  mittels   (5),   so   erhalten  wir   der  Reihe  nach 

n  —  r  verschiedene  Losungensysteme: 


(8) 


D 


D 


D 


D 


D 


D 


0,     •  •         0 
—  1,    •  •         0 


D    > 


D 


D 
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und  man  erh'alt  jedes  beliebige  andere  Losungensystem  von  (3);  indein 
man  die  Blemente  der  ersten  Zeile  von  (8)  mit  der  arbitraren  Kon- 
stanten  —  a?/.+i,  die  der  2ten  Zeile  mit  —  xr+%  u.  s.  w.  multiplizirt, 
nnd  sodann  die  in  derselben  Spalte  stehenden  Elemente  addirt, 

Das  soeben  erhaltene  Resultat  wollen  wir  sogleich  noch  in  etwas 
allgeineinerer  Form  aussprechen: 

;,  1st  r  der  Bang  der  Matrix  (1) ,  und  ledmtet  (2)  eine  nicht  ver- 
schwindende  r-reihige  Determinate  von  (1),  so  Jcann  man  mittels  des 
Gleiclmngensystems,  das  aits  der  ^ten;  ?2ten  . .  i-ton  Grklclmng  (3)  lesteht, 
die  Unlelmnnten  x* ,  x^  . .  Xkr  ds  lineare  liomogene  Ausdnlclie  in  den 
ulrlgen  x  darstellen;  indem  man  die  letzteren  Idiebig  wtildt,  erkfilt 
man  die  allgemeinste  Losung  des  Systems  (3)." 

Die  Gleichungen  (3)  besitzen  offenbar  dann,  aber  auch  nur  dann 
aufser  dem  Losungensysteme  xi  ==  0,  x^  =  0;  Mn  =  Q  kein  weiteres, 
wenn  r  =  n  ist.  Es  muis  dann  naturlich  die  Zatl  m  der  Gleichungen 
mindestens  gleich  n  sein.  Ist  aber  r  <  n,  so  giebt  es  stets  unbegrenzt 
viele  Losungensysteme  x±x^ . .  xn  der  Eigenschaft;  dafs  niclit  alle  x 
verschwinden. 

4.  Irgend  s  Systeme  von  je  n  Grofsen 


(9) 


§13       '       '       §1 w 
t  t 


heifsen  ,;linear  abhangig",  wenn  es  s  Grofsen  ^  A2 . .  ls  giebt,  die  nicht 
alle  gleich  null  sind  und  den  Gleichungen 

(10)          hfa  +  Aa&*  H H  ^^  =  0        (7c  ?=  1,  2  •  •  w) 

geniigen.  Im  entgegengesetzten  Falle  heifsen  die  s  Systeme  (9)  ;?linear 
unabhangig".  Verlangen  wir  also;  dafs  die  Grofsensysteme  (9)  linear 
nnabhangig  seien;  so  ist  z.  B.  von  vorneherein  ausgesclilossen;  dafs 
eines  derselben  aus  lauter  Mullen  besteht;  oder  dafs  die  Grofsen  eines 
Systems  den  entsprechenden  eines  andern  Systems  proportional  sincl  etc. 
Damit  die  Grofsensysteme  (9)  linear  unabhangig  seien7  ist  nach  der 
Definition  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  n  Gleichungen  (10) 
nur  durch.  die  Annahme  At  ==  0,  . .  A,  =  0  befriedigt  werden  konnen, 
und  dies  kommt  nach  der  Schlufsbemerkung  des  vor.  Art.  darauf  hin- 
aus;  dafs  der  Eang  der  aus  den  n .  s  Elementen  (9)  gebildeten  Matrix 
gleich  s  ist.  Naturlich  mufs  dann  s  <^  n  sein. 

Sind  also  die  Systeme  (9)  linear  unabhangig,  so  mufs  wenigstens 
eine  5-reihige  Determinante  der  Matrix  (9)  nicht  null  sein;    gilt  dies 
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insbesoudere  fur  die  aus  der  i/011,  i>tou  . .  '/«t011  Kolonne  formirte  De- 
terminante,  so  sagen  wir:  Die  s  Grofsensysteme  (9)  sind  Jiinsichtlicli 
eben  dieser  Kolonnen  von  einander  linear  unabhangig". 

Giebt  es  ein  Grofsensystem  /11?  ^  .  .  i8}  das  die  Relationen  (10) 
erfallt,  und  ist  insbesondere  etwa  ig  =j=  0?  d.  L  kann  man  die  Elemente 
§,/  des  stou  Systems  durcb  die  in  derselben  Spalte  stehenden  Elemente 
der  iibrigen  s  —  1  Grofsensysterne  wie  folgt  ausdriicken: 

s—l 

Phtht        (i  =  1,  2, . .  n) 

so  sagen  wir:  das  s*0  Grofsensystem  (9)  ist  erne  ,;lineare  Kombination" 
der  Iibrigen  s  —  1  Systeme. 

5.  Mit  Hiilfe  dieser  Definitionen  konnen  wir  das  Resultat  des 
Art.  *)  folgendermafsen  aussprechen: 

Ist  der  Jiang  der  Matrix  (1)  gleich  r7  und  ist  insbesondere  (4)  eine 
nwht  vcrschwindende  r-rcildge  Determinante  derselben 9  so  "besiM  das 
Gleichunyensysteni  (3)  n  —  r  LosungensysteinCj  die  hinsichtlich  der  Ko- 
loiinen  mit  den  Indices  r -\-  1,  r  -(-  27  ..  n  voneinander  linear  unab- 
hangiy  sind,  und  jede  andere  Losung  lafst  sieh  als  lineare  Combination 
der  gmannten  Losungen  darstellen. 

Statt  wie  in  Art.  3  den  Variabeln  (7)  der  Reihe  nach,  die  Werte 
1;  0  .  .  0;  0;  1  . .  0;  etc.  zu  geben>  batten  wir  ibnen  auch  irgend  welche 
n  —  r  Wertsysteme 

(11)  4^^..^)        (A=l,2,..«-r) 

orteilen  konnen;  sind  dann  x^  . .  xf®  die  zugeborigen;  mittels  der 
Pormeln  (5)  zn  berecbnenden  Werte  der  iibrigen  x,  so  bilden  die 
n  —  r  Grofsensysteme 

(12)  o??>  &f  . .  x^  xf^  . .  off        Qi  =  1,  2  . .  n  —  r} 

n  —  r  linear  nnabbangige  Losungensysteme  von  (3);  wenn  die  n  —  r- 
reihige  Determinante 


nicht  null  ist?  ob&r  aucli  nur  dann;  denn  sind  die  Systeme  (11)  von 
einander  linear  abbangig?  so  gilt  mit  Rucksicbt  anf  (5)  dasselbe  oflfen- 
bar  auch  von  den  n  —  r  Grofsensystemen  (12).  Wir  liaben  also  den  Satz: 
jjlst  der  Tianf/  der  Matrix  (1)  glciek  r,  und  ist  (4)  eine  nieJit  ver- 
schwindende  r-reihige  Determinante  dersellen,  so  sind  irgend  n  —  r  linear 
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unabMngige  Losungen  der  Gleiclmngen  (3)  insbesondere  MnsicUlicti  der 
Kolonnen  mit  den  Indices  r+1,  r  +  2,  ..  n  von  einander  linear 
wzabhangig". 

Wir  behaupten  ferner:  1st 

(14)  &  gs  .  .  £re 

irgend  ein  Losungensystein  der  Gleichungen  (3);  und  stelleu  die  n  —  r 
Grofsensysteme  (12)  ein  beliebiges  System  von  linear  unabhangigen 
Losungen.  dar;  so  1st  das  Grofsensystem  (14)  notwendig  eine  lineare 
Kombination  der  Systeme  (12). 

Aus  der  linearen  Natur  der  Gleichungen  (3)  folgt  zun*aclist;  dafs 
jede  Linearkombination  irgend  welcber  Losungensysteme  stets  wieder 
ein  Losungensystem  liefert.  Sind  daher  die  Grofsen  A^  .  ,  hn-r  be- 
liebige  Konstante,  nnd  setzen  wir: 


so  ist  %  .  .  ^n  ein  Losungensystem.  Da  nun  nach  dem  zuletzt  bewiesenen 
Satze  die  Determinante  (13)  nicht  null  ist;  so  konnen  wir  die  Grofsen 
4  auf  eine  und  nur  eine  Art  so  bestimmen,  dafs  7jr+i  .  .  r\n  bezw.  mit 
£/.-[.  i  .  .  |»  iibereinstimmen.  Nun  giebt  es  aber  nach  Art.  3  nur  ein 
einziges  Losungensystem  von  (3),  far  das  die  Grofsen  (7)  vorgeschriebene 
Werte  liaben-,  es  mtissen  also  jetzt  aucli  die  Grofsen  %  .  .  ^  mit  ^  .  .  Jjr 
iibereinstimmen  ;  d.  h.  das  System  (14)  ist  in  der  That  eine  Linear- 
kombination  der  Grofsensysteme  (12). 

6.  Wir  wollen  die  bisher  erhaltenen  Satze  liber  lineare  Gleicbungen 
noch  einmal  zusammenfassen,  und  gleichzeitig  etwas  allgemeiner  for- 
muliren  : 

1)  3ilst  r  der  Bang  der  Matrix  (1);  und  r<n,  so  liann  man  m- 
~begren%t   viele  Systeme   von  je  n  —  r    linear   unabJiangigen  Losungen- 
systemen  der  Gleichungen  (3)   angelen.    Hat  man  n  —  r  unablmngige 
Losungensysteme  irgend  wie  ausgewaUt,  so  ist  jede  andere  Losung  als 
lineare  KomUnation  dieser  n  —  r  Losungen  darstellbar". 

2)  Ist  insbesondere  (2)  eine  nicU  verscJiwindende  r-reihige  Deter- 
minante der  Matrix  (1),  so  sind  irgend  n  —  r  linear  imaWiangige  Lo- 
sungen  der   G-leicJiungen   (3)   hinsicMich  der  Spalten  mit    den  Indices 
3k/.  +1,  fc+2  •  •  ft»  ^ma'bMngig,  wenn  diese  Indices  die  a^tfser  \  .  .  7cr  in 
der  E&ihe  1  Us  n  noch  vorJiandenen  Zahlen  ~be,deuten. 

Aus  dem  Satz  1)  erhalten  wir  nnmittelbar  folgendes  Korollar: 

ein  System   linearer   Gleichungen   (3)  n  —  r  linear  an- 
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alhangige  Losungensysteme,  so  ist  der  Rang  der  zugetiorigen  Matrix  (1) 
lioclistens  gleich  r". 

1.  Ist  die  Determinante  (4)  nieht  null,  verschwinden  dagegen  alle 
diejenigen  r  +-  1-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1),  welche  die 
Determinante  (4)  als  Unterdeterroinante  enthalten,  so  werden,  wie  wir 
in  Art.  3  gesehen  haben,  die  linken  Seiten  aller  Gleiehungen  (3)  identisch 
null,  wenn  man  darin  fur  die  Grofsen  Xi  ,  .  xr  ihre  Werte  aus  (5)  sub- 
stituirt;  also  besitzen  die  Gleichungen  (3)  die  n  —  r  linear  unab- 
hangigen  Losungensysteme  (8).  Hieraus  und  aus  deni  vorigen  Korollar 
folgt  nun  sofort  der  wichtige,  yon  L.  Kronecker  herruhrende  Satz: 

Ist  in  einer  Matrix  (1)  eine  r-reihige  Determinante  nicM  null,  ver- 
schwinden  dagegen  alle  diejenigen  r  -|-  1-reiJiigen  Determinanten,  welclie 
jene  r-reihige  als  Unterdeterminante  entlialten,  so  verschwinden  uberhaupt 
alle  r  -j-  1-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1). 

Um  darnacli  den  Rang  r  einer  gegebenen  Matrix  (1)  und  gleiek- 
zeitig  eine  nicht  verschwindende  r-reihige  Determinante  derselben  zu 
finden;  hat  man  so  zu  verfahren:  Man  wahlt  irgend  ein  nicht  ver- 
schwindendes  Element  af^  aus;  und  sucht  eine  Zeile  mit  dem  Index  i2 
und  eine  Spalte  mit  dem  Index  \  so  zu  bestimmen?  dafs  die  De- 
terminante 


nicht  null  wird.  Ist  dies  unmoglich,  so  ist  r=l;  andernfalls  suche 
man  eine  dritte  Zeile  mit  dem  Index  iz  und  eine  dritfce  Spalte  mit 
dem  Index  /%  so  zu  bestimmen?  dafs  die  dreireihige  Determinante;  in 
deren  Elementen  sich  die  Zeilen  %^%  "un(^-  ^e  Spalten  7^7%  7%  schneiden, 
nicht  verschwindet.  Ist  dies  unmoglich,  so  ist  r  =  2  ;  andernfalls  be- 
stimme  man  eine  4te  Zeile  und  Spalte,  etc. 

8.  Der  Satz  des  vorigen  Art.  lafst  sich  folgendermafsen  verall- 
gemeinern: 

y}Ist  D  eine  r-reihige  Determinante  der  Matrix  (1),  und  verschvinden 
alle  diejenigen  r  -f-  r-reiMgen  Determinanten  wn  (1)7  die  D  enthalten, 
so  verschwinden  entweder  uberJ'iaupt  alle  r  -f-  r-reihigen  Detenninanten, 
oder  es  ist  D  gleich  null". 

Der  Satz  ist  fur  /=  1  bereits  bewiesen;  wir  wollen  zeigen?  dafs 
er  fur  r  =  h  gilt?  wenn  er  fur  /  =  ~k  —  1  bewiesen  ist. 

Nehmen  wir  also  an?  dafs  alle  r  +  ^-reihigen  Determinanten  yon 
(1)  verschwinden;  die  D  enthalten?  und  sei  D'  eine  r  -f-  ~k  —  1-reihige 
Determinante  ,  welche  D  enthalt.  Da  nun  u.  a.  alle  r  +  7o-reihigen 
Determinanten  null  sind;  die  D'  enthalten,  so  mtissen  nach  Art.  7 
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entweder  alle  r  +  ft-reihigen  Determinanten  verschwinden,  oder  D' 
inufs  null  sein.  Enthalt  also  die  Matrix  (1)  eine  nicht  verschwindende 
r  +  ft-reihige  Determinate,  so  miissen  alle  Determinanten  D'?  d.  h.  alle 
r  _}-  7C  —  1-reihigen  Determinanten  ;  die  D  enthalten,  gleich  null  sein. 
Setzen  wir  nun  in  dem  obigen  Theorem  /  =  ft  —  1;  und  nehinen  wh- 
an, dafs  dasselbe  unter  dieser  Annattme  bereits  bewiesen  sei?  so  folgt, 
dafs  dann  notwendig  D  verschwindet,  da  andernfalls  alle  r  +  ft  —  1  - 
reihigen,  und  daher  auch  alle  r  +  ft-reihigen  Determinanten  von  (1) 
null  waren. 

Unser  Theorem  ist  damit  allgemein  bewiesen. 

9.  Wir  nennen  die  s  linearen  Gleiclmngen  mit  den  n  Unbekannten 


(15)  Ti  =  1,^1  +  6/3ya  +  •  •  +  &»y»  =  0        (i  =  1,  2  •  -  5) 

??linear  unabL.angig"7  wenn  die  s  Grrofsensysteme  (9)  es  sind;  d.  li.  also; 
wenn  es  aufser  dem  Wertsystem  0;  0;  .  .  0  kein  System  von  Kon- 
stanten  A1;  A2  .  .  KB  giebt  von  der  Eigenscliaft?  dafs  die  Identitat: 

(16)  A,  ^  +  ^  Ta  +  •  •  +  A,  F,  =  0 

fiir  jedes  beliebige  Wertsystem  yl  .  .  yn  stattfindet.  In  der  That  folgt 
ja  aus  der  Identitat  (16)  das  Bestehen  der  Eelationen  (10)  und  uin- 
gekehrt.  Gilt  andererseits  eine  Identitat  der  Form  (16),  so  heifsen 
die  Gleichungen  (15)  ;?linear  abhangig";  ist  dann  etwa  ls  =(=  0;  so  lafst 
sich  die  linke  Seite  der  letzten  Gleickung  (15)  folgendermafsen  durch 
die  linken  Seiten  der  iibrigen  darstellen: 


wo  die  &  Konstante  bedeuten.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  letzto 
Gleichung  (15)  ist  eine  ,;lineare  Kombination^  oder  auch  eine  ?;Folge" 
der  iibrigen.  Offenbar  wird  sie  dann  von  jedem  Losungensystem  y± . .  yH 
der  Gleichungen  Jx  =  0  .  .  Ts^.l  =  0  ebenfalls  befriedigt. 

10.  Wir  bemerken  Her  beilSufig,  dafs  der  Eang  einer  Matrix  ent- 
weder  ungeandert  bleibt,  oder  sich  um  eins  erniedrigt,  wenn  man 
irgend  eine  Zeile  oder  eine  Spalte  fortlafst  Soil  nun  die  Gleichung 
Ys  =  0  von  jedem  Losungensystem  der  ersten  s  —  1  Gleichungen  (15) 
befriedigt  werden;  so  darf  sich  der  Eang  der  aus  den  s  -  n  Elementen 
(9)  bestehenden  Matrix  nicht  andern,  wenn  man  die  letzte  Zeile  weg- 
lafst,  oder  anders  ausgedriickt:  ist  r  dieser  Rang;  so  mufs  sich  den 
ersten  s  —  1  Zeilen  in  (9)  eine  nicht  verschwindende  r-reihige  Deter- 
minante  entnehmen  lassen,  da  andernfalls  die  ersten  s  —  1  Gleichungen 
(15)  rnehr  Hnear  unabhangige  Losungensysteme  besalsen  als  die  s 
Gleichungen  (15)  zusammen.  Nunmehr  aber  kann  man  nach  Art.  3  in 
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den  Gleichungen  (10)  die  Unbekannte  A,  sowie  s  —  r  —  1  yon  den 
Unbekannten  ^  .  .  /I5_i  beliebig  wahlen;  worauf  die  Werte  der  iibrigen 
fa  durch  die  Relationen  (10)  bestimmt  sind;  es  giebt  sonach  wenigstens 
ein  Losungensystem  ^  .  .  Ag  der  Gleichungen  (10),  fiir  das  A5  =  —  1 
ist,  d.  h.  es  besteht  eine  Identitat  der  Form  (17).  Also  gilt  der  Satz: 

,,D/e  GleicJmng  Ts  =  0  wird  dann,  dber  aucli  nur  dann  von  alien 
Losungensystemen  der  ersten  s  -  —  1  GrleicJmngen  (15)  erfiillt}  wenn  sie 
eine  lineare  Kwnbination  (eine  Folge)  dieser  Gleichungen  ist;  es  ist  dam 
notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  Rang  der  Matrix  (9)  dwrch  Weg- 
lassung  der  let&ten  Zeile  sick  nicht  andert". 

Wir  wollen  noch  die  folgende  Definition  hinzufiigen: 

Zwei  lineare  Gleichungensysteme  mit  den  Unbekannten  yly  y%  .  .  yn 
heifsen  »ag[uivalent",  wenn  jede  Gleicliung  des  einen  Systems  eine  Folge 
der  Gleichungen  des  andern  ist,  und  umgekehrt,  d.  h.  also,  wenn  das 
erste  System  yon  alien  Losungen  des  zweiten  erftillt  wird;  und  urn- 
gekehrt. 

11.  Indein  wir  die  bisherigen  Satze  und  Definitionen  auf  die  beiden 
folgenden  Gleichungensysteme 


(18)  Zt  =        ^^-  =  0        (»  ==  1,  2, 


(19)  2*'=        alkxj  =0        (ft  ==  1,  2,  .  .  ») 

1 

anwenden,  erkennen  wir  die  Aquiyalenz  der  nachstehenden  ftinf  Aussagen: 

1)  Der  Bang  der  Matrix  (1)  ist  r; 

2)  das  Gleichungensystem  (18)  besitzt  n  —  r  linear  unabhangige 
Losungensysteme 


und  jedes  andere  Losungensystem  ist  eine  lineare  Kombination  derselben  ; 

3)  das  Gleichungensystem  (19)  besitzt  m  —  r  linear  unabhangige 
Losungensysteme 

,w  ,(«>  .  .  ,00        (s  =  1?  2,  .  .  m  -  r) 

und  jedes  andere  Losungensystem  ist  eine  lineare  Kombination  derselben. 

4)  Zwisohen  den  Xk  bestehen  n  —  r  und  nicht  mehr  linear  un- 
abhangige Identitaten 
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d.  L  n  —  r  von  den  Gleichungen  (19)  sind   eine  Folge  der  r  ubrigen, 
welch'  letztere  linear  unabhangig  sind. 

5)  Zwischen  den  Xt  bestehen  m  —  r  und  nicht  mehr  linear  un- 
abhangige  Identitaten: 

___         A  /*£  .           10  ^       jA 

—        \s  \^o  y          •  j 

d.  L  m  —  r  von  den  Gleichungen  (18)  sind  eine  Folge  der  r  ubrigen, 
welch.'  letztere  linear  unabhangig  sind. 

Wenn  also  irgend  eine  von  diesen  5  Aussagen  zutrifft,  so  gilt 
dasselbe  von  alien  ubrigen. 

12.  Ersetzt  man  in  dein  Gleichungensystem  (18)  die  erste  Grlei- 
chung  Xj  =  0  durch   ^X1  =  0;   wo  die  Konstante  Q  nicht  null  ist, 
oder  durch  3^  -f-  <?.X2  =  0;  wo  <?  irgend  eine  Konstante  bedeutet;   so 
erhalt  man  beidemale  ein  mit  (18)  aquivalentes  System  (Art.  10).  Dar- 
aus  folgt  ohne  weiteres: 

,,Der  Rang  einer  Matrix  Ueilt  ungeandert,  wenn  man  alle  Eiemente 
einer  Zeile  mit  derselben  nicht  verschwindenden  Konstanten  tmiltipligirt, 
oder  wenn  man  m  den  Elementen  einer  lestimmten  Zeile  die  leg.  in  der- 
selben Spalte  stehenden,  mit  einer  Konstanten  6  multiplizirten  Eiemente 
einer  testimmten  andern  Zeile  addirt." 

Dasselbe  gilt  offenbar  auch;  wenn  man  in  dem  vorstehenden  Satze 
die  Worter  wZeiletf  und  ??Spalte"  vertauscht,  sowie  wenn  man  die  beiden 
darin  erwahnten  Operationen  beliebig  oft  nach  einander  ausffihrt. 

13.  Es  sei  wiederum  r  der  Rang  der  Matrix  (1),  und  es  moge 
die  Determinante  (4)  nicht  null  sein;    dagegen  sollen  alle  diejenigen 
r-reihigen  Determinanten  von  (1)  verschwinden,  an  deren  Bildung  die 
erste  Spalte  von  (1)  nicht  beteiligt  ist. 

Mit  andern  Worten:  wir  nehmen  an,  dais  der  Rang1  der  Matrix 
(1)  sich  durch  Weglassung  der  ersten  Spalte  urn  eins  vermindert  Da 
jetzt  die  in  Art.  3  mit  Di,r+i,  A,r+s  -  -  A»  bezeichneten  Deter- 
minanten der  Annahme  nach  alle  verschwinden;  so  folgt  aus  den  For- 
meln  (5),  dafs  fttr  jedes  beliebige  Losungensystem  der  Gleichungen  (3) 
die  Grofse  x±  verschwindet;  die  Gleichung  ^  ==  0  ist  also  eine  Folge 
des  Systems  (3).  Umgekehrt,  soil  letzteres  der  Fall  sein;  so  mufs  sich 
der  Rang  r  von  (1)  durch  Weglassung  der  ersten  Spalte  notwendig 
vermindern;  andernfalls  konnte  man  namlich  den  n  —  1  letzten  Ko- 
lonnen  von  (1)  eine  nicht  verschwindende  r-reihige  Determinante  ent- 
nehmen;  und  die  Gleichungen  (3)  besafsen  daher  nach  Art.  3  mindestens 
ein  Losungensystem,  fur  das  .die  Variabele  ^  einen  willkurlich  vor- 
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gesckriebenen  Wert  annimmt.  Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen, 
von  dem  wir  nocL.  wiederholt  Gebrauch  machen  werden: 

,,Die  Gleiclmng  xk  =  0  ist  dann,  aber  aucli  nur  dann  eine  Folge 
der  Gleiclmngen  (3),  wenn  sich  der  Eang  der  Matrix  (1)  durcli  Streichmg 
der  &ten  Spalte  um  eins  vermindert" 

14.  Wir  betrachien  ntmmehr  ein  rueht  homogenes  lineares  Grlei- 
chungensystem: 

%  2/1  +  %  2/2  H  ----  h  «1,  n-l^n-l  =  ~  <hn 
(20)  ^21  ^1  +  ^22  2/2  H  ---  +  dfc,  n-lj/n-l  =  —  ^TZ 


mit  den  Unbekannten  y^y%  .  .  yw_i.  Es  sei  wiederum  r  der  Rang  der 
Matrix  (1).  Dann  ist  der  Rang  der  Matrix  (1)',  die  aus  (1)  durch 
Streichung  der  letzten  Spalte  entsteht?  entweder  gleich  r  oder  gleich. 
r  —  1.  Im  letzteren  Palle  ist  die  nte  der  Gleichungen 

(19)  auXi  +  a^xs  H  ----  \-  amix^  =  0        (i=l-.ri) 

keine  Folge  der  n  —  1  tibrigen;  d.  h.  es  giebt  mindestens  ein  Wert- 
systein  x±  .  .  ^,  das  die  ersten  n  —  1  Grleickungen  (19);  niciit  aber 
die  letzte  befriedigt.  Daraus  schliefsen  wir  sofort;  dafs  die  Gleichnngen 

(20)  durch   kein   endliches   Konstantensystein   erfullt   werden   konnen. 
In   der   That,   multipliziren   wir   die    Grleichungen    (20)   bez.   mit    #/, 
x%  .  .  XM  nnd  addiren  sie;  so  folgt  inr  Widerspruch  mit  der  Bedeutung 
der  x'9  dafs  aueh  die  nie  Grleicliung  (19)  befriedigt  ist. 

Den  linearen  Gleichungen  v  (20)  Jtann  also  nur  dann  durch  ein 
Konstantensystem  y±  .  .  yn—±  genugt  werden,  wenn  sich  der  Eang  r  der 
Matrix  (1)  tei  Weglassung  der  leteten  Spalte  nicM  dndert. 

Ist  diese  Bedingung  erftlllt,  so  lafst  sich  den  n  —  1  ersten  Spalten 
von  (1)  eine  r-reihige  nicht  verschwindende  Determinante  entnehmen; 
und  wir  konnen  ;  um  die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen,  dafs  (4)  diese 
Determinante  sei.  Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnnngen  des  Art.  3 
folgt  dann  sofort,  dafs  man  das  allgeineinste  Losungensystem  y1..yn^-L 
der  Grleichungen  (20)  erhalt,  indem  man  yr+1,  .  .  yn-i  willkiirlicli 
wahlt,  und  y^  .  .  yr  ans  den  Pormeln 


berechnet.    Allgemein  gilt;  wie  man  leicht  verifizirt,  der  Satz: 
Sleibt  der  Rang  r  der  Matrix 

||  a,-*  ||        (i  =  1  .  .  m;  7v  =  1  .  .  n) 
lei  Weglassung  der  letzten  Spalte  ungeandert,  und  ledeuten 


v.  W  o  1)  o  r  ,  Das  Pfaffsclie  Problem, 


Kap.  I.    Zur  Tteorie  der  Determinant  en.  [15] 

^(;o  .  .  ,w_i       (&  =  w  _  r  —  i) 

n  —  r—l    linear    undblidngige   Losungcnsysteme   der   linearen 
Jiomogenen  Gl&icliungen 

ji—  1 


ferner 


am    spezielles    Losungensystem    der    nicU    homogeneii    linearen 
Gleicltungen 

n—l 

(21)  Jj§U*y*  +°  «/»  =  0        (i  =  1  .  .  m) 

i 

so  Aa^  diw  allgemeinste  Losungensystem  y^..yA—^   diescr   Gleiclnwgen 
die  Form 


i6  A/,  willMrliche  Grofsen  'bedeuten.  Im  Falle  r  —  n  —  1^  wid 
nur  in  diesem  giebt  es  Uos  em  eimiges  Losungensystem  der  Gleicliungen  (21). 

15.  Wir  werden  im  Laufe  dieser  Vorlesungen  ausschliefslich  solclie 
Matrices  (1)  zu  betracliten  haben,  deren  Elemente  a^  Funktionen. 
gewisser  nnabhangiger  Variabeln  8^0%  .  .  "bedeuten.  Unter  dem  »llang" 
einer  solcken  Matrix  verstehen  wir  dann?  wenn  nichts  anderes  bemerkt 
wird;  iramer  die  Ordnung  der  tochsten;  nicM  identisch,  d.  L  nicbt  fur 
jedes  beliebige  Wertsystero.  0^2  .  .  versclrwindenden  Unterdeterminanten. 

Doch  kann  es;  falls  eine  Matrix  (1)  in  diesem  Sinne  den  Bang  r 
besitzt;  G-leichungensysteme  der  Form 

(22)  &(*!,**,  .0  =  0        (J  =  l;2..) 

geben  yon  der  Eigenscliaft;  dafs  die  Matrix  (1)  fiir  ein  beliebiges  Wert- 
system  01}  #%,  .  .?  das  die  Gleichungen  (22)  erfiillt;  einen  Hang  /<r 
aufweist.  Wir  sagen  in  diesem  Fall:  7;Die  Matrix  (1)  besitzt  vermoge 
der  Eelationen  (22)  den  Rang  /." 

Wir  bezeicbaen  s  Systeme  (9)  von  je  n  Funktionen  ^  der  Va- 
riabeln  21?  2%  .  .  als  )}Unear  unabMngig",  wenn  zwischen  iknen  kein 
identiscb.es  GHeidmngensystem  der  Form  (10)  besteben  kann;  worin 
die  li  irgend  welcbe  Funktionen  von  %,  ^  .  .  bedeuten  und  nicbt  alle 
identiscb  null  sind.  Doch.  konnen  linear  unabhangige  Funktionen- 
systeme  yermoge  gewisser  Relationen  (22)  linear  abhangig  werden. 


[16] 
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Analoges  gilt  fiir  linear  unabhangige  lineare  Grleichungen,  deren  Koeffi- 
zienten  Funktionen  von  #17  z%  . .  bedeuten. 

Nimmt  man  die  Begriffe  ?7Rang"  und  77lineare  Unabhangigkeit" 
in  der  angegebenen  Bedeutung,  so  lassen  sici.  alle  Resultate  dieses  § 
ohne  weiteres  auf  Matrices  (1)  und  lineare  Grleichungensysterne  (3) 
ubertragen?  in  denen  die  a^  Funktionen  der  Variabeln  #17  #2  . .  bedeuten. 
Dasselbe  gilt  auch  fiir  die  Entwickelungen  der  folgenden  beiden  Para- 
graphen;  in  denen  also  die  Elemente  der  zu  betrachtenden  Matrices 
nach  Belieben  als  Konstante7  oder  als  Funktionen  gewisser  unabhangiger 
Variabeln  angesehen  werden  konnen. 

§  2.    ScMefsymmetrische  Determinanten. 

16.  Fiir  die  Tlieorie  des  Pfaffsclien  Problems  sind;  wie  selion  in 
der  Einleitung  bervorgehoben  wurde?  besonders  die  sogenannten  ;;scMef- 
symmetrisclien"  oder  7;alternirenden"  Determinanten  und  Matrices  von 
Wichtigkeit;  es  sind  dies  quadratische  Schemata  folgender  Form: 

0       a^    a1Q     .  .    a± 


(i) 


0 


0 


deren  Elemente  den  Bedingungen 

(2)  a£i  =  07     atk  =  —  aki        (i}  Jc=l929..n) 

geniigen. 

Die  aus  den  M?  Elementen  (1)  gebildete  schiefsymmetrische  Deter- 
minante werde  mit  D  bezeichnet.  Multipliziren  wir  alle  Elemente 
derselben  mit  —  17  die  Determinante  selbst  also  mit  ( —  l)w;  so  kommt 
dies  nach  (2)  darauf  hinaus7  die  Zeilen  in  (1)  als  Spalten  zu  schreiben; 
und  umgekehrt.  Da  hierdurch  der  Wert  von  D  nicht  geandert  wird; 
hat  man 


eine   schiefsymmebrische  Determinante   ungerader   Ordnung   verschwindet 
daher  identisch,  was  auch  ihre  Elemente  bedeuten  mogen. 

Es  sei  nun  n  einer  geraden  Zahl  2v  gleich.    Dann  versehwindet 
die  Determinante 

0  &12 

(3) 


20  Kap  I     Zur  Theorie  der  Determinanten.  [16] 

identisch.    Es  werde  mit 

(-  iy+*  •  ptt 

diejenige  n  —  2-reihige  Deterainante  bezeichnet,  die  aus  (3)  durcli 
Streichung  der  ttea  Zeile  und  der  7i;ten  Spalte  hervorgeht.  Man  hat 
dann  bekanntlieh,  wenn  i  mid  Jc  irgend  zwei  Indices  der  Reihe  1,  .  .  n  —  1 
bedeuten: 

fiik  '  fa  i  =  |8//  '  /?##• 

Es  ist  aber  offenbar 

fat  =  fat, 

denn  es  entsteht  faf  aus  fi,i  mit  Riicksicht  auf  (2)  dadurch,  dafs  man 
alle  Elemente  ars  mit  —  1;  die  Determinante  fai  selbst  also  mit  (  —  l)n~- 
multiplizirt.  Man  hat  sonach  identisch: 

ft  =  A,ft» 

d.  h.  also 


Die  gesehweiften  Klarnmern  sollen  dabei  andeuten;  dafs  die  Quadrat- 
wurzeln  mit  einem  bestimmten  Zeichen  zu  nehmen  sind;  und  zwar 
kann  das  Vorzeichen  einer  dieser  Quadratwurzeln;  etwa  das  von  y^ 
(sofern  /3U  4=  0)  willkiiiiich  gewahlt  werden?  worauf  die  Zeichen  aller 
andern  Quadratwurzeln  durch  die  Relationen  (4)  eindeutig  bestimmt  sind. 

Entwickelt  man  nun  die  Determinante  D  nach  den  Elementen  der 
letzten  Zeile  und  Spalte;  so  folgt: 


2r  —  1  2v  —  1 

D  =  — 


worin  die  Summe  ^'  iiber   alle  -1  (»  —  1)  (»  —  2)    verschiedenen 

Kombinationen  *,  A  der  Zahlen  1  .  .  n  —  1  zur  Klasse  zwei  zu  erstrecken 
ist.    Wegen  (4)  hat  man  dater 


Hieraus  folgt  sofort: 

J^me  scMefsymmetrische  Determinante  von  gerader  Ordnung 
lafst  sich  stets  in  der  Farm  darstellen: 


worin  P  eine  Summe  von  Gliedern  der  Gestalt 
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(6)  +  aikatmapq . . 

bedeutet,  deren  jedes  aus  v  =  -r-  n  Faltioren  aik  lestelit 

£ 

In  der  That,  die  Grofsen  fin  sind  schiefsymmetrische  Determinanten 
der  Ordnung  2t/  —  2;  ist  also  unser  Theorem  fiir  die  Ordnung  2v  —  2 
richtig,  so  gilt  es  wegen  (5)  auch  fur  die  Ordnung  2v.  Fur  n  =  2 
aber  ist  D  =  a^ ;  also  ist  das  Theorem  allgemein  erwiesen.  Fiir  n  =  4 
hat  man  z.  B. 

-f  auc 


Wir  bezeichnen  den  Ausdruck  P,  dessen  Quadrat  gleich  D  ist; 
als  ein  ,,Pfaffsches  Aggregat  der  Ordnung  2v".  Natiirlich  ist  P  nur 
bis  aufs  Vorzeichen  bestimmt;  wir  werden  iiber  die  Wahl  desselben 
sogleich  noch  erne  besondere  Verabredung  treffen. 

17.  Da  die  Pfaffschen  Aggregate  der  Ordnung  2v  —  2,  deren 
Quadrate  beziiglicb  gleich  j811;  /322  .  .  sind,  keine  der  Grrofsen  a(-n)  ant 
enthalten;  so  kann  wegen  (5)  der  Index  n  in  keineni  Term  (6)  von  P 
zweimal  auftreten;  dasselbe  gilt  natuiiich  aus  Symmetriegriinden  fur 
jeden  andern  Index  1;  2,  .  .  n  —  1. 

Jeder  Term  (6)  des  Pfaffsehen  Aggregate  P  enthalt  daher  alle 
Indices  1,2,  .  .2  v  und  jeden  m/r  einmal. 

Es  sei  jetzt  iv  i%  .  .  in  irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  1,  2  .  .  n. 
Das  Produkt 


bleibt  ungeandert;  wenn  man  seine  v  Faktoren  irgendwie  vertauscht; 
und  andert  wegen  (2)  sein  Zeichen;  wenn  man  die  Indices  eines 
und  desselben  Faktors  a  umstellt.  Wir  wollen  alle  Produkte,  die  aus 
(7)  durch  wiederholte  Anwendung  der  genannten  Operation  en  entstehen; 
als  aquivalent  bezeichnen.  Zu  jedem  Produkt  (7)  giebt  es  darnach 
2V  •  vl  aquiyalente  Produkte;  wobei  (7)  selbst  mitgerechnet  ist, 
Setzen  wir  demnach 

N=  ML  =  1  .  3  •  5  -  •  (n  -  3)  (n  —  1) 

Zv  -vl 

so  gilt  der  Satz:    Man  kann  N  und  nicht  rnehr  Produkte  der  Form 
(7)  so  auswahlen;  dafs  keine  zwei  unter  ihnen  aquivalent  sind. 
Entwickeln  wir  nun  die  Determinate 

D  =  |  a^  |        (i,  /v  =  1;  2  .  .  n) 

bekannten  Eegeln  zufolge  in  eine  Summe  von  n\  Grliedern,  so  erhalten 
wir  unter  anderm  folgenden  Term: 
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(8)  (—  1)*  -  a/]L  ig  •  0/2  ,-j  •  %  ,-4  •  tt/4  /3  '  '  #/„_!  /*  '  ^B  '•*-!  • 

Dafs  das  angegebene  Vorzeichen  das  ricktige  ist,  erkennt  man  daraus, 
dais  in  diesem  Term  die  Reike  der  zweiten  Indices 


aus  der  Reike  der  ersten  Indices 


durck  v-malige  Vertausckung  je  zweier  Ziffern  hervorgeht.  Wegen  (2) 
aber  schreibt  sick  das  Produkt  (8)  so: 


da  nun  D  durck  Quadrirung    yon    P    erkalten    wird,    muls  P   em  en 
Term  der  Form 


oder  einen  dazu  aqnivalenten  entkalten.     Also: 

Das  Pfaffsche  Aggregai  P  is£  eiwe  Summe  wn  N  Gliedern  der 
Form  (9),  #0w  cfewew  Jeiwe  ^(?ei  Equivalent  sind, 

18.  Es  ist  nock  das  Yorzeicken  des  einzelnen  Terms  (9)  zu  be- 
stimmen. 

Da  die  Determinante  D  oder  P2  durck  die  gleiclizeitige  Ver- 
tauschung zweier  Horizontal-  und  zweier  Vertikalreihen  ungeandert 
bleibt,  so  mufs  P  bei  der  Vertauschung  zweier  Indices  i  und  k  ent- 
weder  ungeandert  bleiben;  oder  das  Zeichen  weckseln.  Brsteres  aber 
ist  ausgesehlossen,  da  bei  der  genannten  Vertauschung  alle  mit  dem 
Faktor  a^  bekafteten  Terme  in  P  das  Zeicken  weckseln.  Es  gilt 
somit  der  Satz: 

,,Durc)i  VertaMScIwrng  irgend  zweier  Indices  i,  Jc,  allgemein  durch 
sine  ungerade  ZaKl  soldier  Vertausdiungen  wird  P  in  —  P  verwandett, 
dureh  sine  gerade  Zahl  von  IndicesvertauscMmgen  dagegen  nicht  geiindert" 

Die  n\  Permutationen  \  .  .  in  zerfallen   nun   bekanntlick  in  zwei 

Klassen  von  je  y  -  n\    Permutationen;    eine   Permutation   gekort   zur 
ersten   oder   zur  zweiten  Klasse,    je  nackdem   ikre  InversionenzakP) 


1)  Die  InversioneiLzaM  der  Permutation  i±  i%  .  .  in  ist  gleich 


wenn  allgemein  unter  vs  die  Anzahl  derjenigen  unter  den  Indices  if  ,  ±,  ^  ,  2  . 
verstanden  wird,  die  kleiner  als  i   sind. 
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gerade  oder  nngerade  ist.  Da  durch  Vertauschung  zweier  Indices  die 
Inversionenzahl  in  jeder  Permutation  urn  eine  nngerade  Zahl  geandert 
wird,  so  kann  man  von  einer  Permutation  zn  einer  andern  derselben 
Klasse  nur  durch  eine  gerade  Zahl  Ton  Vertanschungen  je  zweier 
Indices;  zn  einer  Permutation  der  andern  Klasse  dagegen  nur  durch 
eine  ungerade  Zahl  solcher  Vertanschungen  tibergehen. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  mit  demselben  Zeichen  behaftete 
Terme  in  P: 

(10)  +  (aklh  -  aV4  -  •  •  a,n__A  +  ah  h  •  ah  i,  •  •  aln^  ,J  ; 

kann  man  nun  durch  ft  Vertauschungen  je  zweier  Indices  von  der 
Permutation 

(11)  V%--*» 

zu  der  Permutation 

(12)  ZA  .  .  ln 

iibergehen;  so  verwandelt  sich  P  durch  diese  Vertauschungen  einerseits 
in  (  —  1)"  .  P?  bleibt  aber  andrerseits  ungeandert,  da  der  zweite  Term 
(10)  vor  und  nach  dieser  Umformung  mit  demselben  Zeichen  erscheint. 
Also  ist  ft  eine  gerade  Zahl,  d.  h.  die  beiden  Permutationen  (11)  und 
(12)  gehoren  derselben  Klasse  an.  Grenau  ebenso  zeigt  man,  dafs  die 
Indicespermutationen  zweier  Terme  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ver- 
schiedenen  Klassen  angehoren  mtissen. 

Alle  Terme  in  P7  deren  Indices  eine  Permutation  erster  Klasse 
bilden;  haben  also  dasselbe  Zeichen,  alle  andern  das  entgegengesetzte. 
Wir  wollen  festsetzen,  dafs  die  Glieder  der  ersten  Art  das  Zeichen  +; 
alle  andern  also  das  Zeichen  —  haben  sollen.  Das  so  definirte 
Pfaffsche  Aggregat  bezeichnen  wir  durch  das  Symbol  (1,  2,  .  .  2  ?>)  ^ 
sodafs  identisch; 


(13)  P  =  (1,2,..  2v- 

worin  J  die  Inversionenzahl  der  Permutation  ^  .  .  i%v  bedeutet,  und  die 
Summe  aus  irgend  N  Termen  besteht,  von  denen  keine  zwei  "aqui- 
valent  sind. 

Jeder  der  N  Terme  von  P  kann  durch  einen  aquivalenten  ersetzt 
werden,  in  dem  der  erste  Index  ?L  einen  bestimmt  vorgeschriebenen 
Wert,  etwa  1,  besitzt.  Fur  ^  ergeben  sich  dann  n  —  1  Moglichkeiten. 
Jeder  Term  in  P,  der  den  Faktor  $i,;2  enthalt,  kann  durch  einen 
aquivalenten  ersetzt  werden,  in  dem  der  dritte  Index  %  einen  bestimmt 


1)  Jacobi  I  Bd.  4,  pag.  25.    Mansion  I  106  ff.;  Cayley  1  Bd.  4,  pag.  361. 
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yorgescbriebenen,  von  1  und  i%  verschiedenen  Wert  4  besitzfc;  worauf 
sich  fiir  ^  nocb  n  —  Z  Moglicbkeiten  ergeben,  etc.  Hieraus  batten 
wir  aucb  umgekehrt  schliefsen  konnen,  dafs  N  die  Zabl  der  Tenne 
von  P  1st.  Fur  n  —  Q  hat  man  z.  B. 

(1,2,3,4,5,6)  = 


IsTatiiiiich  kann  man  durcb  geeignete  Indicesumstellungen  erreichen, 
dafs  alle  Terme  yon  P  mit  demselben  Zeiclien  erscbeinen.    So  1st  z.  B. 

(1  234)  =  a^aH  +  %3a42  +  aua^  . 

Beriicksicbtigt  man  die  Anderung;  die  P  bei  Vertauscbung  zweier 
Indices  erleidet;  so  erbalt  man  leicbt  die  Formel: 


(14)  &V'fci)  =  (-!)*•  (1,2- 

worin  (11)  irgend  eine  Permutation  der  Zablen  1  .  .  n,  und  If  die  zu- 
geborige  Inyersionenzabl  bedeutet. 

Ersetzt  man  in  jedem  Term  yon  P?  unter  Beibebaltimg  seines 
Vorzeichens,  den  Index  2  durcb  1;  so  erbalt  man  vermoge  (2)  einen 
identiscb  yerscbwindenden  Ausdruck,  da  ja  die  Deterininante  1)  oder 
P2  null  ist;  wenn  zwei  ibrer  Zeilen  und  zwei  ibrer  Kolonnen  tiberein- 
stimmen.  Man  bat  also  den  Satz: 

Das  PfaffscJie  Aggregat 

(%  K%    '    '   ™%  Vj 

ist  mil,  wenn  irgend  $wei  der  ZaUen  Jct  einander  gleicli  sind. 

19.  Die  Definition  des  Pfaffscben  Aggregats  2viQT  Ordnung  ist 
natlirlicb  day  on  ganz  unabbangig,  dafs  die  darin  yorkommenden  2  7; 
Indices  gerade  mit  1,  2,  .  .  %v  bezeicbnet  werden.  Es  seien  allgemein 


irgend  2v  verscbiedene;  reelle;  der  Grrofse  nacb  geordnete  Zablen,  so 
dafs  also  a</J<--<£<£;  so  konnen  wir  setzen: 


c-  iy  *,!,..  ^lf, 

wenn  \  ,  .  in  eine  Permutation  der  Zablen  (15)  und  J  die  zugeborige 
Inyersionenzabl  bezeicbnet;  die  Summe  erstreckt  sicb  wiederum  liber  N 
Terme;  yon  denen  keine  zwei  aquiyalent  sind.  Ferner  bat  man: 


[20]  §  2.    Schiefsymmetrische  Determinanten.  25 

wenn  a  .  .  e'g'  eine  beliebige  Permutation  der  Zahlen  (15)  und  K  die 
Inversionenzahl  dieser  Permutation  bedeutet.  Es  ist  dabei  zu  bemerken, 
dafs  in  der  Entwickelung  dieses  Aggregats  das  Produkt  <v//  .  <V<r  •  •  <V<r 
mit  dem  Zeichen  -f-  behaftet  ist;  wir  wollen  diesen  Term  das  ,,An- 
fangsglied"  des  Pfaffschen  Aggregats  (a  (?  .  .  /£')  nennen. 

Auch  bei  unserer  allgemeineren  Bezeichnungsweise  gilt  der  Satz, 
dafs  ein  Pfaffsches  Aggregat  stets  null  ist,  wenn  zwei  seiner  Indices 
einander  gleich  sind. 

20.  Aus  der  Identitat  (5)  ist  ersichtlich;  dafs  der  Koeffizient  von 
din  in  der  Entwickelung  von  P  dem  rait  einera  gewissen  Zeichen  ge- 
nommenen  Pfaffschen  Aggregat  2v  —  2ter  Ordnung 

(2,3..  2^  —  1) 

gleich  ist.  Aus  Symmetriegriinden  ergiebt  sich  ebenso;  dafs  der  Koef- 
fizient von  ais  mit  dem  Pfaffschen  Aggregat: 

(16)  (2,  3  . .  s  —  1,  s  -f  1  . .  2«/) 

bis  aufs  Vorzeichen  ubereinstimmt.  Urn  letzteres  zu  ermitteln,  be- 
nierken  wir;  dafs  das  mit  a^s  multiplizirte  Anfangsglied  von  (16)  so 
lautet: 

und  dieses  Produkt  komnat  in  der  Entwickelung  (13)  mit  dem  Zeichen 
( —  1)*~*  vor.  Der  Koeffizient  von  ais  ina  Ausdruck  P  ist  daher 

(_  iy  (2,  3  .  .  s  —  1,  s  +  1  . .  2v) 
oder  wegen  (14)  gleich: 

in  der  That  ist  ja  die  Inversionenzahl  der  zuletzt  hingeschriebenen 
Permutation  gleich  (2  v  —  s)  (s  —  2),  und  man  hat 

Also  ergiebt  sich 

Jv 

(17)  (1,  2,  •  •  2v)  =2  &  *)  (s  +  M  +  2,  •  •  2v,  2,  3,  •  •  s  —  1) 

2 

(l,s)==<*u- 

Der  Koeffizient  von  a12  rechts  ist  (374..2v);  der  von  aii2v  ist 
(2,  3  .  .  2v  —  1).  Allgemein  hat  man: 

/1  Q\  /7»   7f          7"     ^  ~ 

{^ioj  v^i'^2  *  *  '^v)  -^ 
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wobei  die  /c,  irgend  welche  2v  reelle  Zahlen  bedeuten.  Die  Forinei 
(18)  gilt  namlich  offenbar  aueh,  wenn  irgend  zwei  der  Zahlen  7i,  ein- 
ander  gleieh  sind. 

21.  Wir  wollen  noch  den  Koeffizienten  von  alk  in  der  Entwickelung 
des   Pfaffsehen   Aggregats  (1.  2  .  .  2v)   bestimmen.     Nach  der  Formel 

OO        O  \     x  x 

(14)  hat  man  identisch,  falls  i  <  &: 


In  der  rechtsstetenden  Indexpermutation  kommt  natiiiiich  die 
Zifferngruppe  1  .  .  i  —  1  in  Wegfall,  wenn  i  =  1,  ebenso  die  Ziftern- 
gruppe  i  -{-!..%  —  1,  wenn  i^=Jc  —  1,  endlich  die  letzfce  Ziffern- 
gruppe ;  wenn  J&  =  2v.  Nach  Formel  (18)  ist  also;  falls  i<&;  der 
Koeffizient  yon  (ift)  oder  alk  in  der  Entwickelung  von  P  gleieh: 

(_  iy+*+i  (1,  .  .  i  —  1,  i  +  1  ,  .  J  —  1;  ft  +  1  .  .  2v). 
Yerstehen  wir  demnach  nnter  dem  Ansdruck 

(19)  (-  l)'+*+i  .  P,t 

falls  i<,Jc,  dasjenige  Pfaffsclae  Aggregat  der  Ordnung  2v  —  2,  das 
ans  P  dnrch  Fortlassung  der  beiden  Indices  i  nnd  k  entsteht,  und 
setzen  wir  allgemein 

(20)  P*,  =  -  P,  *,  P»  =  0        (i  I  =  1,  2  .  .  2  v), 

so  ist  der  Koeffizient  von  a^  in  dem  Aggregat  P  nnter  alien  Uin- 
standen  gleieh  P^. 

Es  werde  nun  wie  tiblich  mit 

(-  1)'+*  .  A* 

diejenige  n—  1-reihige  Determinante  bezeichnet,  deren  Elemen  ten- 
system  aus  (1)  durcK  Weglassung  der  ifeen  Zeile  und  der  lim  Spalte 
entsteht;  A**  ist  demnach  der  zn  dem  Element  a^  gehorige  Minor 
der  Determinante  (1).  Nach  bekannten  Satzen  fiber  adjungirte  Deter- 
minanten  ist  dann  identisch: 

(21)  An  •  4fe*  —  Alk  -  Akl  =  D  •  Dik 

wo  D  die  Determinante  (1)  und  Dtk  diejenige  n  —  2-reihige  Unter- 
determinante  bezeichnet,  die  aus  D  durch  Streichung  der  it011  und  1^ 
Zeile  und  Spalte  hervorgeht.  Da  aber  n  =  2i/;  so  ist  identisch 

(22)  Ja=-A,-7    ^-  =  0; 

denn  A*  entsteht  aus  AM  dadurch;  dafs  man  alle  Elemente  ars  mit 
—  1,  An  selber  also  mit  (—  l)^-1  multipljzirt.  Die  Identitat  (21) 
wird  daher: 
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In  der  That  ist  ja  DH  erne  schiefsyinmetrische  n  —  2-reihige 
Detenninante  und  als  solche  das  Quadrat  eines  Pfaffschen  Aggregate 
der  Ordmmg  2v  —  2,  das  nach  der  Definition  von  Pik  mit  diesem 
ubereinstimmen  mufs. 

AITS  (23)  folgt  nun,  wie  wir  behaupten 

(24)  ^t  =  +  P.P/t; 

dafs  in  der  That  das  Vorzeichen  richtig  gewahlt  ist,  ergiebt  sich  un- 
mittelbar  aus  der  Gleichung 


wenn  wir  darin  fur  Alk  seinen  Wert  (24)  substituiren  und  beachten, 
dafs  Pik  der  Koeffizient  von  atk  in  dem  Ausdruck  P  ist. 

22.  Unter  einer  ?;Hauptunterdeterminante"  einer  Determinate  D 
versteht  man  bekanntlich  eine  solche,  deren  Elemente  in  D  symmetrisch 
zu  beiden  Seiten  der  ;;Hauptdiagonale^;  d.  i.  der  von  links  oben  nach 
rechts  unten  laufenden  Diagonale  verteilt  sind.  Ist  nun  n  =  2v,  und 
haben  die  AM  die  vorhin  angegebene  Bedeutung,  so  ist  die  zu  D  =  P2 
adjungirte  Detenninante 

(25)  1  At,  \        ft*-!--  2v) 

wegen  (22)  wiederum  schiefsymmetrisch.  Es  seien  a,  /J,  y9  S  irgend 
vier  verschiedene  Indices  der  Reihe  1  ..  2v,  und  zwar  moge  a</?<y<$ 
sein.  Wir  betrachten  jetzt  diejenige  vierreihige  Hauptunterdeterrninante 
von  (25),  in  deren  Elementen  sich  die  Zeilen  und  die  Kolonnen  mit 
den  Indices  afiyd  schneiden.  Diese  Determinate  ist  nach  Art.  18 
einerseits  gleich 

(26)  (AapAyt  +  ActyAjp  +  AatAptf 


andererseits  aber  gleich  D*.Dttpy6,  wenn  unter  Dapyd  diejenige  2i/  —  4- 
reihige  schiefsynimetrische  Determinante  verstanden  wird;  die  aus  D 
durch  Streichung  der  Zeilen  und  der  Spalten  mit  den  Indices  a  $  yd 
entsteht.  Versteht  man  daher  unter 


dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2v  —  4,  das   aus  P  durch 
Weglassung  der  Indices  a^yS  entsteht;  so  ergiebt  sich: 


Aus  der  Grleichheit  der  Ausdriicke  (26)  und  D3Da/5y(y  folgt  nun, 
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wie  wir  behaupten,  mit  Riicksicht  auf  (24)  und  (27)  durch  beider- 
seitiees  Ausziehen  der  Quadratwurzel: 

o 

(28)  PapPyd  +  PayPdp  +  PadPpy  =  P  •  P*(iy$l) 

Dafs  in  der  That  die  Zeichen  richtig  gewahlt  sind;  erhellt  daraus,  dafs 
sowohl  auf  der  linken  als  aueh  auf  der  rechten  Seite  von  (28)  der 
Koeffizient  des  Produkts  att?  .  a^  gleich  PJ^  ist. 

Die  Identitat  (28)  ist  zuniichst  nur  f to  a  <  j5  <  y  <  8  bewiesen. 
Bemerken  wir  aber,  dafs  die  linke  Seite  von  (28)  wegen  (20)  jedes- 
mal  das  Zeichen  wechselt;  wenn  man  zwei  der  Indices  a /? yd  ver- 
tauscht,  und  verschwindet,  wenn  zwei  dieser  Indices  gleich  sind,  und 
erteikn  wir  dem  Symbol  Papys  dieselben  Mden  EigenscJiaften,  so  gilt  die 
Gleichung  (28)  fur  vier  ganz  beliebige  Indices  der  Reihe  1,  2  . .  2v. 

23.  Es  sei  jetzt  die  schiefsymmetrische  Determinants  D  des  Art.  16 
von  ungerader  Ordnung  n  =  2v  +  1.  Setzen  wir 

(29)  (—  1)' .  Pi  =  (1;  2, , .  i  —  M  +  1  . .  2*,  2v  +  1) 

und  yerstehen  wir  unter  ( — ly+^A^  wiederum  die  n — •  1-reihige 
Unterdeterminante,  die  aus  D  durch  Streichung  der  ^ton  Zeile  und  der 
7cten  Kolonne  hervorgeht,  so  ist  offenbar 

(30)  Att  = 


Ferner  hat  man  identisch: 

'*)  (S  +  1  .  .  2»  +  l,  l,  2,  .  .  A  -  l) 


da  in  dem  znletzt  hingeschriebenen  Pfaffschen  Aggregat  der  Ordnung 
2  1/  ~j-  2  zwei  Indices  gleicb  sind.  Yerschwinden  also  nicht  alle  P/,.;  so 
sind  die  Minoren  J.a?  A^  .  .  Ain  bez.  den  Ansdriicken  P1?  P2  .  .  Pn 
proportional,  woraus  mit  RUcksicht  auf  (30)  folgt: 

(31)  4*==  J*  =  P<  .  Pk        (i,  I  =  1,  2  .  .  2i/  +  1). 

Es  seien  jetzt  cc,  /3?  y  drei  verschiedene  Indices  der  Reihe  1?  ,  .  n} 
und  zwar  sei  zunachst  a  <  (t  <  y.  Wir  versteben  dann  nnter  dem 
Symbol 

(-  iy>+p+r+i  .  pafiv 

dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2v  —  2,  das  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Symbol: 


1)  Vgl.  Vivanti  I  7. 
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(1,  2  .  .  a  —  1;  cc  -f  1  . .  2v  +  1) 

die  Ziffern  j8  und  7  weglafst.  Es  ist  dann  PapY  der  Koeffizient  des 
Elements  apY  in  der  Entwickelung  Yon  P#;  ferner  auch  der  Koeffizient 
Yon  aaY  in  der  Entwickelung  Yon  P^;  endlich  der  Koeffizient  Yon  aap 
in  Py.  Wir  setzen  ferner  fest,  dafs  Papr  sein  Zeichen  wechseln  soil, 
wenn  irgend  zwei  seiner  Indices  vertauscht  werden,  und  Yerschwinde, 
wenn  zwei  Yon  den  Indices  gleich  sind.  Hierdurch  ist  das  Symbol 
Pa/?r  fur  drei  ganz  beliebige  Indices  der  Reihe  1  .  .  n  definirt, 

24.  Dies  Yorausgeschickt,  seien  nun  a  ft  yd  Yier  Yerschiedene  Indices 
der  Reihe  1  . .  n.  Ferner  sei  D  fur  den  Augenblick  eine  beliebige 
%-reihige  Determinante ,  und  die  A^  ihre  Minoren.  Wir  betrachten 
dann  die  folgende  Yierreihige  Hauptunterdeterminante  des  zu  D  ad- 
jungirten  Schemas: 

JO.QJO;      -A-aft      -<$-ccy      -™-a6 

«  •        '-A, 

Diese  Determinante  hat  nach  bekannten  Satzen  den  Wert: 


worin  Da,^d  diejenige  n  —  4-reiliige  Hauptunterdeterminante  bedeutet, 
die  ans  D  durch  Streichung  der  Zeilen  und  Spalten  mit  den  Indices 
afiyd  entsteht.  Entwickeln  wir  aber  (32)  nach  den  Elementen  der 
ersten  Zeile?  so  erhalten  wir  den  Ausdruck 


darin  bedenten  A,  B;  f,  V  gewisse  n  —  3-reihige  Unterdeterminanten 
Yon  D,  nnd  zwar  entsteht: 

A  ans  D  durch  Streichung  der  Zeilen  flyd  und  der  Spalten  j 


„        „      „ 
„        „      ,, 

„         „       „ 


Man  hat  daher  die  fur  jede  beliebige  Determinante  D  gultige 
Identitat: 

(33)  Aaak  —  ^B  +  Aayr  —  Aa#V  =  D  .  Daft*- 

Ist  jetzt  D  eine  schiefsymmetrische  Determinante  der  Ordnung 
2i/  -j-  1;  so  Yerschwindet  die  rechte  Seite  Yon  (33)  identisch,  und  man 
hat  nach  dern  vor.  Art.: 
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[25] 


A  =  Pj^j;    B  =  P(1VS  •  Py<f«5    r  =  PprtPiap]    V  ^E  PpysPujly, 

denn  es  ist  z.  B.  B  niclits  anderes  als  der  Koeffizient  von  a^  in  dem 
Ausdruek  Apa  oder  Pp  .  Pa.  Setzt  man  demnacn 

Q  =  PaP^S  —  P?P,Sa  +  PfPtaf  —  PsP«(lv, 

so  verwandelt  sich  (33)  in  die  erste  der  4  folgenden  Identitaten 

PaPpri  •  Q  =  0,     -  PfPria  •  Q  =  0 
PYPs«p  .  Q  =  0;    -  P,jPa/?y  .  ^  =  0, 

von  denen  die  3  letzten  aus  der  ersten  durch  cycliscbe  Permutation 
der  Indices  ccfiyS  erhalten  werden.  Durch  Addition  folgt  hieraus 
Q*  ^  0  oder  also 

(34)  P«P^  —  P?P73a  +  P7P$a?  —  PtPapr  =  °  ") 

ftir  4  beliebige  Indices  der  Reine  1  .  .  2v  -\-  1;  denn  offenbar  gilt  diese 
Identitat  auch  noch?  wenn  irgend  zwei  Indices  gleich  sind. 


§  3.    Die  Grassmann-Frobemus'sclien  Satze  iiber  scMefsymmetrisclie 

Matrices.2) 

25.  Wie  in  Art.  16  betrachten  wir  wiederum  ein  schiefsymmetrisclies 
quadratisches  Schema  der  Form: 


(1) 


0 


(tin 


0 


0 


wobei  n  gerade  oder  ungerade  sein  kann.  Bezeichnen  wir  dann  mit 
^1?  ft2 . .  beliebige  Indices  der  Reihe  1  . .  n,  so  mufs  es  eine  und  nur 
eine  ganze  Zahl  21  geben  ron  der  Eigenscb.aft;  dafs  samtliche  aus 
den  a/fc  zu  bildenden  Pfaffschen  Aggregate  der  Ordnung  21  -f-  2: 


dagegen  nicht  samtliche  Aggregate  der  Ordnung  21: 
(3)  (ft  -  -  p*i) 

verscnwinden.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  unmittelbar 
daraus,  dafs;  wenn  alle  Aggregate  (2)  null  sind;  nach  Art.  20  Gl.  (18) 
dasselbe  YOU  alien  Aggregaten  Yon  hoherer  als  der  2 1  -f-  2tea  Ord- 
nung gilt. 

1)  ViYanti  I  9. 

2)  Vg!  die  Kote  von  Engel  bei  Grassmann  I  483  ff.;   Frobenius  I  24=2-245, 
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Es  verstebt  sich  von  selbst,  dafs  die  soeben  definirte  Zahl  2l<,n 
ist.    Ini  Falle  2  1  =  n  ist  notwendig  das  Pfaffscbe  Aggregat 

(1,2.  .») 

yon  Null  verschieden,  da  es  das  einzige  Aggregat  der  Form  (3)  ist, 
das  keine  zwei  gleichen  Indices  enthalt.  Da  das  Quadrat  dieses  Aus- 
drucks  der  aus  den  Elementen  (1)  gebildeten  Determinante  ni&1  Ordnung 
gleich  ist  (Art.  18),  so  ist  21  der  Rang  der  Matrix  (1). 

Es  sei  jetzt  2?<w.    Wir  dflrfen  dann,  urn  die  Ideen  zu  fixiren, 
annehmen,  dafs  insbesondere  das  Pfaffsclie  Aggregat 

(4)  (1,  2,.-  20 

nicht  null  ist.  Es  rnogen  nun  die  linken  Seiten  der  linearen  iomo- 
genen  Grleictungen  mit  den  Unbekannten  x-L: 

(5)  aa#i  -f-  ^2^2  +  •  •  +  ain$n  =  0        (i  =  1;  2  •  •  ri) 

bez.  mit  X1X2  .  .  Xn  bezeichnet  werden.  Verstehen  wir  dann  unter 
21  4"  h  irgend  eine  Zaltl  der  Reihe  21  -f-  1;  .  .  n,  und  unter  2®  eine 
Suinme,  die  erhalten  wird;  wenn  man  in  dem  recbts  von  2  stehenden 
Ausdruck  die  Indices  1,  2,  .  .  21,  21  -f-  ft  nullmal,  einmal,  zweimal, 
.  .  2Z-mal  cyclisch.  vertauscht  und  die  entstehenden  Terme  addirt?  so 
erh'alt  man  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  xl  .  .  xn  die  Identitat: 

(6)  Z^X,  (2,  3,  .  .  21,  21  +  A)  =  0. 


In  der  Tbat;  der  Koeffizient  der  Yariabeln  #/.  in  dem  links  stehen- 
den  Ausdruck  ist: 


oder  also  mit  Riicksicht  auf  Art.  20  gleicb: 
(7)  -(^1,2..2Z, 

und    dieses   Pfaffsclie   Aggregat    ist   von   der  Ordnung   2Z  -(-  2,   ver- 
schwindet  daher  der  Annabrne  nacb  identiscb. 
Die  Summe  (6)  enthalt  nun  aber  den  Term 

3£%l+h  -  (1;  2  .  .  2T) 

und  da  das  Aggregat  (4)  nicbt  null  ist,  kann  man  sonach  Xgz+A  mittels 
(6)  als  ganzlineare  bomogene  Funktion  von  X1?  .  .  X$i  darstellen.  Von 
den  Grleicbungen  (5)  sind  daber  die  n  —  21  letzten  eine  Folge  der 
21  ersten,  und  diese  sind  offenbar  linear  unabhangig,  da  die  Determinante 

0  (  .    . 
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dem  Quadrat  des  Aggregats  (4)  gleicli  1st.  Nach  Art.  11  1st  daher  der 
Rang  der  Matrix  (1)  gleich  21  und  wir  haben  die  folgenden  Satze 

bewiesen: 

»Der  Rang  einer  schiefsymmetrisclien  Matrix  ist  stets  erne  gerade  ZaJil" 

vl*t  21  der  Bang  einer  schiefsymmetrisclien  Matrix,  so  lefindet  sich 
imter  den  nicM  verschwindenden  2l-reiMgen  Detenninanten  derselben 
mindestens  eine  Hauptunterdeterminante  (Art.  22)." 

^Versdiwinden  alle  21  -f~  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten  einer 
seJiiefsymmetrisclien  Matrix,  so  sind  ihre  samtlichen  21  +  2-  und  2Z-f- 1- 
reiMgen  Unterdeterminanten  gleich  null" 

26.  Ist  das  Pfaffsche  Aggregat  (4)  niclit  null,  verschwinden  da- 
gegen  alle  Aggregate  der  Form  (7),  oder  was  dasselbe  ist,  alle  Aggregate 

(1,  2  . .  21,  ?;  4     (P,  <r  =  21  +  1,  21  +  2, . .  ») 

so  sind  nach  dem  vor.  Art.  die  letzten  n  —  2 1  Gleichungen  (5)  eine 
Folge  der  21  ersten;  welch.'  letztere  linear  nnabhangig  sind.  Nacli 
Art.  11  konnen  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

yjlst  eine  2l-reAige  Hauytunterdeterminante  der  scMefsymnetrisclien 
Matrix  (1)  nieJit  nully  verschwinden  dagegen  alle  21  -J-  2-reihigen  Haupt- 
imterdeterminanten,  vvelche  jene  2l-reihige  enthalten,  so  sind  alle  2Z  +  2- 
reiMgen  Hatiptunterdeterminanten  von  (1)  null,  mid  der  Rang  der  Matrix 
(1)  ist  demnach  21. 

Um  darnacli  den  Rang  21  einer  gegebenen  schiefsymmetrisclien 
Matrix  ^1)  und  gleichzeitig  eine  nicht  verschwindende  2^-reihige  Haupt- 
•unterdeterminaute  zu  finden,  wahle  man  zun'aclist  ein  niciit  yerscliwin- 
dendes  Element  (ify  ==  a^  aus;  und  suclie  zwei  weitere  Indices  r?  s 
zn  ermitteln^  derart;  dafs  das  Pfaffsche  Aggregat  (ikrs)  nicht  null  ist. 
Ist  dies  unmoglich?  so  ist  21  =  2;  andernfalls  bestimme  man  zwei 
weitere  Indices  uy  vy  derart;  dafs  das  Aggregat  (ikrsuv)  nicht  null  ist; 
ist  dies  unmoglich;  so  ist  21  =  4]  andernfalls  suche  man  zwei  weitere 
Indices  etc. 

Das  vorige  Theorem  lafst  sich  folgendermafsen  verallgemeinern: 

Sind 
(8)  \\..l^ 

irgend  21  Indices  der  Eeihe  1  . .  n,  und  verschwinden  alle  Pfaffschen 
Aggregate  der  Ordnung  21  +  21',  welche  die  Ziffern  (8)  enthalten, 
so  verschwinden  entweder  uberkauyt  alle  Pfaffschen  Aggregate  der  Ord- 
nung 21  +  21',  die  aus  dem  System  (1)  geUldet  werAen  konnen,  oder  es 
ist  das  Aggregat 

(/C^g../^) 

gleich  null. 
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Dieser  Satz,  der  fur  V  =  1  schon  bewiesen  ist,  kann  genau  so 
wie  das  Theorem  des  Art.  8  durch  den  Schlufs  von  V  —  1  auf  V  be- 
grtindet  werden,  weshalb  wir  die  nahere  Ausfiihrung  des  Beweises 
iibergehen. 

Aus  dem  vorhergehenden  Satze  ergiebt  sich  folgendes  Korollar: 
,,Verscliwinden  in  einer  sAiefsymmetriscUen  Matrix  (1)  die  die- 
jenigen  2  1  -\-2-reiMgen  Sauptunterdeterminanten,  die  Elemente  der  <?tea 
Zeile  und  Kolonne  enihalten  ,  so  verschwinden  entweder  alls  2  1  -f-  2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (1)  oder  alle  Ekmente  der  <?lei1 
Zeile  und  Spalte". 

Wir  wollen  diesen  Satz  indes  auch  nocli  direkt  nachweisen.  *) 
Naturlich  konnen   wir  annelinien7    dafs   2<2Z-|-2<^?    da  der 
Satz   in  alien   andern  Fallen   trivial   ist.    Aucb.  wollen  wir,   urn  die 
Ideen  zu  fixiren,  6  =  1  setzen.     Dann  sind  also  der  Annahme  nach 
alle  Aggregate  der  Form 


null,   und   es   ist  zu  zeigen?    dafs   entweder  alle  Elemente   (1,  i)  oder 
alle  Ausdrucke  der  Form 


(9) 

verschwinden,  wenn  unter  den  ft  beliebige  Indices  der  Eeilie  1  .  .  n 
verstanden  werden.  Es  seien  nun  ^  .  .  ^22+2  bestimmte  Indices;  und 
Q  irgend  eine  der  Zahlen 


dann  ist  nach  Art.  19  nnd  20: 

0  F~  (p; 
2/4-2 


1 


da  die  Summe  rechts  der  Annahme  nach  verschwindet;  so  folgt 

(10)  (ft  1)  (ft  ft  •  •  fl3/+s)  =  0       (P  =  1;  ft  -  '  ^2Z+2). 

Griebt  es  nun  in  der  Eeihe  1  .  .  %  ein  System  von  2  Z  +  2  unter 
sich  und  von  1  verschiedenen  Indices  jz,  derart,  dafs  das  Aggregat  (9) 
nicht  null  ist,  so  folgt  aus  (10): 

(11)  (ft,  1)  -  0,  (^2?  1)  =  0,  (^+2?  1)  -  0. 

Im  Falle  ^  =  2Z  +  3  verschwinden  dann  also  alle  Elemente  der 


1)  Vgl.  die  Note  EngeVs  bei  Grrassrnaim  I  488. 

v,  Weber,  I>as  "Pfaffsche  Problem, 
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ersten  Zeile  und  Spalte  von  (1)  und  der  Satz  ist  bewiesen.  Ist 
w>2Z  +  3  und  fi2z+3  ein  von  1,  ft  . .  f^+2  verschiedener  Index,  so 
w'ahle  man  aus  den  Zahlen  ft  .  .  p2j+s  2Z  Zahlen  ^  .  vs*  so  aus,  dafs 
das  Pfaffsche  Aggregat 

(12)  K  . .  *„) 

nicht  null  ist;    dies  ist  natiirlich  stets  moglich,  wenn  (9)  nicht  ver- 

schwindet.    Dann  hat  man  der  Annahnie  nach 

0  =  (l,ftaz+3,vi..^0 


21 


1/^+1       .1/22; 

Da  aber  die  Elemente  (1,  v,)  wegen  (11)  alle  null  sind,  wahrend  (12) 
nicht  verschwindet,  so  folgt  hieraus: 

=  0 


und  es  sind   also  in  der  That  alle  Elemente  an  null,  falls  (9)  nicht 
verscliwindet;  was  zu  zeigen  war. 

27.   Wir  betracliten   uunmehr   nebeneinander   die   drei   folgenden 
Matrices,  von  denen  die  dritte  mit  (1)  ubereinstimint: 


0     a 


12 


.  .  0 


0 


0 


.  -    0 


5(0) 


0 


0 


-  -    0 


Die  Matrix  (A)  entsteht  aus  (C)  durch  Hinzufugung  einer  neuen  Zeile 
%  . .  aQn-  die  Matrix  (B)  aus  (C)  durch  Hinzufugung  einer  neuen  Zeile 
und  Spalte.  Die  Matrices  (B)  und  (C)  sind  quadratisch  und  warden 
beide  als  scMefsyininetrisch  vorausgesetzt;  d.  h.  man  hat: 

Ofk  =  —  aki        (i,  ft  =  0, 1,  2  . .  n). 

Wir  wollen  nun  die  fiir  die  Theorie  des  Pfaffschen  Problems 
wichtige  Frage  beantworten?  wie  die  Rangzablen  der  drei  Matrices 
(A)  (B)  C)  unter  sich  zusammenhangen. 

Es  sei  K  der  Rang  von  (A),  ferner  ^  derjenige  von  (B);  endlich 
«2  der  Rang  von  (C).  Nach  Art.  25  sind  dann  %  und  x%  gerade 
Zahlen,  und  man  hat  offenbar 


Da  ferner  durch  Weglassen  einer  Zeile   oder  Spalte  der  Rang  einer 
Matrix    entweder   ungeandert   bleibt  oder  urn   eins  vennindert   wird 
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(Art.  10),  so  ist  jede  der  beiden  Differenzen 


entweder  gleich.  eins  oder  gleicb.  null. 

Wir  setzen  nun  ^  =  2A;  dann  ist  x3  entweder  2/1  oder  21  —  2, 
und  wir  liaben  demnach  zwei  Falle  zu  unterscheiden,  die  wir  mit  I 
nnd  II  bezeichnen  wollen: 

I.  ^  =  2/l;  %%  =  2  A,  dann  ist  wegen  (13)  auch  «  =  2/1; 

II.  3^  =  2/1,  %2  =  2/l  —  •  2,  dann  ist  wegen  (13)  x  —  2/1  —  1; 
denn  %  kann  liochstens  um  1  kleiner  als  xx  und  hoclistens  urn  1 
grofser  als  %2  sein. 

Demnach  findet  der  Fall  I  oder  II  statt,  je  nachdem  K  gerade 
oder  ungerade  ist,  und  die  Werte  von  %  und  #2  sind  durch  Angabe 
von  K  sclion  mitbestimmt;  ist  namlich  K  gerade,  so  ist  ^  ==  %2  =  #5 
ist  aber  x  ungerade,  so  ist  %  =  %  -f-  1,  und  ^2  =  #  —  1.  In.  alien 
Fallen  hat  man 

*  =  Y  (*i  +  «a)- 

28.  Im  Falle  I  konnen  wir  nacL.  Art.  25  ,  oline  die  Allgemeinheit 
zu  beschranken,  annehmen,  dafs  das  Pfaffscte  Aggregat 

(14)  (1,2,..2A) 

nicht  null   sei.    Damit   dann    der  Fall  I  wirklich  stattfinde,   ist  nacli 
Art.  26  das  Bestehen  folgender  Gleicliungen 

,  (l,2,..2A,p,tf)  =  0 

(fttf  =  0,2A  +  l,2AH-2,..») 

notwendig  und  binreichend. 

Im  Falle  II  konnen  wir  annekmen,   dafs  das  Pfaffsche  Aggregat: 


nicht  null  sei.    Damit  dann  der  Fall  II  stattfmde,  ist  nach.  Art.  26 
fiotwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Gleichungen: 

(1,2,..2A  —  2?P,(?)=,0 
(16) 
v    ;  (?,^  =  2^  —  1,2A,  ..w) 

bestehen,  wahrend  niclit  alle  PfajBFsclien  Aggregate  der  Form 
(17)  (0,1,2,.  .2*-2;<0 

versclawinden.    Da  es  tins  freisteht,  die  Zeilen  und  Kolonnen  von  (C) 
notigenfalls  anders  zu  numeriren,  so  konnen  wir  demnact.  im  Falle  II, 

3* 
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ohne   die  Allgemeinlieit   zu   beschranken,   annehmen,   dafs   die   beiden 
Pfaffschen  Aggregate 

(18)  (1,  2,  .  .  24  —  2),  (0,  1,  2,  .  .  2A  —  2;  2A  -  1) 

von  Null  verschieden  seien. 

29.  1st  im  Falle  I  n  =  2A;  so  koininen  die  Bedingungsgleichungen 
(15)  natiirlicli  in  Wegfall;  ebenso  treten  im  Falle  II,  wenn  n  =  2i  —  1 
sein   soil,    die  Bedingungsgleichungen  (16)  nicht  auf.     Sind  also   die 
Elemente   a,*  unserer  drei  Matrices  (A)  (B)  (C)  nur  den  Bedingungen 
aljt  —  —  aw  unterworfen,  im  iibrigen  aber  willkthiich,  so  wird;  falls 
n  gerade  ist;  der  Fall  I;  falls  dagegen  n  ungerade,  der  Fall  II  statt- 
finden,  und  beidemale  die  vorbin  mit  K  bezeichnete  Zabl  gleich  n  sein. 

30.  Aus  den  bisherigen  Entwickelungen  ergiebt  sicb;  falls  die  Ele- 
mente a,'k  unserer  drei  Matrices  irgendwie  gegeben  sind;  folgende  Regel, 
urn  zu  entscheiden,  ob  der  Fall  I  oder  II  stattfindet;  und  gleichzeitig 
die  Zahlen  K  und  A  zu  bestimmen. 

Man  ermittele  nach  der  Methode  des  Art,  26  den  Rang  21  der 
Matrix  (C)?  und  gleicbzeitig  eine  nicht  yerschwindende  2Z-reihige 
Hauptunterdeterminante 


derselben.   Dann  liegt  der  Fall  I  oder  II  yor;  je  nachdem  alle  Aggregate 


verscbwinden  oder  nicht,  und  es  ist  in  dem  einen  Falle  H  =  2ly  A  =  Z; 
und  in  dem  andern  »  =  2Z  +  1;  A  =  Z  +  L  Hinterher  kann  man 
dann;  um  mit  den  Bezeichnungen  der  yorigen  Nummern  in  Einklang 
zu  bleiben;  die  Zeilen  und  Spalten  in  den  3  Matrices  so  urnordnen, 
dafs  die  Zahlen  7^7%  .  .  7^z  bez.  mit  1;  2;  7  .  .  21  ubereinstimmen. 

31.  Wir  nebmen  zun'achst  an;  dafs  die  oben  mit  x  bezeichnete 
Zahl  gieich  2  1  sei,  dafs  also  die  Elemente  a/#  unserer  drei  Matrices 
(A),  (B)  und  (C)  den  Bedingungen  des  Falles  I  genugen;  naoh  Nr.  28 
diirfen  wir  dann  insbesondere  Yoraussetzen;  dafs  das  Pfaffsche  Aggregat 


nicht   null  ist.    Betrach'ten  wir  jetzt  die  n  +  1  linearen  Gleichungen 
»         %i  +  <I   H  ----    «onl»  =  0 


I  &  f\ 

+     *     =0 


(20) 


[31] 
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mit  den  Unbekannten  £0;  £t  . .  (•„,  so  sind  die  Gleichung  (19)  und  die 
letzten  n  —  21  Grleichungen  (20)  eine  Folge  der  2  /I  ersten  Gleichungen 
(20);  welch'  letztere  linear  unabhangig  sind;  und  nach  |1?  |8  .  .  £22  auf- 
gelost  werden  konnen. 

Wir  betraehten  zu  cliesein  Zwecke  die  Determinate: 


D: 


0 


0 


und  bezeichnen  mit  A^  ihre  Minoren;  ferner  mit  D^v  diejenige  2A- 
reihige  Determinante;  die  ans  D  entstelit,  indem  man  darin  die  Ele- 
mente  der  7cten  Spalte  durch.  aiva%v  .  .  On^v  ersetzt^  dann  folgt: 

(21)    D  '  $k  =  -  D 


Verstehen  wir  jetzt,  ahnlich  wie  in  Art.  21;  unter  dem  Symbol 


falls  r<s,  dasjenige  Pfaffsclie  Aggregat  der  Ordming  2  A  —  2;  das 
aus  P  durch.  Weglassung  der  Ziffern  r  und  s  entsteht;  und  setzen  wir 
allgeniein  Psr  =  —  Pr8;  so  hat  man  nach  Art.  21  : 

ivAi-k  =  P  • 
i 

Nun  ist  fur  f  <  ft: 

(_  iy+*+ipiJfc  =  (i  .  .  i  —  i,  <  +  i  .  .  fe  —  i,  A  +  i  .  .  2A) 

oder  also  nach  Art.  18 

ptk  =  (_  i)*  (»  +  1  .  .  J  —  1,  ft  +  1  .  .  2A,  1  .  .  «  -  1); 
ferner  hat  man  fur  i  >  ft 
pa  =  _  PH  =  (-  1)'+*  -  (1  •  •  S  -  1,  ft  +  1  •  •  <  —  1,  <  +  1  •  • 

=  (_  1)*  (i  +  1  .  .  2A,  1  -  -  fc  —  1,  i  +  1  "  <  —  !)• 
Setzt  man  diese  Werte  in  den  obigen  Ausdruck  fur  D&v  ein;  so 
erhalt  man  eine  2^-gliedrige  Summe 


die  Ziffernfolge  in  dem  Koeffizienten  yon  (i/i)  ergiebt  sich;  indem  man 
zuerst  diejenigen  Zahlen  in  der  Folge: 
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1,2,..  ft  —  !,*  +  !..  2  A 

die  >i,  sodann  diejenigen,  die  <i  sind,  der  Reihenfolge  nach.  hin- 
schreibt. 

Nach  Art.  20  ist  also: 


=  (1,2,.,  ft  — 
Setzen  wir  demnach. 


d.  h.  ist  n^  dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2/1,  das  aus  P 
entsteht,  indem  man  die  Ziffer  ~k  durcli  v  ersetzt,  so  konnen  wir  sofort 
die  n  —  2  A  -}-  1  linear  unabhangigen  Losungensysteme  der  linearen 
Grleiekimgen  (19)  (20)  in  der  Form  sehreiben 


—  P       0        ..       0       0 

/OON         JLJL1-  824-2  -i-*2.224-2    •  -    J^2Z.22-}-2  0      P  .  .  0  0 

(M) 

0  0  ..    —  P  0 

(23)  JIio       n,,         .  ,JT32,0  0         0        ..        0— P 

Hieraus  folgt,  wenn  %>2vl  vorausgesetzt  wird: 
Das  lineare  Grleiclmngensysteru 

(24)  0H&  +  a-,2  M |-  o/«6n  =  0        (i  =  1,  2  •  -  n) 

(25)  $01 |i  -f~  $02^2  -[-..-[-  Oottlj*  =  0 

besitzt  die  n  —  2 1  linear  unabliangigen  Losungensysteme  (22),  wobei 
nattirlicii  die  letaste,  aus  Nullen  bestebende  Spalte  jetzt  wegzulassea  ist. 

Anm.  Es  ist  fur  spatere  Anwendungen  nfitzlicb  nocb.  einmal  her- 
vorzubeben;  dafs  im  Falle  I  die  Grleichung  (25)  stets  eine  Folge  der 
Gleicfoingen  (20)  und  ebenso  eine  Folge  der  Grleiclamgen  (24)  ist. 

32.  Indem  wir  tins  nunmehr  der  Betracbtung  des  Falles  II  zu- 
wenden,  setzen  wir  wie  in  Nr.  28  voraus,  dafs  K  ===  2  A  —  1  und  dafs 
die  beiden  Pfafischen  Aggregate  (18)  nicht  null  seien.  Da  der  Rang 
der  Matrix  (A)  jetzt  durcb  Streicbung  der  ersten  Zeile  sich  andert, 
so  konnen  nacb  Art.  13  die  n  linearen  Gleichungen  (20)  nur  durcb 
die  Annabme  |0  ==  0  erfiillt  werden.  Wir  baben  also  folgendes  Glei- 
cbungensystem  zu  untersucben: 

(24)  Of i|i  -f-  ^sls  ~h  '  *  H~  &in%n  =  0        (i  =  1 . .  n). 

Da   die  letzten  n  —  2  A  +  2  dieser  Grleichungen  eine  Folge   der 


[.32]  §  3.    Die  Grassinann-Frobenius'schen  S'atze.  39 

2 1  —  2  ersten  sind,  so  ergiebt  sicli  em  System  von  n  —  2  A  -(-  2  linear 
unabhangigen  Losungen  wie  in  der  vor.  Nr.     Setzt  man  also 

Pr     /I     O           O  1  <?)\ 

==:  ^1?  <£,  .  .  ZA  ^j  1 

U*;  =  (1,  2,  .  .  ft  —  1,  i;,  ft  +  1  .  .  2A  —  2) 
so  stellen  die  Grofsensysteine: 

'^1,22  —  1-^2,22—1    ••    1/22  —  2,22  —  1    -P'  0       ..  0 

77'  77  '  77'  A  P'  fl 

/OAA              -*-*l,22        -*^±22          •  •    •/-*22  — 2, 22  v  JT      .  .  VJ 

I*";  \ 

TT  '  TT'  TT  '  Q  A  p' 

n  -_  2/1  -f-  2  linear  unabhangige  Losungen  von  (24)  dar. 

Betrachten  wir  andererseits,  immer  nocli  unter  der  Annahme 
^  =  2  A  —  1?  das  System  der  n  -f-  1  linearen  Grleicliungen  (19)  (20). 
Da  hieraus  auch  jetzt  wieder  |0  =  0  folgt;  so  nimmt  dies  System  die 
Form  (24)  (25)  an,  und  die  Grleichung  (25)  ist  offenbar  keine  Folge 
von  (24).  Natiirlicli  besitzen  die  Gleichungen  (24)  (25)  jetzt  nur  dann 
Losungensysteine;  fur  welche  die  ^  nicht  alle  verscliwinden,  wenn  %  <  n 
ist,  was  wir  fortan  annehmen  wollen.  Setzen  wir  nun 

und  verstehen  wir  unter  Kj,v  dasjenige  Pfaffsclie  Aggregat  der  Ordnung 
2/l;  das  aus  Q  hervorgeht,  wenn  darin  die  Ziffer  ft  durcli  v  ersetzt 
wird,  so  besitzt  das  Grleichungensystem  (24)  (25)  die  folgenden  n — 2/ 
linear  unabhangigen  Losungensysteme: 

-3,22+1-22,224-1    •  •    -£22  —  1,22  +  1  0    Q     .  .  0 

\n  E,n  .  .    JEi^n  0  0    .  .    —  Q 

In  der  That  hat  man  ini  Falle  II  nach  Art.  28  identisch: 
(ft,  0, 1,  2  . .  2A  —  1,  v)  =  0       (ft  ==  0, 1, . .  n;  v  =  1,  27 . .  n} 

oder  also  nach  Art.  20; 

(28)         0  ^  (ft,  0)  (1,  2  . .  2A  —  1,  a/)  -f 

22  —  1 


..2A  — 1). 

Da  nun  (1,  2  . .  2A  —  1,  v)  der  Voraussetzung  nach  null  ist,  ferner 
(»  +  1, . .  2/1  —  1,  v,  0, 1  - . » —  1)  ==  —  Klv, 
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so  clrtickt  wegen  ati  «=  (i>K)  die  Identitat  (28)  in  der  That  aus?  dafs 
jedes  der  Grrofsensysteme  (27)  alle  Gleichungen  (24)  (25)  erfullt. 

Durcli  eine  ganz  ahnliche  Rechnung  hatten  wir  natiiiiich  auch 
erweisen  konnen,  dafs  die  Systeme  (26)  den  Grleichungen  (24)  ?  und 
dafs  im  Falle  I  die  Systeme  (22)  und  (23)  den  Reiationen  (19)  (20) 
geniigen. 

33.  Es  versteht  sich  von  selbst;  dafs  jedes  der  Systeme  (27)  eine 
lineare  Kombination  der  n  —  21  +  2  Grofsensysteme  (26)  sein  mufs, 
mid  zwar  kann,  wie  der  Anblick  der  beiden  Schemata  lehrfc,  die  i  —  lto 
Zeile  in  (27)  nur  durch  lineare  Kombination  der  ersten  nnd  der  #Qn 
Zeile  in  (26)  entstehen. 

Man  mufs  also  haben: 

(29)  E»,M+t        =  Q9IIwi+t  +  <t*IIw-i    (s  =  0,  1  .  .  M  —  2A; 
JEi^z,  u+s  =  —  *,P'  h  =  1,  2  .  .  2A  —  2) 

-Q  --p,K 

Die  zwei  letzten  Gleichnngen  bestimmen  die  Werte  QS  nnd  <^5; 
durch  deren  Substitution  in  (29)  wird  die  folgende  Grleichung  erhalten: 

(30)  P'  -  -2^4-s  =  Q  '  J7//,22  +  5  -  JEg^ 

die  fur  alle  Indices 

fe  —  1,  2,  .  .  2A  —  2;  $  =  0,  1,  . 

identisch  erfiillt  sein  mufs.  Dies  folgt  aber  auch  unmittelbar  aiis  dem 
Satz  des  Art.  24.  In  der  That,  betrachten  wir  die  2  A  +  1  Indices 

(31)  0?  1,  2,  .  .  2A  —  27  21  —  1,  2A  +  s 

und  bezeiohnen  wir  mit  (—  l)aPa  dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der 
Ordnung  2  A,  dessen  Indices  mit  der  Reihe  (31)  ubereinstirnmen,  nach- 
dem  daraus  die  Zahl  cc  fortgelassen  ist,  ferner  mit 


das  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2/1  —  2,  dessen  Indicesreihe  aus 
(31)  durch  Streichung  der  Zahlen  a,  /};  y  entsteht;  und  setzen  wir  wie 
fruher  fest,  dafs  der  Ausdruck  PapY  jedesmal  sein  Zeichen  wechsele; 
wenn  zwei  seiner  Indices  vertauscht  werden;  so  gilt  nach  dem  citirten 
Art.  folgende  Identitat: 

P«  JV  —  PfPy**  +  PyP**p  ~  P*P*pY  =  0. 
Setzen  wir  hieriu  cc  =  0?  ft  =  fc,  v  =  2A  —  17  d  =  2  /I  +  s  und 
beachten,  dafs  unter  den  Voraussetzungen  des  Falles  II  das  Pfaffsche 
Aggregat  P0  gleich  null  ist,  so  ergiebt  sich  ohne  weiteres  die  Iden- 
titat (30). 


[34,  35] 
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34.  Das  erste  der  Grofsensysteme  (26)  erfullt  offenbar  die  Grlei- 
chung  (25)  nicht;  denn  der  Ausdruek 


ist  mit  —  Q  identisch.  Wir  konnen  daher  statt  des  Schemas  (26) 
auch  das  erste  der  Systeme  (26)  und  die  n  —  2/1  -f-  1  O-rofsensystenie 
(27)  als  linear  lanabhangige  Losungensysteine  der  Gleichurtgen  (24) 
benutzen,  und  man  erlialt  das  allgemeinste  Losungensystero.  von  (24); 
das  der  Bedingung  (25)  nicht  gentigt?  in  der  Form: 


n—  2% 


;  =  1,  2  . .  2  H  —  2) 


S2JI  — 1  = 


worin  Q,  Q(],  Qi  .  .  Qn-zi  willkurliche  Grofsen  bedeuten;  von  denen  die 
erste  nicht  verschwindet, 


§  4.     Ein  Determinantensatz  von  Sylvester.1) 
35.    Wir  betrachten  eine  %-reihige  Determinante: 


und  eine  v-reihige  Unterdeterminante  derselben: 


(»  <  »). 


Bs  werde  nun  p  =  n  —  v  gesetzt  und  mit  Wik  die  nachsteliende 
v  -f-  l-reihige  Unterdeterminante  von  £i>  bezeichnet: 


,  v-f  * 


dann  gilt  nach  Sylvester  folgende  Ideutitat: 


1)  Sylvester  I;  Frobenius  III. 


Kap.  I.    Zur  Theorie  der  Determinanten. 


Bedeutet  namlich  ( — l)f +*(*>,*  die  v  —  1-reihige  Determinant^  die 
aus  CD  durch  Streichung  der  iim  Zeile  und  &teu  Spalte  hervorgeht,  und 
entwickelt  man  die  Determinante  Wtk  nach  den  Elementen  der  letzten 
Zeile  und  Spalte,  so  folgt: 


i      i 


Schreibt  man  dalier  zur  Abkiirzung: 


-f-  Oav 


und  beriicksiclitigt  man  die  Identitaten: 


^  —  W 


so  liefert  die  spaltenweise  Komposition  *)  der  Matrix  Si  mit  dein  Schema: 


(2) 


"11 

fflis 

.  .     an. 

Au    AU 

.  .      Al 

0 

0 

.  .    0 

—  03      0 

.  .      0 

0 

0 

.  .    0 

0        0 

^n.Tm 

1)  Siad 


•*,-* 


zwei  n-reihige  Determinanten',   so  ist  ihr  Produkt  jeder  der  nachstehenden  4  De- 
terminanten gleich 


wenn  gesetzt  wird: 


i  ill 

und  man  sagt,  die  erste  dieser  4  Determinanten  entsteht  durch  zeilenweise,   die 
letzte  durch  spaltenweise  Komposition  der  "beiden  Determinanten  I  aik  I 
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die  nachstehende  Determinante: 

co        0         .  .     0  0  0          .  .          0 

0        m        .  .    0  0  0         .  .         0 

(3) 


)        0        .  .    co             0              0 

0 

Da  nun  die  Determinanten  (2)  und  (3)  bezw.  folgenden  Ausdrucken 
gleich  sind: 


w. 


tie 


so  ist  die  Richtigkeit  der  Identitat  (1)  nachgewiesen. 

36.  Wir  nelimen  jetzt  an;  dafs  die  Determinante  ii  schiefsym- 
metrisch  sei;  und  schreiben  2n,  2p,  2v  bezw.  statt  n,  p,  v.  Perner 
setzen  wir: 


[iJc]  =  (1,  2;  .  .  2v,  2v  +  <,  2i/ 
Man  hat  dann;  wie  leicht  ersichtlich: 


und  die  Identitat  (1)  nimmt  folgende  Form  an: 

0         [12] 
(4)  p,,      [21]        0 


]  -  -      0 

Bezeichnen  wir  jetzt  dasjenige  Pfaffsclie  Aggregat  der  Ordnung  2^ 
das  aus  den  Elementen  \iK]  genau  ebenso  geMldet  wird?  wie  der  Aus- 
druck  (1  .  .  2v)  aus  den  Grofsen  (iti),  mit  dem  Symbol: 


so  ist  die  in  (4)  links  stehende  Determinante  dem  Quadrat  dieses  Aus- 
drucks  gleich,  und  die  Identitat  (4)  liefert  daher  nach  Ausziehung  der 
Quadratwurzel  die  Relation: 

(5)  [1,  2,  -  -  2fi]  —  P«-i  -  (1,  2  -  .  2i/,  2v  +  1  -  -  2w). 

Dafs  das  Vorzeichen  richtig  gewahlt  wurde;  erkennt  man  daraus,  dafs 
der  Koeffizient  des  Ausdrucks  (2v  +  1,  2v  +  2  .  .  2ri)  auf  beiden  Seiten 
gleich  Pf*  ist. 
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Kapitel  II. 

Lineare  partielle  Dlfferentialgleichingei!  erster  Ordnung  und 
Systeme  Pfaffsclier  Gleichnngen. 

§  1.     JSur  Theorie  der  Funktionen  voa  n  Veranderliclieii. 

37.  Wir  wollen  in  diesem  §  einige  fundamentale  Definitionen  und 
Satze  aus  der  Theorie  der  Funktionen  mehrerer  konaplexer  Verander- 
liclier  zusammeiistellen,  ohne  indes  auf  die  Beweise  n'aher  einzugehen. 

Es  sei  eine  w-fach.  unendliche  Reihe  der  Form 


Yorgelegt,  in  der  die  cap.  Y  UJ1&  ^e  xi  -  -x*  irgen(i  welche  tomplexe 
Konstante,  die  %  .  .  %n  komplexe  Variable  bedeuten.  Dann  lassen  sich 
immer  n  reelle  positive  Zahlen  ^^..^  angeben?  derart,  dafs  die 
Reihe  (1)  fiir  jedes  komplexe  Wertsystein  x^.^x^,  das  den  Be- 
dingungen 

(2)  |  x±  —  #L°    <  Qrf      x^  —  x^    <  pa  •  •  5      ^»  ""  ^»°  i  <  P»     0 
geniigt;  konvergirfc,   dagegen  filr  jedes  Wertsystem  XL  .  .  x^   das 
der  Ungleiclmngeii 

erfflllt,  diyergirt.  Die  p/  konnen  teilweise  oder  alle  gleich  +•  oo  sein; 
in  dem  letzteren  Falle  konvergirt  die  Reihe  (1)  ,fiestandig",  d.  h.  fiir 
jedes  endliche  Wertsystem  der  x£.  Verschwinden  einige  p/,  so  sind 
die  zugeliorigen  Ungleichungen  (2)  dnrcli  Grleicliungen  zu  ersetzen.  1st 
keine  der  Zahlen  p$  null;  so  nennen  wir  die  Reihe  (1)  ,9eine  gewohnttclie 
Potengreihe  der  n  G-rofsen  x1  —  x^  .  .  xn  —  xn®"  Eine  solche  Reike 
were!  en  wir  haufig  durch  das  Symbol 

'r  (fil         X^  ,  X%         X%    .  .  X)i         Xn  ) 

bezeichnen. 

Anstatt:  ;?das  Wertsystem" 

(3)  o^V--^0 

sagen  wir  auch  ,,<Ke  Stelle  x*  .  .  x£u.   Den  Inbegriff  aller  Wertsysteme 


1)  1st  x  eine  komplexe  Grofse  Ton  der  Form  |  +  T\  y~  1  ,    so  wird  die 


positive  Quadratwurzel  l/P  +  Tj2  der  ,,absolute  Betrag1'  von  x  genannt,  und  rait 
I  x  I  bezeiclinet. 
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X1  .  .  xn,  die  den  Ungleichungen  (2)  geniigen,  nennt  man  den  ,,Kon- 

vergemlezirk"  der  Reihe  (1)  oder  auch  y,die  "Umgebung  der  Stelle  (3)". 

Wir  sagen  ferner:   ,,Die  Function  f(x^x%  .  .  #„)  ist  an  der  Stelle 

(3)  regular",   wenn  sie  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (3)   durch 
eine  gewohnliche  Potenzreihe  der  n  Grrofsen  Xt  —  a?,0  ,?darstellen"  lafst, 
oder  anders  ausgedruckt,  wenn  sie   sich  in  eine  gewohnliche  Potenz- 
reihe dieser  n  Grrofsen  ,;entwickeln"  lafst;   damit  soil  gesagt  sein,  dafs 
eine  gewohnliche  Potenzreihe  (1)    existirt,    die  fur  jedes  Wertsystem 
x1  .  .  xn  ihres  Konyergenzbereichs  die  Summe  f(x1  x2  .  ,  x^)  besitzt.    Es 
giebt  dann  auch;  falls  /'  in  dem  genannten  Bereich  eindentig  ist,  nur  eine 
einzige  Potenzreihe  dieser  Art.    Der  erste  Koefflzient  £0o    o  der  Eeihe 
(1)   stimmt  mit  dem  Wert  •(ibereii3;   den  f  an  der  Stelle  (3)  annimmt. 

Sind  mehrere  Funktionen 

(4)  /Jfoa*..*.)        (t'="l,2..r) 

gegeben,  die  alle  an  der  Stelle  (3)  regular  sind?  wird  ferner  der  Kon- 
vergenzbereich  der  Reihe 

(5)  sp^-V,..^-^0) 

welche  die  Function  /}  darstellt;  durch  die  Ungleichungen 

I    /yi      _    /y.   0    I    ^    n    (/)  |    M       _    /y.    0    1    ^    n    (/) 

I  ^1          **!     I  ^  "l          *  !      ^  n    I  ^  Qn 

definirt;  und  ist  $%  die  kleinste  der  positiven  Zahlen 


so  bezeichnen  wir  als  »den  gemeinsamen  Konvergenzbezir'k  der  BeiJien 
($)"  oder  auch  als  die  Umgebung  der  Stelle  (3)  wiederum  den  Inbegriff 
aller  "Wertsysteme  x±  .  .  xn?  die  den  Ungleichungen  (2)  gentigen. 

Wo  immer  wir  im  Lauf  dieser  Vorlesungen  mehrere  Funktionen 
(4)  gleichzeitig  betrachten,  inachen  wir  jedesmal  irnplicite  oder  ex- 
plicite  die  Annahme;  dafs  eine  Stelle  (3)  existirt,  an  der  alle  /}  re- 
gular sind. 

38.  Wir  bringen  noch  folgende  Thatsachen  in  Erinnerung. 

1)  Eine  Funktion  f(x±  .  .  a?»),   die   an  der  Stelle  (3)  regular  ist, 
verschwindet  dann  und  nur  dann  pidentisch",  d.  h.  ffir  jedes  Wertsystem 
$i  in  der  Umgebung  yon  (3),  wenn  in  der  Potenzreihe  (1),  durch  die 
/  dargestellt  wird,  alle  Koeffizienten  cap  ,  y  null  sind. 

2)  Ist  f  an  der   Stelle   (3)   regular,   so   gilt  dasselbe  von  jeder 
Stelle  x^  .  .  xnr}  die  der  Umgebung  yon  (3)  angehort. 

Aus  diesen  beiden  S'atzen  folgt  leicht: 

3)  Sind  mehrere  Funktionen  fa  .  .  fr  yorgelegt,  die  alle  an  der  Stelle 
(3)  regular  sind,  und  yon  denen  keine  identisch  yerschwindet,  so  lafst 
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sich  in  der  Umgebung  von.  (3)  (und  zwar  auf  unbegrenzt  viele  Arten) 
eine  Stelle  %'  .  .  x,'  auswalilen,  an  der  alle  /)  regular  sind  und  Ikeine 
verschwindet. 

4)  1st  eine  Funktion  f  an  der  Stelle  (3)  regular,   so  gilt  dasselbe 

O    />  Og  j? 

von.  alien  Ableitungen  -T~~,  *  —  £-  etc.;    und  man  erhalt  die  Reihen- 

0  OX.  '   vXjCXfr  3 

entwiekelungen  dieser  Ableitungen  einfach.  durci.  gliedweise  Differen- 
tiation der  Reihe  (1);  durch.  die  die  Funktion  f  in  der  Umgebung  von 
(3)  dargestellt  wird;  die  Koeffizienten  cap..Y  dieser  Reihe  sind  dann 
durch  die  Formel 

+Yf 


gegeben. 

5)  Sind  die  Funktionen  /  und  (p  an  der  Stelle  (3)  regular?  und 
verschwindet  9  daselbst  nicht?  so  ist  auch  die  Funktion 


an  der  Stelle  (3)  regular. 

Dieser  Satz  ist  ein  Spezialfall  des  folgenden: 
6)  Bedeutet 


eine  gewokoliclie  Potenzreihe  der  r  eingeklammerten  &rofsen?  und  er- 
setzt  man  die  ft  durch.  Funktionen  der  Variabeln  x,  die  an  der  Stelle 
(3)  alle  regular  sind  und  daselbst  bezw.  die  Werte  /^0  .  .  fnQ  besitjzen, 
so  verwandelt  sich  0  in  eine  Funktion  der  x,  die  an  der  Stelle  (3) 
gleicbfalls  regular  ist. 

Beispielsweise  ist  jede  ganzraidonale  Funktion  der  ff  mit  konstanten 
Koeffizienten  wiederum  eine  an  der  Stelle  (3)  regulare  Funktion  der  x. 

39.  Die  Funktionen  /^  .  .  fn  heifsen  vunabMngigu,  wenn  keine 
Relation  der  Form 


identiscli,  d.  h.  fiir  alle  Wertsysteme  x^  .  .  xn  eines  gewissen  Bereich.es 
(2)besteht.  Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Determinante: 


(6) 


dec* 


nicht  identisch  verschwinde.  Diese  Determinante  heifet  die  »Funktional~ 


[39] 
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determinants  der  Funktionen  /i  . .  fn  hinsichtlich  xl .  ,  x"  und  soil  ge- 
legentlicli  durch  das  Symbol 


bezeichnet  werden.  Sind  die  unabhangigen  Funktionen  f^  alle  an  der 
Stelle  (3)  regular,,  so  gilt  nach  den  Satzen  4)  und  6)  des  vor.  Art. 
dasselbe  von  ihrer  Funktionaldeterminante,  und  nach  Satz  3)  diirfen 
wir  annehmen,  dafs  die  letztere  an  der  Stelle  (3)  nicht  verschwindet. 
Schreiben  wir  jetzt  /i°  statt  fl(x]Q . .  #w°);  so  lafst  sich  das  Grleichungen- 
system 


in  folgeader  Weise  auflosen: 


Die  y$t  sind  dabei  gewohnliclie  Potenzreilien;  die  an  der  Stelle  /j° . .  fnQ 
alle  verschwinden. 

Die  r  Funktionen  /t . .  fr  (r  ^  n)  heifsen  nunabJiangig",  wenn  keines 
der  f  sich  als  Funktion  der  ubrigen  ft  allein  ausdrucken  lafst.  Dazu 
ist  notwendig  und  L.inreichend;  dafs  in  der  r  zeiligen  Matrix: 


9x±    Bx% 

nicht  alle  r-reihigen  Detenninanten  identisch  verschwinden.  Die  Matrix 
(7)  heifst  die  ^Funldionalmatrix  der  Funktionen  f  hinsichtlich  xl  . .  $n". 
Ist  insbesondere  diejenige  Determinante  von  (7),  die  aus  den  ersten  r 
Spalten  besteht, ' nicht  null,  so  sagen  wir:  »die  Funktionen  f± .  ,fr  sind 
MnsicMich  der  Varidbeln  xl . .  xr  undbMngig". 

Es  sei  nun  allgemeiner  Q  der  Rang  der  Matrix  (7);  d.  h.  die 
Ordnung  der  hochsten  nicht  identisch  verschwindenden  Unterdeter- 
minanten;  die  Zahl  r  darf  jetzt  auch  >  n  sein.  Wir  konnen  dann?  ohne 
die  Allgerneinheit  zu  beschranken7  annehmen?  dafs  insbesondere  die 
Determinante  * 

(8) 

nicht  identisch  null  sei;  in  der  That  lafst  sich  dies  immer  dadurch 
erreichen,  dafs  wir  die  fa  und  die  x-,  von  vorneherein  geeignet  numeriren. 
Ist  dann  x^  . .  xnQ  eine  Stelle ,  an  der  alle  fi  regular  sind;  so  konneu 
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wir  nach  dern  Satz  3)   des  Art.  38  annehinen,  dafs  die  Determinante 
(8)  an  dieser  Stelle  nicht  verschwinde.    Ist  dann  wieder 


so  lassen  sich  die  Gleichungen 


in  folgender  Form  auflosen: 


**  = 


(•-1,2.  .p) 

worm  die  ^  gewohnliche  Potenzreihen  der  w  Grofsen 


"bedeuten  und  an  der  Stelle  f^..fQ9  a50+1..^w0  alle  verschwinden. 
Substituiren  wir  die  so  ertaltenen  Ansdrucke  (9)  fiir  ^  .  .  x^  in  die 
nocK  iibrigen  Funktionen  /^  +!../)-,  so  rerwandeln  sicli  diese  nach. 
Satz  6)  Art.  38  in  gewohnliche  Potenzreiten  der  Grrofsen  (10),  ans 
denen  aber  die  XQ+I  .  .  #»  yollstandig  heransfallen^  d.  h.  man  hat  Ee- 
lationen  der  Form: 


worin  die  5p//  an  der  Stelle  f^^0  ,  .  /^°  verschwinden;  diese  Relationen 
bestehen  identisch  fur  alle  Wertsysteme  x1  .  .  xn  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (3);  d,  L  von  den  Funktionen  fa  .  .  f.  r  lassen  sich  die  r  —  Q  letzten 
als  Funktionen  der  Q  ersten  ansdriicken,  und  diese  sind  hinsichtlich 
^  .  .  XQ  unabhangig.  Diesen  SacliTerhalt  driicken  wir  dadurch  aus;  dass 
wir  sagen:  ^Die  r  Funktionen  /i  -  .  />  reduziren  sich  auf  $  unabliangige", 

Damit  letzteres  der  Fall  sei,  ist  tibrigens  nicht  nur  hinreichend, 
sondern  auch  notwendig;  dafs  der  Rang  der  Funktionalmatrix  (7) 
gleich  Q  sei. 

40.  Wir  sagen,  ein  Wertsystem  x^  .  .  x£  ,,genugfrc  den  Gleichungen 

(11)  /K%#2  -  *  ^)  =  0        (i=*l  ..r;  r<;w) 


oder  es  ,,erfallt"  (,;befriedigt")  diese  Relationen,  wenn  alle  ft  an  der 
Stelle  x^  .  .  Xn  regular  sind  und  daselbst  verschwinden.  Wenn  wir  im 
Folgenden  eift  Grleichungensystem  der  Form  (11)  betrachten;  so  setzen 
wir  jedesmal  implicite  die  Existenz  wenigstens  eines  Wertsy  stems 
$1  .  .  xn°  voraus,  das  die  Relationen  (11)  befriedigt,  md  fiir  welches 
nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (7)  null  sind. 

Wir  sagen  in  diesem  Falle;  das  Cfleichungensystem  ist  an  der  Stelle 
$i*  regular, 
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Erfiillen  die  r  Relationen  (11)  die  genannte  Bedingung,  so  be- 
zeichnen  wir  sie  kurz  als  ,,ein  r-gliedriges  Grleichungensystem",  oder  auct 
als  nem  System  von  r  unablmngigen  6-leicliungen".1} 

Betrachten  wir  z.  B.  eine  Grleiclmng 

(12)  yfoffg..  0^  =  0 

so  nehmen  wir  immer  implicite  an;  dafs  ein  Wertsystem  x^  .  .  #»°  existirt, 
das  (12)  erftillt;  ohne  dafs  alle  Ableitungen  -^  fur  xl=xlQ  ..xn=xnQ 

verschwinden.  DurcL.  diese  Festsetzung  werden  Grleichungen  wie  die 
folgende: 

^2  =  0 

die  niclit  auf  ihre  einfachste  Form  xl  =  0  gebracM  ist,  von  der  Be- 
trachtung  prinzipiell  ansgesclilossen. 

Die  eben  genannte  Bedingung  ist  naturlicli  fiir  jede  einzelne  der 
Gleichungen  (11)  erfullt;  wenn  die  letzteren  nach  unserer  Bezeichmmgs- 
weise  ein  r-gliedriges  Gleichungensystem  bilden. 

Ist  das  System  (11)  an  der  Stelle  x^  .  .  x£  regular,  und  ist  ins- 
besondere  diejenige  Determinante  des  Schemas  (7);  die  aus  den  r  ersten 
Spalten  besteht;  an  dieser  Stelle  nicht  null;  so  kann  man  die  Eelationen 
(11)  wie  folgt  auflosen: 

(13)  xt  -  x°  =  f  ,(^+t  -  *y+i>  xr+»  -  ^+.  •  •  *„  -  ^)  (»-l-0 

wo  die  $Pa.  fiir  xr,l  =  ^  .  l  .  .%n  =  %Pn  alle  verschwinden.  Substituirt 
man  die  so  erhaltenen  Ausdrticke  fiir  xl  .  .  xr  in  die  Funktionen  /};  so 
verwandeln  sich  diese  in  identisch  verschwindende  Funktionen. 

Im  Falle  r  <  n  giebt  es  dalier  unter  den  gemachten  Annahmen 
n  —  r-fach  unendlich  viele  Stellen  x±  .  .  xn,  an  denen  das  gegebene 
Grleichungensystem  regular  ist;  und  zwar  konnen  die  Grrofsen  %r+i  -  *  #» 
innerhalb  des  gemeinsamen  Konvergenzbezirks  der  Potenzreihen  ^t 
willkurlich.  gewahlt  werden;  worauf  die  x±  .  .  xr  durch  die  Formeln 
(13)  bestimmt  sind. 

Im  Falle  r  =  n  liefert  die  eben  genannte  Auf  losung  einfach.  die 
Werte 


41.  Wird  eine  Gleichung  (12)  von  alien  Wertsysternen  a^°  .  .  xn° 
erfullt;  die  dem  r-gliedrigen  Grleichungensystem  (11)  geniigen  and 
einem  gewissen  Bereich  (2)  angehoren;  so  sagen  wir:  »<Ke  GleicJmng 


1)  Vgl.  Lie  II  35. 
Y,  Weber,  Das  Pfaffcsclie  Problem, 
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(12)  ist  in  dem  System  (11)  enthalteri',  oder:  ,,das  System.  (11)  umfafst 
die  Relation  (12)%  oder  auch:  ,,die  Relation  (12)  ist  erne  Folge  des 
Systems  (11)"  oder  endlich:  9,die  Fmktion  y  verscJnuindet  vermoge  der 
Gleicliungen  (11)". 

Die  Bedingung,  die  wir  oben  dem  Gleichungensystein  (11)  auf- 
eiiegten,  lafst  sich  demnach  dahin  aussprechen,  dafs  nicht  alle  r-reihigen 
Detertainanten  der  Matrix  (7)  vermoge  des  Systems  (11)  verschwinden 
sollen. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dafs  diese  Bedingung  erfullt  ist, 
dafs  aber  eine  von  den  r-reihigen  Determinanten  (7),  etwa  diese: 

(14) 


Yermoge  des  gegebenen  Systems  verschwindet;  natiirlich.  inufs  dann 
7  <  n  sein.  Es  sei  Q  der  Rang?  den  diese  Determinate  vermoge  (11) 
besitzt;  d.  h.  die  Ordnung  der  Itochsten,  vermoge  (11)  nicht  ver- 
scliwindenden  Unterdeterminanten.  Insbesondere  moge  die  Deterrninante 
(8)  vermoge  unseres  Gleichungensystems  nicht  versctwinden.  Nach 
Art.  38,  Satz  6)  giebt  es  dann  immer  eine  Stelle  x^  .  .  xnQ,  derart, 
dafs  das  System  (11)  daselbst  regular  nnd  die  Deterrninante  (8)  nicht 
null  ist.  Die  Grleichungen  /i  =  0  .  .  /^  =  0  lassen  sicli  jetzt  wie  folgt 
auflosen: 


Substituirt  man  die  erhaltenen  Ausdriicke  fiir  x±  .  .  XQ  in  die  r  —  Q 
no  eh  tibrigen  Grleichnngen  des  gegebenen  Systems,  so  fallen  ans  diesen 
die  Variabeln  a^+i,  a^-f-g  .  .  xr  vollstandig  heraus,  und  man  erhalt 
r  —  p  Relationen  in  den  Variabeln  xr+  1  .  .  xn  allein.  Deinnach  konnen 
wir  sagen:  Verschwinden  in  der  Determinante  (14)  alle  Q  -f-  1-reihigen, 
nicht  aber  alle  ^-reihigen  Unterdeterminanten  vermoge  des  Systems 
(11),  dann  und  nur  dann  umfafst  das  r-gliedrige  Gleichungensystem 
(11)  r  —  Q  und  nicht  mehr  unabhangige  Grleichungen  in  den  Variabeln 

(15)  OV+l#r+2.  •#« 

allein.  M.  a.  W.:  Die  Variabeln  x^  .  .xr  lassen  sich  unter  den  ge- 
machten  Annahmen  aus  dem  System  (11)  eliminiren,  und  diese  Eli- 
mination liefert  genau  r  —  9  unabhangige  Grleichtmgen  in  den  Va- 
riabeln (15). 

42.  Das  r-gliedrige  Gleichungensystem 

(16)  g)^A..^)  =  0     (i=l,2..r) 

heilst  ,,aquivalent"  oder  ,,gleichledeutend"  mit  dem  System  (11),  wenn 
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jede  Grleichung  des  einen  Systems  erne  Folge  des  andern  ist;  und  um- 
gekehrt;  oder  anders  ausgedruckt :  wenn  jedes  Wertsystein  x?  eines  ge- 
wissen  Bereichs  (2);  das  dem  System  (11)  genugt;  aucb  die  Relationen 

(16)  befriedigt  und  umgekehrt.    Es  giebt  dann  oon~~r  Stellen  #,°,  an 
denen  beide  Gleichungensysteme  regular  sind.    Grestattet  dann  das  eine 
der  beiden  Systeme  eine  Auflosung  der  Form  (13),  so  gilt  dasselbe  von 
dein  andern?  und  beide  Auflosungen  sind  identisch. 

43.  Wir  werden  uns  in  diesen  Yorlesungen  haufig  einer  geo- 
metrischen  Ausdrucksweise1)  bedienen,  die  darauf  hinauskomint,  die 
Grrofsen  x±  .  .  xn  als  cartesische  Koordinaten  der  Punkte  eines  w-fach 
ausgedehnten  Raumes  zu  interpretiren.  Diesen  Raum  bezeiehnen  wir 
kurz  mit  En  oder;  wenn  notig,  mit  En(xlx^i .  .  #*).  Jedes  Wertsystem 
x±Q . .  xtlQ  definirt  einen  ^Punki"  P  desselben;  wir  spreehen  kurz  von 
dena  ;;Punkt  P(x^  . .  #»°)".  Den  Inbegriff  aller  n  —  r-fach  unendlich 
vielen  Wertsysteme  x/?  die  eineni  r-gliedrigen  Grleichungensystem  der 
Form  (11)  genugen,  nennen  wir  eine  ,7n  —  r-fach  ausgedelmte  Punld- 
mannigfaltigkeit  des  En"  und  bezeiehnen  sie  kurz  als  eine  ^ft—r;  ^ 
Zahl  n  —  r  heifst  die  ,jDimmsions0aJil"  der  Mannigfaltigkeit;  die  Glei- 
chungen  (11)  sind  ihre  ^DefinitionsgleicJmngen'^  Eine  pn—i  wird  auch 
als  eine  ,}Fladieee  des  R^  bezeichnet;  eine  solche  ist  demnach  durch 
eine  Gleichung 

(17)  (p(x:x2  ..xn)  =  Q 

definirt.  Eine  p±  heifst  eine  ,,Kurveu  des  Rn.  Sind  die  Relationen 
(11)  in  den  #/  ganzlinear?  so  wird  die  durch  sie  definirte  [in—r  eine 
xlinecure"  oder  ,,ebem  PunUmannigfaltigJieit",  im  Falle  r  ~  1  insbesondere 
eine  ,,Elene",  im  Falle  r  =  n  —  1  eine  ,,G-eradeu  des  Rn  genannt.  In 
Analogie  init  deni  Fall  n  =  3;  d.  h.  mit  dem  gewohnlichen  drei- 
dimensionalen  Raum;  bezeiehnen  wir  die  durch  die  n  —  1  Relationen 

Xl  =  07  . .  a?j_ !  =  0,  xt+i  =  0,  . .  xn  =  0 

definirte  Grerade  des  Rn  als  die  ;;^-Axe"  des  in  unserem  Raum  an- 
genommenen  Koordinatensystems. 

Wir  sagen;  ,,der  PunU  P(xiQ  , .  x^}  liegt  auf  der  tin-r"  die  durch 
(11)  definirt  1st,  wenn  das  Wertsystem  #,°  dein  System  (11)  geniigt. 
Verschwinden  nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  des  Schemas  (7)  an 
der  Stelle  x^  so  sagen  wir,  P  ist  ein  regularer  Punkt  unserer  pn— r- 

Ferner  sagen  wir:  ,,Eine  ^  ist  auf  einer  ^  (I  ^>  ft)  gelegen^  (oder: 
,jent}wdtentr)}  oder  auch:  die  ^  enthdlt  die  ^  wenn  jeder  Punkt  der 
pk  auch  auf  der  (ii  gelegen  ist;  m.  a.  W.  wenn  die  n  —  I  Defmitions- 


1)  Lie  I  Kap  6. 

4* 


52          Eap.  II.    Lineare  partielle  Different!  algleichungen  erster  Ordnung.        [44] 

gleiclmngen  der  pt  eine  Polge  von  den  n  —  k  Defmitionsgleichungen 
der  pi  sind. 

Zwei  aquivalente  y-gliedrige  Gfleichnngensysteme  definiren  (inner- 
lialb  eines  gewissen  Bereichs)  dieselbe  fin_r. 

44.  1st  P(xt  .  .  #w)  ein  regularer  Punkt  der  Punktmannigfaltigkeit 
(11),  so  giebt  es  %  —  r  —  1-fach  unendlich  viele,  zu  P  benachbarte 
und  gleiclifalls  auf  unserer  fiw_~  r  gelegene  Punkte  mit  den  Koordinaten 


entsprechend  den  oo"-^-1  Wertsystemen?  welche  sich  fiir  die  Verhalt- 
nisse  der  dx^  aus  den  Grleicliiingen 


ergeben.  Alle  diese  Naciibarpunkte  sind?  ebenso  wie  P  selbst;  auf  der 
ebenen  ^n_r  gelegen,  die  in  laufenden  Koordinaten  ^  .  ,  gw  dnrch  die 
r  linearen  Gleichungen 


dargestellt  wird.  Diese  ebene  fiM_7  bezeichnen  wir  daher  als  die 
,,Tangentid-iin-r'  der  Punktmannigfaltigkeit  (11)  im  Punkte  P.  Jede 
Ebene  des  En,  welche  die  Tangential-^w_r  im  Punkte  P  entlialt,  heifst 
eine  ,,T<wgmtialebeneu  der  Mannigfaltigkeit  (11)  im  Punkte  P.  Die 
allgemeinste  Tangentialebene  dieser  Mannigfaltigkeit  ist  sonach  durch. 
eine  Gleickung  der  Form 


dargestellt,  wo  die  I  willkurliclie  Grrofsen  bedeuten.  In  jedem  regularen 
Punkte  P  einer  jtn_r  giebt  es  demnach  n  —  -  r  —  1-fach  uneftdlich 
viele  Tangentialebenen.  Eine  Flache  (17)  besitzt  in  jedem  itrer  regu- 
laren Punkte  P(x±.  .  xn)  nur  eine  einzige  Tangentialebene: 


eine  Kurve  dagegen  %  —  2-fach  unendlicb.  viele  ;  die  alle  die  durck  P 
gehende  ebene  Tangential-^  enthalten.  Die  zuletzt  genannte  Gerade 
wird  auch.  kurz  die  ,,TcmgewteP  der  Kurve  im  Punkte  P  genannt;  sie 
ist  definirt  durch  die  n  —  1  Relationen 
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(18}  %i~xi  =  ^  -  ^  =  .  .  - 

^  *  ' 


dxn 


wenn  darin  die  Verhaltnisse  der  dxt  durch  ihre  aus  den  Gleichungen 

<Z/i  =  0,    .  .    dfn-i  =  0 

folgenden  Werte  ersetzt  werden. 

Unsere  Definitionen  stimmen  unter  der  Annahme  n  =  3,  also  fur 
den  Fall  des  gewohnlichen,  dreidimensionalen  Raumes  mit  den  be- 
kannten  Begriffen  ;,Tangentialebene  einer  Flache",  bezw.  ,;Tangente, 
Tangentialebene  einer  Raumkurve"  tiberein. 

45.  Giebt  es  eine  Stelle  xf  .  .  %n°,  an  der  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen 

(19)  yt  ==  <pi($iX2  ,.xn)        (i  =  1,  2  .  .  n) 

alle  regular  sind;  und  die  Funktionaldeterminante  derselben  niclit  ver- 
scliwindet^  und  bezeichnen  wir  die  Konstante  <pt(xi°  .  .  xn°}  mit  j/,°;  so 
lassen  sich.  die  Relationen  (19)  folgendermafsen  auflosen: 

(20)  xt  =  Tl>i(yiy$  ..yn)        (i  =  1,  2  .  *ri) 

die  tyt  sind  an  der  Stelle  y±  .  .  y^  regular  und  nehmen  daselbst  bez. 
die  Werte  x±  .  .  xnQ  an;  ihre  Funktionaldeterminante  ist  an  der  ge- 
nannten  Stelle  niclit  null. 

Ein  Gleiehungensystem  (19)  dieser  Art  lafst  sicli  auf  zwei  ver- 
schiedene  Weisen  auffassen. 

Einmal  konnen  wir  die  Gleichungen  (19)  als  die  Definitions- 
gleichungen  einer  Varidbelntransformation  deuten?  vermoge  deren  statt 
der  xt  die  neuen  unabhangigen  Yariabeln  y±  .  yn  eingefuhrt  werden; 
dabei  verwandelt  sick  vermoge  (19)  (nach  Art.  38,  6))  jede  an  der 
Stelle  x^  .  .  x£  regulare  Funktion  der  x£  in  eine  an  der  Stelle  y^  .  .  ynQ 
regulare  Funktion  der  y^  umgekehrt  geht  vermoge  (20)  jede  Funktion 
der  letzteren  Art  in  eine  der  ersteren  Art  tiber;  oder  geometriscL.  aus- 
gedriickt:  Die  Gleichungen  (19)  oder  (20)  vermitteln  eine  Abbildung 
des  Raumes  JS»(#i  .  .  #»)  auf  einen  Raiim  En(y±y^  .  .  yn},  derart;  dafs 
jedem  Punkt  P  von  Rn  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  ein  und  nur 
ein  Punkt  P'  von  BA'  zugewiesen  ist  und  umgekehrt;  lei  dieser  Ab- 
Uldung  entspricht  dann  jeder  ^k}  auf  welcher  P(xf  .  .  x£}  ein  regular  er 
PunJct  ist,  eine  ^  des  En  mit  dem  reguUren  PunM  y:°  .  .  yn°,  und  urn- 
gekekrt. 

In  der  That,  ist  die  ^  im  Raume  En,  durch  die  Gleichungen 

(21)  Fifaxi  ..%n}  =  0        (i  =  l,2..n  —  fy 

definirt^    und    geht    F,;t    vermoge  unserer  Variabelntransformation    in 
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&<(yi  ••»«)  uber,  so  sind  die  **'  an  der  Stelle  y^-y^  regular  und 
gleich  null,  und  man  hat  vermoge  (20)  identisch: 


_. 

2  a', 


(22) 


Darnach  entsteht  die  Matrix 
SF, 

OX, 


i  =  1  . .  n  —  X; ;  Z  =  1  . . 


durch  zeilenweise  Komposition  der  folgenden  beiden: 


(23) 


(24) 


1.. 


also  1st  jede  n  —  ft-reihige  Determinante  von  (22)  gleich  einer  Suinrne 
von  Produkten  aus  je  einer  n  —  7^-reihigen  Determinante  von  (24)  in 
eine  n  —  fc-reihige  Determinante  von  (23);  die  Deterininanten  der 
letztern  Art  konnen  mithin  an  der  Stelle  y^  . .  y^  nicht  alle  null  sein, 
da  sonst  in  der  Matrix  (22)  an  der  Stelle  x^ . .  x^  alle  n  —  Z;-reihigen 
Determinanten  versohwanden.  Die  Umkehrung  unserer  Behauptung 
wird  ebenso  bewiesen.  Das  vorstehende  Eesultat  lafst  sick  offenbar 
aucli  so  formuliren: 

?;Sind  die  n  Punktionen  (pt(x1  . .  #n)  an  der  Stelle  x^  . .  xf?  regular, 
und  nehinen  sie  daselbst  bez.  die  Werte  yi  an,  ist  ferner  iBre  Funktional- 
determinante  an  der  genannten  Stelle  nicht  null,  so  verwandelt  sich 
das  n  —  /s-gliedrige  Gleiclmngensystem 

&*(!!&  •  •  y»)  =  °        (i  =  1,  2  . .  n  —  Z;) 

vermoge  der  Substitution  y^  =  <p&  dann  und  nur  dann  in  ein  Glei- 
cliungensystem  in  den  x^  das  an  der  Stelle  x±  . .  x£  regular  ist,  wenn 
es  selber  an  der  Stelle  y£  .  .y£  regular  ist." 

Deuten  wir  andrerseits  die  y± . .  yn  als  Koordinaten  eines  Punktes 
in  dem  Eaume  Sn(x1  . .  xn)  bezogen  auf  das  urspriingliclie  Koordinaten- 
system;  so  liefern  uns  die  Grleichungen  (19)  eine  PunJittransformation 
des  Rauraes  En,  bei  der  jeder  Punkt  P(x^  . .  #M)  in  der  Urngebung 
von  x±  * .  o?»°  in  einen  Punkt  y^ . .  yn  dessellen  Kawnes,  ebenso  jede 
(in—r  niit  dem  regularen  Punkt  x±Q . .  xn°  in  eine  andere  ftw_r  mit  dem 
regularen  Punkt  y^  . .  y^  transformirt  wird. 

Wir  werden  bald  der  einen,  bald  der  andern  dieser  beiden  Auf- 
fassungsweisen  den  Vorzug  geben. 

Die  Begriffe  ?,Punktionensystem,  Gleichungensystem,  Variabeln- 
transformation"  etc.  sollen  ktinftig  immer  in  der  Bedeutung  gebraucht 
werden,  die  wir  in  diesem  §  auseinandergesetzt  haben.  Urn  jedoch  die 
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DurcMBhrung  der  Beweise  und  den  Wortlaut  der  Eesultate  nicht  allzu 
schwerfallig  zu  gestalten,  wollen  wir  uns  meist  einer  aucli  sonst  fiblichen 
freieren  Ausdrucksweise  bedienen  und  die  Foramlirung  der  funktionen- 
theoretischen  Einsclirankungen.,  unter  denen  die  genannten  Begriffe 
nach  den  Bntwickelungen  dieses  §  zu  handhaben  sind,  vielfach  dem 
Leser  iiberlassen. 

§  2.    Lineare  partielle  Differentialgleiclrangen  erster  Ordnung, 

46.   Unter  einem  ^Integral''  (einer  ,,Losuii@")  der  linearen  homo- 
genen  partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  al(x1  -  -O  j^  +  a%  (xl  •  -  a?n)  ~£  H  ----  \-  alt(^  •  -^)  ^  =  0 

versteht  man  bekanntlicii  jede  Funktion  /'  der  unabhangigen  Variabeln 
x1  .  .  xn}   die   die    GrleicKung   (1)   identiscli   erflillt.     Wir   setzen  nun 
folgendes  Theorem1)  als  bekannt  voraus: 
Bind  alle  Funlitionen 

*,(*&..  xn) 

—  -.  -  r     (i  =  1.  '2  .  .  n  —  1) 
an(x^  •  .  xn)      ^  >  J 

an  der  Stelle  x^x£  .  .  xn°  regidar,  so  bcsitet  die  linear  e  partielle  Differential- 
gleiclmny  (1)  ein  und  nur  ein  Integral  co^,  das  an  der  genannten  Stelle 
ebenfalls  regular  ist  und  sicli  fur  xn  =  x®  auf  Xk  reditgirt,  also  folgende 
Form  lesitet: 

(2)  ok  ~^  xk  +  (xn  —  ^°)?*(^i  —  %°;  ^  —  #2°  •  •  ®»  —  #«°)' 
Die  n  —  1  Funktionen 

01;    K>2  .  .  G)n—l 

sind  offenbar  unabhangig  und  werden  »die  Hauptintegrale  der  Gleicliung 
(1)  MnsicMUefi  xn  =  xnou  genannt 
Es  gelten  die  Identitaten: 


(3) 

Eliminirt  man  hieraus  und  aus  (1)  die  as,  so  folgt: 

(la) 


X<£  .  .  Xn  —  1  j 

d.  h.  jede   andere   Losung   yon   (1)   ist   eine   Funktion   der   to/  allein 
(Art.  39).    Da  nun  die  Funktion  cp(co±.  .  an-i)  an  der  Stelle  x£  .  .  xf 

1)  Uber  die  Satze,  die  in  diesem  nnd  clem  vorigen  §  ohne  Beweise  gegeben 
•werden  vgl.  die  LekrMeher  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
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regular  ist,  wenn  dies  von  der  Funktion  (p(x1  . .  #»_i)  gilt  (Art.  38, 
Satz  6));  so  folgt  sofort: 

SM  die  Quotienten  —  an  der  Stelle  XLQ  . ,  xn°  die  regular,  so  l)e- 

an 

sitet  die  Gleicliung  (1)  eine  und  nur  eine,  an  dieser  Stelle  regulare 
Losung,  die  sieh  vennoge  xn  =  xu°  auf  die  'willhiirlkli  vorgeschriebene 
Funldion  <p(%i%%  •  •  ^~i)  redusirt,  vorausgesetet,  dafs  9  an  der  Stelle 
#1°  •  •  xn-i  ebenfalls  regular  ist.  Die  genannte  Losung  hat  die  Form: 

Wir  bezeicknen  dieselbe  als  das  ;;allgemeine  Integral"  der  gegebenen 
Gleickung. 

Irgend  n  —  1  Funktionen  der  Form 

sind  offenbar  nur  dann  kinsicktlick  der  x  unabkangig;  wenn  sie  es 
kinsicktlick  der  cot  sind.  Man  kat  nun: 


und  hieraus,  nacb.  dem  Satze  liber  die  Komposition  der  Determinanten1) 


Die  Hauptintegrale  01  sind  nun  hinsichtlicli  der  Variabeln  XL  .  .  xn~.i 

a 
unabhangig.    Da  ferner  die  Quotienten  —  nach  Art.  38;  5  an  der  Stelle 

fi 

x^  .  .  x^  regular  sind;  wenn  alle  at  es  sind;  und  an(x®x%*  .  .  x^)  nicht 
verschwindet,  so  gilt  der  Satz: 

»Sind  alle  Koeffisienten  der  Gleichung  (1)  an  der  Stelle  x^  .  .  x* 
regular,  und  verscJnvindet  an  daselbst  nicht,  so  sind  irgend  n  —  1  mi- 
alhangige,  an  der  Stelle  x?  regulare  Losungen  der  Gleiehuny  (1)  ins- 
lesondere  hinsichtlieh  der  Variabeln  x±x^  .  .  xn-i  unabhangig." 

47.  Es  seien  jetzt  irgend  n  —  1  unabhangige,  an  der  Stelle  x? 
regulare  Integrale  /i/2  .  .  fn^l  von  (1)  gegeben;  sie  liaben  dann;  wie 
wir  wissen;  die  Form  (4);  ersetzt  man  darin  xn  durch  xn°9  so  ver- 
wandeln  sick  die  Funktionen  (4)  in  die  folgenden 

yifa  .  .  #a_i)        (i  =  1  .  .  n  —  1). 
Man  kat  daker  identisck: 


1)  Vgl.  die  Anm.  pag.  42. 
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Die   Form   der  Funktionen    9^   ist   also   bekannt,   uncl   es  gelteu   die 
Identitaten: 

f](xL .  .  #n__i,  xn}  EE  £(<»!  . .  on_i,  xn°]     (i  =  1  . .  n  —  1). 

Demnach  hat  man  den  Satz: 

Sind  fif%  -  •  fn—i  irgend  n  —  1  unabliangige,  an  der  Stelle  x®  . .  xn® 
regular e  Losungen  von  (1),  uncl  ledeutet 

{9)  X-^  X%   .  .  Xn  Xn 

em  der  Umgebwng  jener  Stelle  angeJwrendes  Wertsystem,  fur  das^an  nicJit 
versclitvindet  (Art.  38;  3),  so  lassen  sidi  die  Gleiclmngen 

(6) 


*/-«<    (»  =  1.. »-l) 

auflosen.     Die  recliten  Seiten  dieser  Auflosimg  sind  die  Hauptintegrale 
hinsichtlich  xn  ==  xnQ" 

Die  Gleichung  (1)  lafst  sich  offenbar  in  der  Form 

^i    8/2        3/»—i     of 


/f<      f> 

(7)       m  •  • ;- 


[/•£    .   .   i<yre  —  1 


8  ft    2 


=  0 


schreiben,  d.  h.  ai  ist  der  mit  (—  1)*  multiplizirten  n  —  1-reihigen 
Determinante  proportional,  die  aus  der  eben  hingesekriebenen  durch 
Streichung  der  i-ten  Zeile  und  letzten  Spalte  entsteht;  daraus  folgt 
wiederum  der  Schlufssatz  des  vor.  Art. 

48.  Die  Grleichungen  (6)  konnen  anch.  in  der  Form: 


(8)  ^  = 

(fc  —  1  .  .  w  —  1) 

aufgelost  werden.  Die  rechten  Seiten  entstehen  aus  den  rechten  Seiten 
von  (2)  dadnrch,  dafs  man  die  Variabeln  x±  .  .  xn  bez.  mit  den  Grofsen 
(5)  vertansclit;  denn  das  System  (6)  ist  in  Bezug  auf  diese  zwei 
Variabelngruppen  symmetrisck  Die  durct.  (8)  definirten  Fnnbtionen 
XL  .  .  xn-i  der  unabhangigen  Variabeln  xn  reduziren  sich  vermoge 
xn  =  Xn  auf  die  vorgesckriebenen  Konstanten  x±  .  .  #w—i  iind  erfiillen 
das  sinmltane  System  gewohnlicher  Differentialgleichimgen 
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identisch  fiir  alle  Werte  von  xn  und  der  Konstanten  #/  .  .  #«_i,  sincl 
also  die  allgemeinsten,  an  der  Stelle  xnQ  regularen  Integralfunktionen 
dieses  Systems.  Denn  werden  die  Ausdriicke  (8)  in  (6)  eingesetzt, 
und  die  so  erhaltenen  Identitaten  nach  xn  differentiirt,  so  folgen  aus 
den  entstehenden  Grleichungen 


nach  dein;  was  am  Schlufs  des  yor.  Art.  liber  die  a/  beinerkt  wurde, 
oline  weiteres  die  Relationen  (9),  Aus  der  Theorie  der  gewohnlichen 
Differentialgleiciiungen  ist  liberdies  bekannt,  clafs  das  simultane  System 
(9),  falls  seine  rechten  Seiten  an  der  Stelle  (5)  regular  sind,  nur  tin 
einziges  System  von  Integralfunktionen  x1.,xrl-i  besitzt^  die  an  der 
Stelle  xn°  regular  sind  und  daselbst  die  vorgeschriebenen  Werte  x±  ..  x'n—i 
anneliiaen.  Die  Grleichungen  (6)  konnen  wir  auch.  in  der  Form 

(11)  f((x^  .  .  xn}  =  a        (i  =  1,  2  .  .  n  —  1) 

sclireiben;  wo  die  (7;  arbitrare  Konstante  bedeuten;  sie  werden  als 
die  ,}attgeminen  Integmlgleiclmngen",  die  f,  selbst  als  ,,Integralef'  des 
simultanen  Systems  (9)  bezeiclinet.  Kennt  man  von  dem  letzteren  alle 
an  der  Stelle  xnQ  regularen  Integralfunktionen,  oder  auch  die  allge- 
nieinen  Integralgleichungen,  so  kennt  man  auch.  alle  an  der  Stelle 
x^..Xn  regularen  Losungen  von  (1),  und  umgekelirt.  Die  beiden 
Integrationsprobleme  (1)  und  (9)  sind  also  vollkornmen  equivalent; 
wir  wollen  (9)  das  zu  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
j$ehorige"  oder  ,,adjungirte"  simultane  System  nennen. 

49.  Die  Eonstanten  x^  .  .  #w°  und  die  Funktionen  MI  seien  wie  in 
Art.  46  definirt.    Wenn  dann  in  dem  r-gliedrigen  Gleichungensystem 

(12)  G3i  =  <pi(cdr+ly  (Dr+a  .  .  G>n_i)     (i  =  1;  2  .  .  r  ;  r  <  n  —  1) 

die  rechten  Seiten  an  der  Stelle  co,h  =  #°  regular  sind  und  bez, 
die  Werte  x^  .  .  xrQ  annelimen;  so  lassen  sich  die  Grleichungen  (12),  wie 
leicht  ersiehtlicli;  folgendermafsen  auflosen: 

(13)  Xi  =  |/( 


wobei  die  g.  an  der  Stelle  #°  ,  x  .  .  regular  sind  und  vermoge  xn  =  x£ 
bez.  in  die  Funktionen  9^+1  .  .o?»_i)  ubergehen.  Wir  behaupten; 
dafs  die  linken  Seiten  der  Grleichungen: 


1)  Jaeobi  I  Baud  4,  p.  7ff. 
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vennoge  (13)  verschwinden.  Substituiren  wir  namlich  die  Ausdriicke 
(13)  in  (12),  und  differentiiren  die  erhaltenen  Identitaten  nach  xr+rt) 
so  folgt: 


Multipliziren  wir  diese  Grleichung  mit  ar+h  und  summiren  wir  nach  h 
von  1  bis  n  —  r,  so  erhalt  man  mit  Eiicksicht  auf  (3)  nacli  kurzer 
Rechnung  : 


worin  Si  die  linke  Seite  der  Grleichung  (14)  bedeutet.     Da  aber  die 
Determinante 

d  ((Of  —  Cp(} 


8xk 


(i,  Jc  =  1  . .  r) 


vermoge  (13)  nicht  null  ist,  so  verschwinden  in  der  That  alle  Si  ver- 
moge (13).  Die  r  Funktionen  (13)  werden  daher  als  wlntegralfunktionen^ 
oder  anch  als  7;ein  Integral"  des  simultanen  Systems  (14)  partieller 
Differentialgleichungen  bezeichnet.  Darin  sind  die  xl .  .  xr  als  un- 
bekannte  Funktionen,  die  xr+ixr+*  •  •  ^  Independente  zu  betrachten. 
Umgekehrt;  verschwinden  die  &  vermoge  (13),  sind  ferner  die  g, 
an  .der  Stelle  xP  ,  l  . .  regular  und  nehmen  sie  daselbst  bez.  die  Werte 
a^0 .  .  x?  an,  so  konnen  wir  in  das  Grleichungen system  (13)  statt 
x1  .  .  %n—i  die  neuen  Variabeln  c?1  . .  &n~-i  einfiihren,  und  erhalten  so; 
wie  man  leicht  erkennt,  Relationen  der  Form 

o>;  =  g)i(a>r+i  -  .  fi>»-:t,  a?«)         (i  =  1  •  •  r) 

worin  die  y>.  an  der  Stelle  ^ ,  1  . .  ^w0  regular  sind.  Diese  Gleichungen 
reduziren  sich  vermoge  (13)  auf  Identitaten,  durch  deren  Differentiation 
nach  xr^.i . .  xn  man  erhalt: 


(h  =  1,  2  . .  n  —  r  —  1) 
<?«„ 


Multipliziren  wir  diese  Grleichungen  bez.  mit  ar-f-i-  •  ^  und  summiren 
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sie,  so  folgt  wegen  (3)  and  mit  Riicksicht  daranf,  dafs  alle  Sa  null  sind: 


Da  an  vermoge  (13)  nicht  null  ist;  so  sind  die  <pL  von  xn  frei,  d.  h. 
die  betrachteten  Integralfunktionen  (13)  sind  durch  ein  Grleiclrangen- 
system  (12)  definirt. 

Damit  ist  gezeigt: 

,,Ist  x^  .  .  %n  eine  Stelle,  an  der  alle  Funlitionen  a1  .  .  an  regular 
sind  und  an  nicJit  versclwvindet,  'bedeuten  ferner 

<pt(xr+i,  xf+*  •  .  %n-i)     (i  =  l,2..r-,  r<n  —  1) 

arbitrare  FunJdionen,  die  an  der  Stelle  x®  ,  1  .  .  regular  sind  und  daselbst 
leg.  die  Werte  x±  .  .  xr°  mnelimen,  so  "besitzen  die  simultanen  linearen 
partiellen  DifferentialgleicJiungen  (14)  ein  und  nur  ein  System  von  Integral- 
funldionen  (13),  die  an  der  Stelle  x®  ,  t  .  .  regular  sind  und  vermoge 
xn  =  xnQ  te0.  in  die  vorgeschriebenen  Funktionen  cp^  .  .  cpr  ilbergelien; 
diese  Integralfunktionen  sind  durdi  das  Gleiclmngensystem  (12)  definirt, 
ivenn  die  (Dt  die  Hauptintegrale  von  (1)  liinsiditlicli  xn  =  %n°  bedeuten" 

Fur  r  =  1  folgt  insbesondere: 

,}Ist  die  Stelle  x?  ^vie  vorMn  definirty  ~bedewtet  ferner 


eine  an  dieser  Stelle  regulare  Funktion}  die  daselbst  den  Wert  %°  hat, 
so  'besitst  die  niclit  liomogene,  lineare  partielle  Differentialgleicfaing  1.  Ordnung 

,    N  doc*  dx-,  Sx1 

(15)  a,  ~~  +  a*  ^  H  ----  U  o»  Q-i  —  a,  =  0 

v     J  *  ox2    '      *  ox%    '          '      n  dxn          1 

eine  imd  nur  eine  an  der  Stelle  x%°  .  .  xn°  regulare  Integralfunldion  xt) 
die  sich  vermoge  xn  =  x*  auf  die  vorgescliriebene  Funltiion  cp  reduzirt" 

Die  Integration  eines  jeden  Systems  partieller  Differentialgleicliungen 
von  der  Form  (14),  sowie  jeder  niclit  homogenen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (15)  Jcommt  darnaA  auf  die  Integration  eines  simul- 
tanen Systems  (9)  gewolinlidier  Differentialgleichungen  Mnaus. 

50,  Sind  f1..fn^l  irgend  n  —  1,  an  der  Stelle  o?1°  .  .  a?»°  regulare 
Losungen  yon  (1);  die  an  dieser  Stelle  bez.  die  Werte 

(16)  f°f°      f° 

^    /  /i  /2  •  •/«—i 

besitzen,  so  konnen  wir  annelimen  (Art.  38;  3))  dafs  die  Funktional- 
determmante 

(17) 
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an  der  genannten  Stelle  nicht  null  sei.  1st  dann  das  r-gliedrige 
Gleichungensystem 

(18)  ^,(/i/3--/;-i)  =  0        (*  =  l..r) 

an  der  Stelle  (16)  regular  und  nacli  f± .  ,  fr  auf  losbar,  im  ubrigen  be- 
liebig,  so  sind  auch  durch  die  Relationen  (18)  die  allgemeinsten,  an 
der  Stelle  x^ . .  x£  regularen  Integralfunktionen  von  (14)  definirt.  Die 
Gleichungen  (18)  heifsen  daher  die  allgemeinen  Integralgleicliungen 
yon  (14);  so  folgt  z.  B.  ftir  r  =  17  dafs  die  allgeineine  Integralgleichung 
der  partiellen  Differentialgleiclaung  (15)  durch: 

$  (££..  /;_!)  =  o 

dargestellt  wird.  Die  Annahme  r  —  n  —  1  fuhrt  auf  den  Satz  des 
Art.  48  zuruek;  wonach  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen  Systems  (9)  die  Form  (11)  haben. 

Wir  wollen  r  Funktionen  (13)  nur  dann  ein  Integral  von  (14) 
nennen?  wenn  eine  Stelle  x±° .  .  x£  existirt,  an  der  die  Gleichungen 
(13)  und  alle  a,  regular  sind.  Sind  an  dieser  Stelle  nicht  alle  af  null, 
so  konnen  wir?  wie  leicht  ersichtlich;  immer  anneh.men;  dafs  an  daselbst 
nicht  verscliwindet.  Aufser  den  Integrates,  die  nacli  der  Mefhode  des 
vor.  Art.  erhalten  werden,  Jconnen  also  nur  nock  Integrate  (13)  von 
soldier  Art  existiren,  dafs  alle  a;  v&nnoge  (13)  verschwinden. 

51.  Von  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  seien  r  unab- 
hangige  Losungen  f± .  ,  fr  von  vornherein  bekannt;  wir  konnen  dann 
annelimen?  dafs  an  der  (wie  bisher  definirten)  Stelle  #,°  die  Determinante 
(17)  niclit  verschwinde. 

Fulirt  man  jetzt  in  die  Gleiclmng  (1)  mittels  der  Form  ein: 

y,  =  f,(x^  .  .  ^);  xk  =  xk         (i  =  1  . .  r;  J  =  r  +  1  . .  ri) 
die  neuen  Variabeln  y^  ..yrxr+i..%n  ein;  und  beachtet  die  Identitaten 


so  erhalt  unsere  Gleichung  (1)  folgende  Form: 

n — r 

(19)  y}  Qr+k(yi . .  yrxr+i . .  xn}  Jf-  =  0. 

x        '  jimml  '       v  (7^   IT. 


1 

Der  Koeffizient  pr+^  entsteht  durch  die  obige  Yariabelntransformation 
aus  ar  ,  h,  ist  also  an  der  Stelle  ff  . .  frQ^+1  -  •  #n°  regular;  die  Funktion 
Qn  ist  daselbst  nicht  null.  Bei  der  Integration  von  (19)  sind  die  yf, 
als  Konstante  zu  behandeln;  die  n  —  r  —  1  unabhangigen  Losungen 
von  (19)  liefern,  wenn  man  darin  die  yi  durch  die  fi  ersetzt;  die  noch 
fehlenden  Losungen  von  (1). 
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Die  Bestimraung  einer  niclifc  konstanten  Losimg  einer  linearen 
homogenen  Gleichung  (1)  mit  n  Independenten  werde  eine  ^Operation 
der  Ordnung  n  —  1"  oder  kiirzer  eine  ;;0peration  n  —  1"  genannt 
Indern  man  dann  das  obige  Resultat  auf  den  Fall  r  =  1  anwendet. 
folgt:  Die  Integration  von  (1),  d.  h.  die  Ermittelung  von  n  —  1  undb- 
Mngigen  Losungen  dieser  Gleichung,  erfordert  je  eine  Operation  n  —  -  1, 
n  —  2,  .  .  3,  2;  1.  Sind  r  Integrals  schon  bekannt  (verschwinden  z.  B, 
r  von  den  Koeffizienten  a,  identisch),  so  erfordert  die  Integration  von 
(1)  die  Operation  en  n  —  r  —  1,  n  —  r  —  2;  .  .  2;  1. 

52.  1st  die  Grleichung  (1)  integrirt;  so  erfordert  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung: 


worin  t  eine  n  +  lte  Independente  bedeutet;  nur  noch  eine  Quadratur. 
In  der  That,  wendet  man  die  Transformation  der  vor.  N"r.  nnter  der 
Annahme  r  =  n  —  1  an,  so  erhalt  (20)  die  Form 


-  p»-is»)       =  0- 
Bezeichnet  man  mit  &(x±x%  .  .  xn}  die  Funktion;  die  aus  dem  Integral 


hervorgelit,  wenn  man  nach  ausgefuhrter  Integration  die  Konstanten  y, 
wieder  durch  die  ft  ersetzt;  so  bilden  £  .  ./»«i;  &  —  t  ein  System  von 
n  unabhangigen  Losungen  der  Gleichung  (20).  Da  Qn  nach  der  vor. 
Nr.  an  der  Stelle  ff  .  ./'M0__1^0  regular  und  nicLt  null  ist,  so  ist  1  :pw 
daselbst  regular  (Art.  38,  5),  das  Integral  (21)  hat  also  einen  eindeutig 
bestimmten  Sinn?  wenn  der  Integrationsweg  ganz  innerhalb  des  Kon- 
vergenzbezirks  der  Potenzreihe  fur  1  :  ynj  im  librigen  beliebig  gewahlt 
wird?  und  <fl  ist  an  der  Stelle  x*  .  .  xn°  regular.  Bedeutet  x^x^  .  .  xn' 
ein  Wertsystem,  das  der  Umgebung  dieser  Stelle  angehort  und  fiir 
welches  nicht  alle  at  null  sind;  so  kann  man  die  Grleiehungen: 


folgendermafsen  auflosen: 
(23)         x/  =  xl  +  t^f(x 
oder  auch  so: 
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(24)  x;  =  x;  —  t$t(x{  —  x*..xj;  —  x1?,  —  t)    (i=l..«) 

wobei  die  S|3/  beidemale  dieselbe  Bedeutung  haben.  Die  Gleichungen 
(23)  schreiben  wir  so: 

(23  a)  x±  =  \(x^  .  .  xnf);  .  .  xn'  =  ha(xL  .  .  xn,  i); 

ihre  rechten  Seiten  sind  die  Hauptintegrale  der  Gleichung  (20)  hin- 
siehtlich  t  =  0.  Die  Existenz  dieser  Hauptintegrale  steht  nach  Art.  46 
a  priori  fest;  dafs  sich  die  Relationen  (22)  nacla  den  xi  und  nach  den 
xtf  auflosen  lassen,  ergiebt  sich;  wenn  man  den  Schlufssatz  des  Art.  4G 
auf  die  Gleichung  (20)  anwendet;  nnd  beachtet,  dafs  der  Koeffizient 

von  J-  gleich  tins  ist. 

Die  Gleichungen  (24)  definiren  diejenigen  an  der  Stelle  t  =  0 
regularen  Funktionen  von  t,  die  dem  simultanen  System 

(25)  T/  =  a,  (x&  .  .  xn)        (i  =  1  .  .  w) 

genugen  nnd  sich  vermoge  t  =  0  bezw.  auf  die  vorgeschriebenen  Kon- 
stanten  x±  .  .  xnr  reduziren. 

Die  Methode;  durch  die  wir  im  Vorstehenden  die  Hauptintegrale 
\  .  .  Jin  erhielten;  ist  natiirlich  mutatis  mutandis  auch  anwendbar;  wenn 
zwar  nicht  an>  aber  irgend  ein  anderer  Koeffizient  a,  an  der  Stelle 
#/  .  .  Xn  von  null  verschieden  ist?  und  wird  nur  dann  hinfallig,  wenn 
alle  at  daselbst  verschwinden,  ohne  dafs  jedoch  in  diesem  Palle  die 
Hauptintegrale  lii  selber?  oder  die  Gleichungen  (24)  zu  existiren  auf- 
horten.  Ersetzt  man  unter  der  soeben  gemachten  Annahine  die  xf 
durch  xf,  so  verschwinden  die  Potenzreihen  9$,,  die  auf  den  rechten 
Seiten  von  (24)  auftreten;  fur  jedes  beliebige  t\  letzteres  findet  auch 
statt;  wenn  die  Stelle  x?  wie  in  Art.  46  definirt  ist,  aber  a?/  .  .  X*  ein 
der  Umgebung  dieser  Stelle  angehorendes  Wertsystem  bedeutet?  fur 
das  alle  af  null  sind.  Denn  die  durci  (24)  definirten  Funktionen 
x1  .  .  xn  erfullen  das  System  (25)-,  man  hat  also: 

,  da. 

=  0: 


d.  L  die  Funktionen  (24)  reduziren  sich  dann  und  nur  dann  auf  die 
Konstanten  x^  wenn  letztere  die  n  Relationen  ai  —  0  4  befriedigen. 

53.  Urn  die  bisherigen  Eesultate  dieses  §  nach  Art,  43  geometrisch 
zu  interpretiren1),  nennen  wir  den  Punkt  ?(#/..#»')  einen  ,9Purikt 
allgemeiner  Lage"  des  Raums  Bn,  wenn  an  der  Stelle  #/  .  .  x*  alle 


1)  Lie  I  Kap.  C. 
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Koeffizienten  a/  regular  sind,  aber  nicht  alle  verschwinden.  1st  P(x^..oc,[) 
em  soldier  Punkt,  so  definiren  die  Gleichungen  (24),  entsprechend  den 
oo1  Werten  des  Parameters  t,  einfach  unendlich  yiele  Punkte;  d.  h. 
also  eine  Kurve  des  Bn,  die  den  Punkt  #/  .  .  #/  enthalt.  Die  n  —  1 
Definitionsgleichungen  dieser  Kurve  konnen  auch  in  der  Form 

(26)  ft(x^..xn}  =/;•«..  Xn]    (*=l,2,..n  —  1) 
geschrieben  werden.    Demnach  definiren  die  Relationen 

(27)  ft(x^..xn}  =  Cl 

wenn  man  nnter  den  d  arbitrare  Konstante  versteht,  eine  »Zer~legung 
des  Baums  Hnu  in.  n  —  1-fach.  unendlich.  viele  Kurven  derart,  dafs 
durch  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  eine  mid  nur  eine  dieser  Kurven 
hindurcligelit.  Wir  bezeichnen  diese  oo7*—1  Kurven  als  die  9}cJiaraJ{- 
teristisclien  l&irven"  oder  kurz  als  die  ^Cliarakteristiken"  der  linearen 
lioinogenen  partiellen  Differ  entialgleichung  (1)  oder  aucli  der  niclit 
hoinogenen  Grleidmng  (15).  Mitunter  bezeiehnen  wir  sie  aueli  als  die 
^Integralhirven"  des  zugehorigen  simultanen  Systems  (9).  Stellt  die 
Grleichung 

(28)  ^  =  |(^..^) 

eine  Integralfunktion  xl  von  (15)  dar;  so  nennen  wir  die  durch.  (28) 
definirte  Flache  des  En  eine  IntegralflacJie  der  Gleichung  (15)  oder 
(1).  Wenn  wir  von  dem  Falle  absehen;  dafs  alle  at  vermoge  (28) 
verscliwinden1,  so  konnen  wir  nach.  Art.  49  behaupten:  Jede  Integral- 
flache  von  (1)  enthalt  n  —  2-fach  unendlich.  viele  Charakteristiken 
oder  3?wird  von  oow~2  Charakteristiken  erzeugt";  m.  a.  W.:  enthalt 
eine  Integralflache  den  Punkt  allgemeiner  Lage  P(x±  .  .  ^/)  ;  so  ent- 
halt sie  die  gauze  durch  P  gehende  charakteristische  Kurve?  oder  end- 
lichi:  Man  gewinnt  die  allgemeinste  Integralflache,  indem  man  aus  den 
n  —  1-fach.  unendlich  vielen  Charakteristiken  irgend  oow~2  nach  einern 
willkiirliclien  Gesetz  herausgreift.  Dies  ist  der  geometrische  Ausdruck 
der  Thatsache,  dafs  die  Gleichung  jeder  Integraljflache  die  Form 


erhalten  kann. 

Eine  Punkt  -fi»_.r;  die  durch  r  Kelationen  der  Form  (18)  definirt 
wird?  heifse  eine  »charMeristische  (in-r"  der  Gleichung  (1)  oder  (15), 
oder  auch  eine  )9Integralriin^.rtt  des  simultanen  Systems  partieller 
Differentialgleichungen  (14).  Jede  solche  Mannigfaltigkeit  ist  darnach 
von  Go"-*11-1  Charakteristiken  erzeugt1). 

1)  Lie  IV  516, 
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Wahlt  man  eine  ^_2  des  Raums  R,t  beliebig,  doch  so;  dais  sie 
oow~2  Punkte  allgeineiner  Lage  enthalt,  und  bestimrnt  man  alle  Cha- 
rakteristiken,  die  bezw.  durch.  die  Punkte  dieser  pn_3  hindurchgehn, 
so  erzeugen  diese  oow~2  Kurven  die  allgemeinste  Integralflache  YOU 
(1);  die  beliebig  gewahlte  Ausgangs-^—s  darf  natiirlich  keine  charak- 
teristisclie  tin—z  sein,  da  wir  sonst  durch.  das  geschilderte  Verfahren 
nur  oow~3  charakteristische  Kurven  erhielten,  und  auf  die  ^w_2  zuriick- 
kamen.  1st  die  Ausgangs-^_2  durch  die  beiden  Gleichungen 

(29)  g>«a*'  •  •  x*}  =  0;  ^«;  xj  .  .  Xn]  =  0 

gegeben,  so  erhalt  man  die  Grleichung  der  durch  sie  bestimmten  Inte- 
gralflache  durch  Elimination  der  xl  aus  den  n  +  1  Gleichungen 
(26)  (29). 

Wahlt  man  z.  B.  als  Ausgangs-^__2  die  folgende: 

Xn   ==  Xn  ^   ^j[    ~-L-  Q''  V   2  ^8    '  '  ^n  —  I/; 

so  gelangt  man  zu  der  im  voiietzten  Satz  des  Art.  49  defmirten 
Integralflache. 

54.  Wir  bezeichnen  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (24)  zur 
Abkiirzung  mit  Ft(x^  .  .  xn'  ,  t)  und  vertauschen  die  beiden  Variabeln- 
gruppen  x  und  #';  die  so  gewonnenen  Gleichungen 

(30)  a?/  =  Ft(x&  .  .  xn£)        (i  =  1,  2  .  !  n) 

definiren,  den  oo1  Werten  yon  t  entsprecliead,  eine  Schar  von  einfach 
unendlich  vielen  Punkttransformationen  (Art.  45).  Die  Funktionen  F(l 
sind  offenbar  nichts  anderes  als  die  Hauptintegrale  der  partiellen 
Differentialgleichung 


hinsichtlich.  ^==0;  sie  entstehen  namlich.  aus  den  rechten  Seiten  von 
(23)  ;  wenn  man  t  durch  —  t  ersetzt;  ferner  sind  die  Funktionen  FI9 
wenn  man  darin  x±  .  .  xn  als  Konstante  betrachtet,  diejenigen  Integral- 
funktionen  des  simultanen  Systems 

dx' 

-j~  =  a,t(XiXs  .  .  %n}      (i  =  1,  2  .  .  ri) 

die  sich  fur  t  ===  0  auf  x±  .  .  xn  reduziren.  Es  sei  t  ein  bestiinmter 
numerischer  Wert;  dann  wird  vermoge  (30)  der  Punkt  allgemeiner 
Lage  P  (#!..#»)  in  den  Punkt  Pf(x^  .  .  a?«')  der  durch  P  gehenden 
Charakteristik  iibergefiihrt.  Ubt  man  jetzt  auf  P'  die  Transformation 

(31)  xl'  =  F*(x{xJ  .  .  <  r) 

v.  Weber,  Das  Pfaffsclie  Problem  5 
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aus,  die  ebenfalls  in  der  ScHar  (30)  enthalten  ist,  so  nimint  P'  die 
Lage  P"  (#/'  .  .  #/')  an.  Da  aber  die  Relationen  (30)  init  den  folgeuden 
Equivalent  sind: 

f\(Xl$%   •  •  #«')  =  AO&i^a  •  •  #*) 

—  £  -j-  &(xiX%  .  .  a?/)  =  £(^#2  •  •  .rn) 
mid  die  Grleichungen  (31)  mit  den  nachstehenden: 

/  /  (X-^    X^     .  •  Xn  j  =  ft  (X±  X^    .  .  Xn  j 

—  t  -f  &OC/X"  .  .  «/')  =  &($^£z  -  •  ^/), 

so  ergiebt  die  Elimination  der  ^/  aus  (30)  und  (31)  die  Grleichungen  : 
(32)  a?/'  =  ^(a?^  .  .  xn)  t  +  r}  (i  =  1,  2,  .  .  w) 

d.  h.  irgend  zwei  Punkttransformationen  (30)  nnd  (31)  unserer  Schar 
liefern,  nach  einander  ansgeubt,  eine  Transformation  (32)7  die  wiederuin 
der  Schar  angehort.  Eine  Schar  von  Transform  ationen,  der  diese 
Eigenschaft  zukomint;  heifst  nacli  Lie1)  eine  Jwntinuirliche  Gruppeu. 
Darnacb  definiren  die  Gleichnngen  (30)  eine  »eingliedrige*)  ,  Jiontimtir- 
liclie  G-nvppe  von  Punkttransformationen".  Dem  Wert  t  =  0  entspriclit 
die  ^identiscJie  Transformation" 

X^   =  X-^  ,  .  Xn   =  Xn 

die  jeden  Punkt  an*seiner  Stelle  lafst.  Ersetzt  man  t  durch  dt,  d.  li. 
durcli  einen  von  Null  sehr  wenig  verschiedenen  Wert,  so  erhalten  wir 
aus  (30)  eine  Transformation  ;  die  jeden  Punkt  P(x1  .  .  x}l]  in  einen 
unendlicli  benachbarten  P'fa  -f"  $xi  •  -  x*  +  <^^«)  uberfiihrt,  wobei  die 
dec  i  durcii  die  Forrneln: 


bestiramt  werden.    Nun  hat  man  aber  nach  einer  Bemerkung  zu  An- 
fang  dieser  Ni\: 

8F. 
(33)  ^^ai(^F,..F^      (<-!..*), 

inithin,  da  (-F,-)^=o  =  %t  • 


und  es  folgt 

(34)  8x,,  =  fyfaxt  .  .  a?*)  .  d^        (i  =  1 


1)  Lie  I;  Einleitung. 

2)  Lie  I,  Kap,  3,  Kap.  G, 
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Der  Nachbarpunkt  Pf  liegfc  natiirlich  auf  der  durch  P  gehenden 
Charakteristik.  Bine  Transformation,  die  jeden  Punkt  P  in  einen 
durch  (34)  definirten  Nachbarpunkt  P'  iiberfuhrt,  heifst  eine  ,,infini- 
tesimale  Transformation"  ';  den  Ausdruck 


bezeichnen  wir  mit  Xf  und  nennen  ihn  das  ^Symbol"  der  infinitesimalen 
Transformation  (34).  Die  eingliedrige  Gruppe  (30)  ist  durch  Angabe 
der  infinitesimalen  Transformation  Xf  vollstandig  bestimmt;  wir  sagen 
daher:  die  Gruppe  (30)  wird  von  der  infinitesimalen  Transformation 
Xf  ,,er£eugt". 

Da  bei  jeder  Transformation  der  Grappe  (30)  der  Pnnkt  P  auf 
der  durch.  ihn  gehenden  Charakteristik  verschoben  wird;  so  bezeichuen 
wir  die  oo^-1  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung 
Xf  =  0  auch  als  die  ?,BaIinkiirv&tf'  der  Grappe  (30)  oder  der  infini- 
tesimalen Transformation  Xf.  Zu  alien  infinitesimalen  Transformationen 
der  Form  ^(xt  .  .  xn]  .  Xf,  bezw.  zu  den  von  ihnen  erzeugten  ein- 
gliedrigen  Gruppen  gehort  das  gleiche  System  von  oon~~l  Bahnkurven. 

55.  Der  Ausdruck  Xf  .  dt  giebt  den  Zuwachs  an,  den  die  Funktion 
f  erleidet;  wenn  die  xi  die  Inkremente  (34)  erhalten.  Wir  sagen  nun: 
)9die  Funktion  f  gestattet  die  infinitesimals  Transformation  Xf",  wenn 
Xf^Q,  wenn  also  f  eine  Losung  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung  (1)  ist. 

Wir  sagen  ferner;  die  Funktion  f  ^gestattet  alle  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe  (30)"  wenn  vermoge  (30)  fiir  jedes  beliebige 
Wertsystem  x^  .  .  xnj  t  die  Identitat 

/  \Pl    '  •  %n  )  "^^  I  (pi  ^2  •  •  ^n  ) 

stattfindet.  Dazu  ist  offenbar  notwendig?  dafs  f  die  infinitesiinale 
Transformation  Xf  gestattet;  umgekehrt,  ist  dies  der  Fall?  so  hat 
man  wegen  (33): 


d.  h.  die  Funktion  f(F1  .  .  Fn)  ist  von  t  unabhangig;  also  mit  f(xt  .  .  xn) 
identisch. 

Damit  eine  Function  f  alle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe  gestatte,  ist  sonach  notwendig  und  hinreichend,  dafs 
sie  die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestatte,  also  eine  Losung  der 
Gcleichung  Xf=  0  sei. 

Durch  das  r-gliedrige  Gleichungensystem  : 
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(35)  Sl,(x^  .  .  Xn)  =  0  (i=l..  r) 

sei  eine  pw_r  des  En  definirt;  die  oon~r  Punkte  allgemeiner  Lage  ent- 
lialt;  es  wird  also  angenommen,  dafs  nicht  alle  a,  vermoge  (35)  ver- 
schwinden.  Wir  sagen  dann,  diese  pw-.r  (oder  das  Gleichungensystein 
(35  j)  gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  (30);  wenn 
die  Relationen 


eine  Folge  von  (35)  sind,  wenn  also  jeder  auf  der  [in^.r  gelegene 
Punkt  allgemeiner  Lage  durch  die  Transformationen  (30)  wiederum  in 
Punkte  der  jtM_r  ubergefiihrt  wird. 

Dazu  ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dafs  unsere  ftn— >• 
von  n  —  r  —  1-fach  unendlich  vielen  Bahnkurven  der  eingliedrigen 
Gruppe  (30)  erzeugt  wird;  d.  h.  also  eine  charakteristische  f^_r  der 
partiellen  Differentialgleichung  Xf  =  0  darstellt  (Art.  53). 

Wir  sagen,  das  Grleichungensystem  (35)  gestattet  die  infinite simale 
Transformation  X.f}  wenn  die  Relationen 

(36) 

eine  Folge  von  (35)  sind.  Wir  nehmen,  urn  die  Ideen  zu  fixiren,  an; 
dafs  die  Relationen  (35)  nach  x±x% . .  xr  auflosbar  seien;  cl.  h.  dafs  die 
r-reihige  Determinante 

(37)  ^       ft  I  =  1,  2  . .  r) 

vermoge  (35)  nicht  verschwinde.  Denkt  man  sich  xl  . .  xr  aus  (35) 
als  Funktionen  der  andern  x  berechnet  und  wieder  in  (35)  eingesetzt; 
so  erhalt  man  durch  Differentiation  der  so  entstehenden  Indentitaten: 


. 
Ersetzt  man  in   (36)   die  Ableitungen  *  —  —    durch  ihre  soeben  er- 

"Xr+h 

haltenen  Werte,  so  folgt: 


Da  nun  die  Determinante  (37)  vermoge  (35)  nicht  null  ist?  so  mufs 
man  vermoge  dieses  Systems  identisch.  haben: 
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nach  Artikel  49  1st  also  die  Mannigfaltigkeit  jin_r  notwendig  eine 
charakteristische  (in^r  der  Grleichung  X/' =  0?  in.  a.  W.  das  Gleichungen- 
systern  (35)  kann  auf  die  Form  (18)  gebracht  werden.  Damit  ist  gezeigt: 

Demit  ein  Gleichiingensystem  (35),  vermoge  dessen  nicht  alle  a-t  ver- 
schwinden,  alle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten  eingliedrigen 
Gmppe  gestatte,  ist  notivendig  und  Mnreichend,  dafs  es  die  infinitesimale 
Transformation  Xf  gestatte;  es  definirt  dann  eine  cfaaraMeristisehe  Mannig- 
faltigkeit der  partiellen  Differentialgleicliung  Xf  =  0, 

Beilaufig  folgt  noch  der  wichtige  Satz: 

Gestattet  ein  Gleichungensystem  die  infinitesimale  Transformation 
Xf,  so  gestattet  a/uch  jedes  aquivalente  Gleichungensystem  diese  infini- 
tesimale Transformation. 

Dieser  Satz  gilt  offenbar  auch  fur  solche  Grleichungensysteme; 
vermoge  deren  alle  a/  null  sind. 

56.  Sind  /i/2../n— i  irgend  n — 1  unabhangige  Losungen  der 
partiellen  Differentialgleicliung  Xf  =  0;  so  besteht  nach  der  Schlufs- 
bemerkung  des  Art.  47  far  jedes  f  eine  Identitat  der  Form 


>8x1  B%i       dxl     8x1 

(38)  efoa^..  a.)  ••£/'  = 

•  -  -        df 


Bezeichnet   man  mit  D   die   rechtsstehende  Determinante,   ferner  mit 

Pf 
Dtjc  den  Koeffizienten,  mit  dem  die  Ableitung  ^~1)  in  der  Bntwickelung 

cxk 

von  D  behaftet  ist;  so  hat  man  identisch 

(39)  Qa*  =  D*k        (/j  =  l;2..^)- 

Die  Funktion  p,  deren  Beschaffenheit  nattirlich  von  der  Wahl  der 
Losungen  /i../'n«i  abhangt,  heifst  ein  9iJacoUsclier  Multiplihdor"  der 
partiellen  Differentialgleicliung  Xf  =  0.  Beziiglich  dieses  Multiplikators 
gelten  folgende  Satze. 

1)  Jeder  Multiplikator  Q  der  Grleichung  (1)  genugt  identisch  der 
nicht  homogenen;  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 
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8(pgi)    ,  g(e«2)   ,       ,  8fe«J  _  0 

~F»f~  +    8*2     ""          """    0-r,    " 
oder  also: 


In  der  That,  ist  D^  der  Koeffizient,  mit  dem  das  Produkt  ^  -0 

ts  OXk    C 

in  der  Entwickelung  yon  D  inultiplizirt  auftritt;  so  hat  man: 


Der  Koeffizient?  mit  dem  auf  der  rechten  Seite  die  Ableitimg  0-^7 
inultiplizirt  ist;  hat  die  Form: 


verschwindet  also  nach  einein  bekannten,  von  Laplace  herruhrenden 
Determinantensatz  identisch;  jede  Summe  der  Form  (41)  ist  daher  identisch 
null,  mid  unser  Satz  folgt  jetzt  unmittelbar  ans  (39). 

2)  Sind  p;  Q   zwei  Multiplikatoren  der  Gleichung  Xf  =  0;   so  ist 

der  Quotient  4-  konstant  oder  ein  Integral  dieser  Gleiohung. 

In  der  That?  mnltiplizirt  man   die  Gleichung  (40)  mit  $',  ferner 
die  analogs  Gleichnng;  der  p'  geniigt?  mit  Q  und  subtrahirt,  so  folgt: 


3)  Ist  Q  ein  Multiplikator  von  Xf  =  0  und  G?  eine  beliebige 
Losung  dieser  Gleichung?  so  ist  auch  pco  ein  Multiplikator,  und  jeder 
Multiplikator  lafst  sich  in  dieser  Form  da.rstellen. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  folgt  aus  2);  der  erste  ergiebt  sich, 
indern  man  die  Identitafc  (38)  mit  0  multiplizirt,  und  beachtet,  dafs 
G)  eine  Funktion  der  f\  allein  ist,  und  dafs  identisch: 


wenn  mit  ii  die  Funktion 

A 


bezeichnet  wird. 
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4)  Geniigt  eine  Funktion  p  identiscli  der  partiellen  Differential- 
gleichung  (40);  so  ist  sie  ein  Multiplikator  der  Gleichung  Xf  =  0. 

In  der  That,  ist  Q  ein  Multiplikator  und  setzen  wir  (>  =  cop',  so 
folgen  aus  den  gemacliten  Annahmen  der  Beihe  nach  die  Identitaten: 


d.  L  G)  ist  ein  Integral  von  Xf  =  0,  und  infolge  dessen  nach  3; 
ein  Multiplikator. 

5)  Verwandelt  sich  vermoge  der  Variabelntransfonnation 

(42)  yi  =  ^(a?^  .  .  #;,)         (^"  ==  1  .  .  w) 

der  Ausdruck  Xf  in  den  folgenden: 


und  ist  Q  ein  Multiplikator  von  Xf=Q,  so  ist  der  Quotient: 


wenn   man  ihn   durcli   die  yt  allein  ausdrtickt?   ein  Multiplikator  der 
partiellen  Differentialgleickmg  Tf  =  0. 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  den  vermoge  (42)  bestehenden 
Identitaten: 


6)  Kennt  man  einen  Multiplikator  Q(^X^)  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

'f\f  /5  / 

(43)  %  fo  ^)  ^  +  %  (^^)  ^~  =  0, 

so  erhalt  man  durcli  eine  Quadratur  ein  Integral  ^(x^x^)  derselben. 
In  der  That,  man  hat  der  Annahine  nach: 


also  ist  der  Ausdruck 


das   exakte  Differential  einer  Funktion  co;    die  durch  eine  Quadratur 
ermittelt  wird  und  offenbar  die  Gleichung  (43)  befriedigt. 

7)   Kennt    man    n  —  2    unabhangige   Integrale    f±f^  .  .  fn—%  "von 


72         Kap.  II.    Lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.        [56] 

Xf  =  0  und  eine  Funktion  Q  7  die  der  Bedingung  (40)  geniigt  (d.  h, 
also  nach  4)  einen  Multiplikator),  so  lafst  sich  durch  eine  Quadratur 
eine  n  —  lte  Losung  fn—i  bestiinmen,  und  zwar  so;  dafs  die  Identitat 
(38)  stattfindet. 

Denn  vermoge  der  Variabelntransformation 

(44)  2/i  =  /i  •  •  2/«-2  =  A~2;  3/*-i  =  #«-i;  2//>  =  #* 

nimmt  J£/'  nach  Art.  51  die  Gestalt: 

Tf  ^  «>n- 

an,  und  der  Quotient 


//i  •  •  4-2 

\Xi       .  53W  _  2. 


verwandelt  sich  vermoge  (44)  in  einen  Multiplikator  a  von  F/'=0; 
bestimmt  man  jetzt  nach  6)  mittels  einer  Quadratur  eine  Funktion 
w  (2/1  •  •  Jfo)  derart;  dafs 


so  hat  man,  wie  leicht  zu  ersehen,  vermoge  (44)  die  Identitaten 

.yn\     /co       f 
IT      /y  /      V  ?/        01 

Nennt  man  also  fn~.i(xl..x^)  das,  was  aus  co  wird,  wenn  man 
die  y  durch  ihre  Werte  (44)  ersetzt,  so  erhalt  man  die  Identitaten, 
die  beim  Beweis  von  Satz  5)  benutzt  wurden,  in  umgekehrter  Reihen- 
folge,  womit  unsere  Behauptung  nachgewiesen  ist. 

Geniigen  z,  B.  die  Koeffizienten  a£  der  Gleichung  Xf  =  0  der 
Bedingung: 

~  + 1—  H h  a—  =  o 

0  (K  0  ffj  /7  T 

d.  h.  besitzt  Xf=0  den  Multiplikator  1,  und  kennt  man  n  —  2  un- 
abhangige  Losungen  von  Xf=  0;  so  erhalt  man  durch  eine  Quadratur 
das  noch  fehlende  n  —  lte  Integral. 

Solches  ist  z,  B.  der  Fall  bei  der  Gleichung 

l£\  ?L  4.  /^£  _  ^  ^Z  i   /3f5.      ?  ^\  2/'  _  A 


mit  den  Independenteu  xy#,  ferner  bei  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung 


§  3.    Systeine  linearer  partieller  Differentialgleichungen.  73 

1L 


/ 

worin  die  2m  —  1  Independenten  mit  x^..xmp^..fm  bezeichnet 
sind;  und  H  irgend  eine  Funktion  derselbsn  bedeutet. 

§  3.    Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen. 

57.  Wir  nennen  die  partisllsn  Differentialgleicliungen 

(i) 

ein  p-gliedriges  System  partieller  Differentialgleicliungen ;  wenn  sie 
linear  unabhangig  sind?  d.  h.  wenn  nicht  alle  ^-reihigen  Determinanten 
der  Matrix 

(2) 

identisci.  verschwinden.  1st  a?1° .  .  x£  eine  Stelle,  an  der  alle  Funktionen 
£ju  regular  sind,  so  konnen  wir  (Art.  38;  3);  6))  immer  annehmen,  dafs 
die  Determinante 

an  jener  Stelle  nicht  null  sei;  der  Punkt  P(x1Q . .  x®}  heifse  dann  eiu 
7?Punkt  allgemsinsr  Lage"  des  Hn  (hinsichtlidi  der  Grleichungen  (1)). 

Bs  erhebt  sich  die  Frags,  ob  die  Gleicliungen  (1)  Integrals  gsmein 
haben  konnen;  und  wie  man  alle  etwaigen  gemeinsamen  Integrals  flndet. 

Setzen  wir 

n 

3f 


und  ist  f  eine  gemsinsams  Losung  von  (1)7  d.  h.  verscbwinden  alle 
Ausdrticke  Xkf  identisch',  so  gilt  dassslbe  von  den  beiden  Ausdrucksn 

und    Xk(Xtf). 


Man  hat   nun   aber;   wenn   <p1}  cp%  .  .   irgend   welche   Funktionen 
bedeuten: 


Daraus  folgt: 
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Die   zweiten  Surartaen   rechts   sind   aber;   wie  die  Ausrechnung   lelirt; 
identisch,  und  es  folgt: 


so  dais  also  die  rechte  Seite  keine  zweiten  Ableitungen  von  /'  enthalt. 
Setzen  wir  zur  Abkurzung 


so  konnen  wir  den  Satz  aussprechen: 

Jede  gemeinsame  Losung  der  Gleichungen  (1)  geniigt  aiicli  den  folgcnden 
linearen  liomogemn  partiellen  Differentialgleicliungen  erster  Ordnung: 

(4)  (XA)  =  0        (<,&-!,  2..^). 

1st  jede  dieser  Gleiclmngen  eine  Folge  des  Systems  (1)  (Art.  9);  d.  li. 
giebt  es  Funktioueu  p,**  derart;  dafs: 

(Zf  Zt)  EH  PmXif  +  p^aXs/  +  -  -  +  ?/^^/'    (i,  I  =  I  -  •  i)) 
fur  jedes  beliebige  £  d.  li.  also,  dafs  identisch: 


Aft-l..jp) 


so  nennt  man  die  Gleichungen  (1)  ein  )9p-gliednges  vottstandiges  System". 
Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  fur  die  Vollstandig- 
keit  des  Systems  (1)  bestelien  also  in  dern  identischen  Verschwinden 
aller  jp  +  1-zeiligen  Determinanten  samtlicher  Matrices  der  Form: 


n? 


Ein  w-gliedriges  System  ist  naturlicli  stets  vollstandig. 

58.  Ist  das  System  (1)  unvollstandig,  so  bilden  die  Relationen  (1) 
(4)  zusammen  mehr  als  p  linear  unabhangige  Gleichungen,  die  wir  so 
schreiben: 


J=  0,  X,f=  0,  Xp+lf=  0,  .  . 


=  0. 
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Dieses  System  1st  entweder  vollstandig,  oder  mail  erhalt  durch  Bildung 
der  Relationeu 


neue;  von  den  yorigen  unabhangige  Relationeu.  Da  es  nun  ein  mehr 
als  n-gliedriges  System  nicht  giebt,  so  gelangt  man  durch  Wieder- 
holung  dieses  Verfahrens  in  alien  Fallen  zu  einem  r-gliedrigen  voll- 
standigen  System,,  dera  alle  etwaigen  gemeinsamen  Losungen  von  (1) 
geniigen  mfissen. 

Die  Ermittelung  der  gemeinsamen  Losungen  eines  niclit  vollstdndigen 
])-gliedrigen  Systems  (1)  kornmt  also  stets  aitf  die  Integration  eines 
r-gliedrigen  vollstdndigen  Systems  Mnaus,  iuo  p  <  r  <j  n.  1st  r  =  n,  so 
lidben  die  gegebenen  GleicJmngen  (1)  augenscheinlidi  keine  niclifkonstante 
Losing  f  gemein. 

59.  1st  das  System  (1)  vollstandig,  so  ist  audi  jedes  mit  (1)  agid- 
valente  System  (Art.  10)  vollstandig.  In  der  That,  setzt  man 


unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Determinante  der  j)2  Fuuktionen  Wls 
niclit  identisch  null  ist,  d.  h.  dafs  auch  umgekehrt  die  Xsf  sich  als 
lineare  Kombinationen  der  X^'f  ausdriicken  lassen;  so  hat  der  Ausdruck 
X/Z/  die  Form 

4-  atkiXif+  •  •  +  o*pXtf; 

daher  lassen  sich  die  (X-'-X-t')  als  Linearkombinationen  der  Ausdriicke 
Xkfj  mithin  anch  als  solche  der  Xjjf  darstellen. 

Man  kann  die  Wf>l}  so  w*ahlen;  dafs  alle  Ausdriicke  (X/.X&')  identisch 
verschwinden  (vgL  Art.  65);  dann  nennt  man  die  Gleichungen 


ein  jp-gliedriges  »Jacobi9sclies  System".  Der  einfachste  Weg;  das  ge- 
gebene  vollstandige  System  durch  ein  aquivalentes  Jacobi'sches  zu  er- 
setzen;  besteht  darin;  es  in  der  Form 


(5)       0-^=-     +  a,,p+1        -  +  al>p+i-  +  •  •  -f  ain- 

x  OJLf 


aufzulosen;   dafs  dies  moglich  ist;  konnen  wir  nach  Art.  57  stets  an- 
nehmen.    Die  Ausdriicke  (A£Ak)  sind  nach  dem  eben  Gesagten  lineare 
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Kombinationen  der  A,f,  aber  andrerseits  von  den  Ableitungen 

Sf       _d_f_ 

o      *  *  ^ 

0  X-^          C  OC 

frei;  also  in  der  That  identisch  null. 

Die  notwendigen  und  hinreichendeu  Bedingungen  dafflr,  dais  p 
Grleichungen  der  Form  (5)  ein  Jacobi'sches  System  bilden,  schreiben 
sich  daher  folgendennafsen: 

(6)    Ai((iktp+h)  —  Aifap+k)  EE  0    (/,  &  =  1  . .  p]  Ji  —  1; . .  n  — p) 
oder  etwas  ausfiihiiicher: 

n—  p 


1  1 

60.  Fiihrt  man  initials  der  Pormeln 

(7)  y>  =  q>i( 

statt  der  x(-  die  neuen  Variabeln  y1  . .  yn  in  die  Ansdrlicke  X^f  ein; 
so  mogen  sich  diese  letzteren  bez.  in  die  folgenden 

n 

.     Sf  n   =  |    a          A 

"  ^  3^  ;        " 

verwandeln.  Dann  geht  der  Ausdruck  X,(X*f)  in  Yt(Yif),  ebenso 
der  Ausdruck  Xje(Xif)  in  Yk(Ytf),  also  der  Klammerausdruck  (XtXii) 
direkt  in  (YiY%)  tiber. 

^Nimmt  also    ein  p-gliedriges   (vollstandiges   oder   unvollstandiges) 
System  (1)  vermoge  der  Variabelntransformation  (7)  die  Gestalt 


aw,  so  verwandelt  sich  gleichzeitig  das  Gleichmgensystem 
(8)  X/  =  0,  (ZA)  =  0,      (»,/;  =  !..  p) 

«'»  (?«s  folgende: 

T,f  =  o,  (r,  rt)  =  0     (i  j  =  i  .  .  j))1). 

Wir  driicken  dies  dadurch  aus?  dafs  wir  sagen:  das  Grleichuugen- 
system  (8)  ist  mit  dem  System  (1)  ^invariant  ver]miipft".r) 

Wenden  wir  den  eben  erhaltenen  Satz  auf  (8)  von  neuem  an;  so 
ergiebt  sich;  dafs  auch  das  Gleichungensystem 


1)  Bngel  II. 


[61]  §  3.    Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen.  77 

mit  (8);  oder  was  dasselbe  besagt;  init  (1)  invariant  verkniipft  ist? 
d.  L  sich  verrnoge  (7)  in  das  entsprechende,  aus  dem  Y{f  gebildete 
System  verwandelt;  durch  Wiederholung  dieser  Schlufsweise  erhalt  man 
eine  gewisse  Anzahl  von  Systemen  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen,  die  mit  dem  ursprunglichen  invariant  verkniipft  sind. 

Als  Korollar  dieses  Satzes  ergiebt  sich  noch?  dafs  durch  eine  be- 
liebige  Variabelntransformation  jedes  jp-gliedrige  vollstandige  System 
wieder  in  ein  solch.es ;  ebenso  jedes  jp-gliedrige  Jacobi'sclie  System 
wieder  in  ein  jp-gliedriges  Jacobi'sches  System  verwandelt  wird.  Auch 
erkennt  man  sofort,  dafs  die  Grliederzahl  r  desjenigen  vollstandigen 
Systerns;  dem  nacL.  Art.  58  alle  etwaigen  Losungen  eines  nnvollstandigen 
Systems  (1)  geniigen;  bei  jeder  Variabelntransformation  invariant  bleibt. 

61.  Wir  wollen  nunmehr  die  Prage  nach  den  gemeinsamen  Lo- 
sungen des  p-gliedrigen  Jacobi'schen  Systems  (5)  beantworten;  dies 
System  werden  wir  kurz  mit  J  bezeichnen.  Es  seien 

(9)  #/#3' .  .xp'xj+i  ..xn' 

n  —  1  unabhangige  Losungen  der  partiellen  Differentialgleichung 

(10)  0  =  Af^£L 

^     J  ll        ox*    l 

1 

Die  n  —  1  Funktionen  (9)  sind  hinsichtlich.  x2 . .  xn  unabhangig  (Schlufs- 
satz  des  Art.  46) ;  die  Funktionen  x%  . .  #/  konnen  mit  X2  . .  %p  iden- 
tifizirt  werden.  Wir  fuhren  dann  die  Funktionen  (9)  nebst  x±  ^E  ^ 
als  neue  Variable  in  J  ein?  wodurcli  dieses  System  nach.  Art.  51  die 
folgende  Form  erhalt: 


p+l 


Diese  p  Grleichungen  bilden  nach  der  vor.  N"r.  wieder  ein  Jacobi'sches 
System;  insbesondere  hat  man: 

( 
oder  also: 
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d.  L  die  Koeffizienten  der  p  —  1  mit  Jr  bezeichneten  Gleicliungen 
sind  von  #/  unabhangig.  Dwrcli  unsere  Transformation  ist  also  die 
Aufsuchmg  der  gemeinsamen  Losimgen  von  J  auf  die  Integration  des 
p  _  1-gliedrigen  JacoU'schen  Systems  J'  in  n  —  1  Independents  guriick- 
gefiiltrt.  Denn  aus  jeder  Losung  <p(xs'  .  .  #»')  von  Jf  erhalt  man  ein 
Integral  yon  J,  wenn  man  die  xl  durch  die  x  ausdriickt,  nnd  jede 
Losung  vou  J  wird  auf  diesein  Wege  erhalten. 

Anf  Jr  wenden  wir  jetzt  dieselbe  Schlufsweise  an.    Es  seien 


(11)  #sX''-'# 

n  —  2  unabhangige  Integrate  der  Gleichung  A£f=Q\  die  p  —  2 
ersten  dieser  Punktionen  sind  mit  XQ'  .  .  xp'  identiscL  Fiibrt  man  die 
Grofsen  (11)  nebst  x£  =  xj  als  neue  Variable  in  J'  ein;  so  erlialt 

man  die  Eelation  —^  =  0  nnd   ein  p  —  2-gliedriges?  von  a2"   ganz 

unabhangiges  Jacobi'sches  System  J"  mit  den  w  —  2  Independenteu 
(11);  nnd  jede  Losung  von  J"  liefert  eine  Losmig  von  J  und  um- 
gekehrt.  Durck  Wiederholung  dieser  Scblufsweise  gelangt  ruan  end- 
lich  zu  einer  homogeneu  partiellen  Differentialgleicliung  : 


deren  Koefflzienten  nur  von  den  Variabeln 
(12)  ^-»,x^»..xM 

abhangen.  Jede  Losung  y(a^—1)  .  .  ^—1))  dieser  Gleichung  liefert, 
wenn  man  der  Reihe  nach  zu  den  vorhergehenden  Variabelnsystemen, 
endlicli  zu  den  x^  .  .  xn  zuriickgelit?  ein  Integral  von  J^—2),  Jr(^™3)  ,  .  J'9  J7 
und  umgekebrt  erh'alt  man  aus  jeder  Losung  von  J  durch  die  benutzten 
Yariabelntransformationen  eine  solche  der  partiellen  Diflerentialglei- 
chung  J"^™  1). 

Ein  p-gliedriges  JacoWsclies  System  in  n  Independenten  "besitgt  daher 
n—p  und  nicht  metir  unabtiangige  Lbsungen;  sein  allgemeinstes  Integral 
ist  eine  arUtrare  Function  dieser  letzteren. 

Die  Ermittelung  jener  n  —  jo  unabbangigen  Losungen  erfordert 
nacli  dem  Vorigen  die  Integration  je  einer  homogenen  linearen  partiellen 
Differentialgleicliung  in  n,  n  —  1,  .  .  n—  p  +  1  Independenten?  von 
der  bezw.  p  —  1?  p  —  2,  .  .  1,  0  Integrale  von  vorneherein  bekannt 
sind;  also  nacla  Art.  51  pm&l  je  eine  Operation  n  —  p9  n  —  p  —  1? 
-.3,2,1. 

1)  Es  wird  aj.d)  =  a;/,  x,®  =  x"  etc.  gesetzt. 
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62.  Wir  wollen  nun  die  analy  tische  Beschaffenheit  der  n  —  p 
unabhangigen  Losungen  von  J  xiaher  nntersuchen.1)  Es  sei  x^  .  .  #tt° 
em  Punkt  allgemeiner  Lage  (Art.  57).  Dann  sind  alle  Koeffizienten 
atjs  des  Jacobi'schen  Systems  J;  das  durch  Auflosung  der  Gleichungen 
(1)  entsteht,  an  der  Stelle  xf..xj  regular  (Art  3;  Art.  38,  5),  6)). 
Es  werde  der  Einfachheit  halber  x^  =  0;  .  .  #w°  =  0  angenoinraen, 
Unter  den  Funktionen  (9)  verstehen  wir  jetzt  die  Hauptintegrale  der 
Gleichung  A^f=  0  hinsichtlich  xl  =  0  (Art.  46).  Die  x[  hangen  dann 
mit  den  x-t  folgendermafsen  zusammen: 


(i  =  1  .  .£;  TV  =  1  .  .  n  —  jp) 

(13)  xt  =  x!;  Xp+k  =  Xp+]i  —  Xityk(—  #/;  ^a'  •  -  ^») 

wo  ^  beidemale  dieselben  Potenzreihen  bedeuten.     Die  Koeffizienten 
at'k  des  Jacobi'sclien  Systems  3'  erhalten  jetzt  die  Form: 


*  (»  =  2  .  .y;  *  = 


wenn  recbts  die  Xi  inittels  (13)  durch  die  x'L  ausgedriickt  werden. 
Da  aber  a^  von  x±  frei  ist;  so  kann  man  darin;  ohne  seinen  Wert  zu 
andern,  x±  durch  0  ersetzen.  Man  hat  nun: 


also  folgt: 


Die  JFbrw  c?es  Jacobi'schen  Systems  J'  hann  also  sofort  angegeben 
werden,  aucJi  fiir  den  Fall,  dafs  der  Zusammenliang  zwschen,  den  %l 
und  den  Xt  nicht  lekannt  ware.  Da  die  a/*  an  der  Stelle  x^  =  0  .  .  #/  ==  0 
regular  sind?  so  konnen  wir  unter  den  Grofsen  (11)  die  Hauptintegrale 
der  Grleichung  A%f=Q  hinsichtlich  x%  =  0  verstehen.  Wie  soeben 
erkennt  man,  dafs  die  Koeffizienten  atl  des  Jacobi'schen  Systems  3" 
nunmehr  folgende  Form  annehmen: 

a/i^a/^O^'V--^')- 

Die  Funktionen  (11)  sind  gewohuliche  Potenzreihen  der  Grofsen 
$/  .  .  a?»',  und  reduziren  sich  vermoge  x%  =  0  bezw.  auf  x$  .  .  #/;  sie 
sind  also,  in  den  ursprfinglichen  ^  ausgedriickt;  nach  Art.  38?  6)  ge- 
wohnliche  Potenzreihen  von  x^  .  .xn,  die  sich  vermoge  ^  =  0,  a;2  =  0 

1)  Lie  I,  80. 
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bezw.   auf  x% .  .  XH   reduziren,     Schliefst  man    in   dieser  Weise  welter, 
d.  h.  yerstebt  man  allgemein  unter 


die  Hauptintegrale  der  ersten  Grleichung  des  Jacobi'schen  Systems  J(*-s) 
hinsichtlich  xf~%  =  0;  so  gelangt  man  durch  das  Verfahren  der  vorigen 
NT.  schliefslich  za  einer  partiellen  Differentialgleichung  J(p~l\  deren 
Koeffizienten  die  Form 


a^  =  a,i(0,  .  .  0,  rf/-1^1'  .  -  a*/-1')    (*  =  i}  +  1  •  •  »0 
besitzen.   Die  a^-1)  sind  dabei  gewohnliclie  Potenzreihen  der  Variabeln 

X(P  -2)^(^-3)  ..#(P-S) 
jp  —  1       ^  w  7 

die  sicli  yermoge  x^~^  =  0  bezw.  auf  x^~~^  .  .  o?^~2)  reduziren;  ferner 
sind  sie  gewolinliche  Potenzreihen  der  Variabeln 


die  sich  yermoge  £'ff_T23)  =  0,  $*—*)  =  0  bezw.  auf  a?(^—3)  .  .  ^~3)  re- 
duziren;  etc.;  scliliefslicli  sind  sie  gewohnliche  Potenzreihen  yon  xi..xli7 
die  ffir  x1  ==  0  .  .  a^-i  =  0  bezw.  in  xp  .  .  xn  iibergehen. 
Wir  bezeichiien  nun  mit 


die  n  —  j>  Hauptintegrale  yon  J(v-l\  die  sich  fiir  x^~~V  =  0  bezw. 
auf  ^^T^  .  .  t^~1)  reduziren;  diese  liefern  dann;  in  den  urspriinglichen 
Variabeln  x  ausgedriiekt,  n  —  p  Integrale  \h^  .  .  'hn^p  des  Jacobi'schen 
Systems  J"7  welche  gewohnliche  Potenzreihen  yon  x^..xn  sind?  und 
sich  fur  %  =  0,  .  .  xp  =  0  bezw.  auf  xp+i  .  .  #w  reduziren.  Umgekehrt, 
besitzt  J  ein  derartiges  System  yon  Losungen,  so  yerwandelt  es  sich 
offenbar  beim  TJbergang  zu  den  Variabeln  x^~~^  in  das  System  der 
Hauptintegrale  yon  J"^-1)  hinsichtlich  x^-^  =  0.  Indeni  wir  statt 
der  Stelle  0?  .  .  0  einen  beliebigen  Punkt  x?  allgemeiner  Lage  be- 
trachten,  konnen  wir  den  Satz  aussprechen: 

,,Sind  die  Funktionen  ^s  an  der  Stelle  a;1°  .  .  xnQ  regular  und  ver- 
scJiwindet  die  Determinants  (3)  daselbst  wield,  so  lesitzt  das  vollstdndige 
System  (1)  oder  aucli  das  demit  aquivalente  Jaeobi'seJie  System  (5)  ein 
und  nur  ein  System  von  n  —  p  undbMngigen  Losungen: 

Ji^x^  .  .  xn)        (i  =  1;  2  .  .  n  —  p)  ; 


an   der   Stelle   x^  .  .  #»°    regular   sind,    und   sich   vermoge    der 
Siibstitution 
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\  j  Ml     .....  iXy-j     .      tX/g    '  ...............  •    i/./o        .    .    tfjrf)    '  ""   *    tA/jrj 

bezw.  auf 

%p^-I)    $j)-}-2;    «  •    $n 

redugiren;  diese  Losungen  Jieifsen  die  Hauptintegrale  dcs  Systems  (1) 
liinsiclitlicli  xl  =  x±  .  .  xp  =  ^°. 

Jede  andere,  an  der  Stelle  #v°  regulare  Losung  von  (1)  hat  die 
Form  y(\\  .  .  &n_p);  wo  9?  an  der  Stelle  #°  ,  x  .  .  xnQ  regular,  im 
tibrigen  beliebig  ist.  Daraus  folgt: 

1st  unter  den  Annalwnen  des  vorigen  Satees  die  Function 

(16)  9>(#jp+i>  ^+2  •  •  #») 

an  der  Stelle  ^+1a?°+2  .  .  ^°  regular,  im  Ubrigen  ivilTkiirlicli  ,  so  gieU 
es  ein  und  mir  dn  Integral  des  vollstandigen  Systems  (1),  welches  an 
der  Stelle  x^  .  .  xn°  regitlar  ist  und  vermoge  der  Substitution  (15)  in  die 
vorgcsclmebene  Function  (16)  Obergelit;  dieses  Integral  wird  durcli 
(pQii  .  .  fan—p}  dargestelltj  und  heifst  das  ,,allgemeine  Integral  des  voll- 
standigen Systems  (1)". 

Wir  wollen  kurz  andeuten,  wie  man  diesen  Satz  direkt  beweisen 
kann.  Denkt  man  sicli  die  in  dem  vorigen  Satze  defmirte  Integral- 
funktion  in  eine  Potenzreihe  der  Form  (1)  pag.  44  entwickelt,  so  sind 
auf  Grand  der  Angabe?  dafs  sicL.  die  gesuchte  Funktion  verrnoge  (15) 
auf  cp  (Xp+i  .  .  #«)  reduziren  soll;  alle  Koeffizienten  der  Form 


bekannt.  Alle  andern  Koeffizienten  lassen  sich  dann  mit  Rucksicht 
auf  den  Satz  4)  des  Art.  38  aus  dem  gegebenen  Jacobi'schen  System 
(5)  und  den  Relationen,  die  Meraus  durcb.  unbegrenzt  wiederliolte  par- 
tielle  Differentiationen  nacli  den  xt  folgen?  der  Reilie  nacb  berechnen; 
dafs  sich  so  fur  jeden  Koeffizienten  c&1  an  immer  nur  je  ein  Wert  er- 
giebt;  erweist  sich  als  eine  Folge  der  Identitaten  (6).  Es  eriibrigt 
dann  nocli?  die  Konvergenz  der  so  erhalfcenen  Reibenentwickelung  nach.- 
zuweisen.  x) 

63.  Granz  alinlicli  wie  in  Art.  46  schliefsen  wir  jetzt: 
jjlst  die  Stelle  #j°  .  .  xn®  wie  vorhin  definirt,  so  sind  irgend  n  —  p 
unalMngige,  an  der  Stelle  $^  .  .  a?»°  regulare  Losungen 

(17)  /i  =  vfa,  \  -  -X-i,)        (i  =  1,  2  .  .  n  -  p) 

insbesondere  JiinsiehtlicJi  der  Varia~beln  ^4.1^+2  .  ,  xn  ^lnabMngig" 
Dies  lafst  sich  auch  folgendermafsen  zeigen: 
Da  der  Annahme  nach  die  Identitaten: 


1)  VgL  z.  B.  M^ray  I  217. 

v.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem 


82        Kap,  II.    Lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.        [63] 

n  %•? 

'S] (:,         '  r^_  0          (i  =  1  .  ._£>:  i  =  1  .  .  M  — jp) 
^.J  ^s  dx«  v  -^ '  y 

i  * 

bestehen,  und  nicht  alle  n — ^-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


(18) 


3  tfj        3  a?2 


verschwinden,  so  sind  die  beiden  Matrices  (2)  und  (18)  korrespondirend1) ; 
ist  somit  £1  die  ^-reihige  Determinante ;  die  aus  der  7qierL?  7r2t6u  . .  /i^en 
Spalte  von  (2)  besteht,  und  iir  die  dazu  komplementare  n  —  j)-reihige 
Determinante  von  (18),  die  also  erhalten  wird;  wenn  man  die  Spalten 
mit  den  Indices  Jc^.^p  aus  (18)  fortlafst,  so  existirt  eine  von  der 
Wahl  dieser  Indices  unabhangige  Funktion  Q(X!  •.%,?),  derail,  dafs 
identisch 

Die  zu  der  Determinante  (3)  komplementare  ist  die  folgende 

/jg\  fh          h          '  '   f*—p\ 


und   da  Q  nicht  identisch  null  sein  kann?   so  ist  unsere  Behauptung 
erwiesen. 

Die  Funktion  Q  heifst  ein  ,,Lie'scher  MultipWtator"^)  des  voll- 
standigen  Systems  (1);  in  diesem  Begriff  ist  der  des  Jacobi'schen  Mul- 
tiplikators  als  Spezialfall  (p  —  1)  enthalten;  und  es  lafst  sich  fur  ihn 
eine  ganz  analoge  Theorie  entwickeln;  wie  fiir  den  letzteren,  worauf 
wir  aber  nicht  eingehen  konnen. 

Ist  a?!0 . .  Xn  ©in  Punkt  allgemeiner  Lage;  und  sind  die  ft  wie 
vorhin  definirt,  so  Tafst  sich  jede  an  der  Stelle  x?  regulare  Losung 
des  Systems  (1)  auch  als  Funktion  von  fxf2  . .  fn_p  allein  darstellen. 
Daraus  folgt  sofort;  dafs  das  Gleichungensystem,  welches  sich  durch 
Nullsetzen  aller  n — p  +  1-reihigen  Determinanten  der  Matrix 
3/i  3/2 


1)  s.  z.  B.  Gordan-Kerschensteiner  I  95. 

2)  Lie  Math.  Ann.  11  p.  501;  Mayer  Math.  Ann.  12  p.  132. 
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ergiebt,  im  Sinne  von  Art.  10  mit  clem  System  (1)  aquivalent  ist;    es 
kann  auch  ersetzt  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen 

3/1        df*  8fn-»        Sf 


oc. 


8f,  cLv        8f 


=  0        i=l..p. 


Denn  erfullt  f  diese  Relationen,  so  verschwinden  nach  Art.  7  liber- 
haupt  alle  n  —  p  -j-  1-reihigen  Determinanten  von  obiger  Funktional- 
matrix,  da  die  Determinante  (19)  nicht  identisch  null  ist. 

Kennt  man  die  Losungen  /^  .  .  fn—p,  so  gewinnt  man  die  Haupt- 
integrale  Jit,  indem  man  die  Relationen 

f,(xi%s  .  .  xn)  =  ft(xfxf  .  .  %n]         (i  =  1  -  •  n  —  p) 
in  der  Form 

a$+f  =  hifaxt  .  .  «„)       (i  =  1  .  .  n  —  p) 
auflost. 

Wir  erwahnen  noch  folgenden  Satz;  der  sich  durch  eine  ganz 
ahnliche  Betrachtung  wie  das  Theorem  des  Art.  49  ergiebt: 

,,Ist  das  System  (1)  vollstcindig,  mid  cc^  .  .  x^  em  PunH  allgemeiner 
Lage  (Art.  57),  bedeutet  ferner  ^(x^^i  .  ,  o;OT_i)  eine  arbitrare  Function, 
die  an  der  Stelle  a?°  ,  t  .  .  ^_x  regular  ist  und  daseTbst  den  Wert  x^ 
annimmt,  so  besiUen  die  nicJit  homogenen,  tinearen  partiellen  Differential- 
gleielmngen: 

(20) 

mit  der  ^m'bekannten  Function  xn  und  den  unablicingigen  Varidbeln 
%i  •  •  xn—i  e^ne  md  nur  e^ne  an  der  Stelle  x^  .  .  x^i__1  regular  e  Integral- 
funMon  xn,  die  J>ei  der  Substitution 


in  die  vorgeschriebene  Function  ^(^+1  .  .  ^«-i)  tibergekt.  Diese  Integral- 
funktion  ergiebt  sich  durch  Auflosung  der  Gleicliung 


nach  xn" 

Die  allgemeinste  ;  an  der  Stelle  x®  regulare  Integralfnnktion  des 
obigen  Systems  kann  dexnnach  auch  durch  eine  willkiirliche  Relation 
der  Form 
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definirt  werden1).  Aufser  den  genannten  Integralfunktionen  kann  das 
genannte  System  nicht  homogener  partieller  Differentialgleichimgen  nur 
noch  Integralfunktionen 


von   der  Eigenschaft  besitzen,   dafs  vermoge   dieser  Relation  allo  p- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  (2)  null  sind. 

64.  Bedenkt  man,    dafs   ein   mehr   als  jp-gliedriges   vollstandiges 
System  nicht  n  —  p  unabhangige  Lostmgen  besitzen  kann,  so  erhalt 
man  mit  Riicksiclit  auf  Art.  61  den  folgenden,  oft  zu  benfltzenden  Satz: 

Be&itgt  ein  p-gliedriges  Gleiclmngensystem  der  Form  (1)  n—p 
Losungen,  die  UnsicUlicli  x^xp+%  .  .  xn  unaWdngig  sind,  so  ist  es  voll- 

r\   n          o   />  O   /> 

stimdig  und  nacJi  den  AUeitungen  •—  ^  -  -  ^-  auflosbar. 

Beilaufig  ergiebt  sich  noch: 

HesiM  ein  System  von  mehr  als  p  linearcn  liomogcnen  partiellen 
Differentialyleicluingen  in  n  Independenten  n—p  mabMngigc*  Losiwgen, 
so  redusirt  es  sicli  mf  hockstens  p  linear  unaWmngige  Gleiclmngm. 

65.  Die  Grleicliungen 


(21)  t 

inogen  ein  jp-gliedriges  Jacobi'sches  System  bilden,  d.  h.  es  sollen  die 
Bedingungen 

(22)  St(Skf)  -  B*(Btf)  EE  0        (i,k  =  l..p) 

identisch.  erMlt  sein.  Is*  dann  (p  ein  Integral  der  Gleicliuny  Bff  —  0, 
so  ist  auchjeder  Ausdmch  der  Form  B^y  ein  Integral  dieser  Gleicliung*}  ; 
dies  folgt  unrnittelbar;  wenn  in  (22)  die  Punktion  f  clurch  9  ersetzt 
wird.  Es  seien  nun 

(23)  A/i.-A-P 

unabhangige  Losungen  des  Jacobi'schen  Systems  (21)  ;  die  p  —  1 
Gleichungen 

(24)  Jfyf-  0,  Btf-Q,  .  .  R~if=  0,  Bi+lf  =  0,  ..£,/=  0 
bilden  ein  p  —  1-gliedriges  Jacobi'sches  System;  das  aulser  (23)  noch.  eine 


1)  Einen  etwas  allgemeineren  Satz,   der  demjenigen  des  Art.  49  analog  ist, 
s.  bei  Mayer,  Lpz.  Ber.  1899  p.  16. 

2)  Jacobi  I  Bd.  5,  pag.  29;  vgL  Clebscli  IV,  260. 
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n  —  p  -f-  lte,  von  den  ft  unabhangige  Losung  fa  besitzt.  Dann  ist 
die  Funktion  Btfa  nicht  identisch  null,  und  nach  dem  oben  Gesagten 
ebenfalls  eine  Losung  von  (24),  d.  h.  ,es  besteht  eine  Identitat  der  Form: 

Deflnirt  man  jetzt  die  Funktion  q>t  durch  die  Formel 

/dy. 
-wT9 

V?       ' 

so  ist  Bt(fi  =  1,  und  es  folgt: 

Bilden  die  Gleichungen  (21)  ein  j9-gliedriges  Jacobi'sches  System, 
so  giebt  es  immer  n  augenscheinlich  unabhangige  Punktionen 

(25)  9i9*-9p>  fifffn-p 

derart,  dafs  identisch: 

Umgekehrt,  giebt  es  ein  solches  Funktionensystem,  so  bilden  die 
Gleichungen  (21)  ein  Jacobi'sches  System,  da  ja  jede  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  (22)  von  alien  n  unabhangigen  Funk- 
tionen  (25)  befriedigt  wird,  also  ftir  jedes  f  identisch  erfullt  sein  muls. 

Ist  das  Jacobi'sche  System  (21)  mit  dem  vollstandigen  System 
(1)  Equivalent,  d.  h.  bestehen  Identitaten  der  Form 

(27) 

so  sind  die  Punktionen  (23)  n — p  unabhangige  Losungen  von  (1). 
Ersetzt  man  in  (27)  die  Funktion  f  durch  cpkj  so  folgt  mit  Rucksicht 
auf  (26): 

TJingekehrt,  ist  dies  der  Fall,  und  ist  die  Determinante  |  ^&  |  nicht 
identisch  null,  so  bestehen  die  Identitaten  (26),  also  bilden  die  Glei- 
chungen (21)  ein  mit  (1)  aquivalentes  Jacobi'sches  System.  Damit 
haben  wir  folgenden  Satz  gewonnen: 

Man  erMlt  das  allgerneinste,  mit  dem  vollstandigen  System  (1) 
aquivalente  JacoU'sche  System 

\      J  if  ?        2/  )    '  '       PI  J 

indem  man  p  FunMonen  9^9^. .  %  beliebig  walilt,  docli  so,  dafs  die 
Determinante 
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nicht  identiscJi  verschwindet,  md  die  Eelationen 

*9*-B*f       (**-  I--*) 


nach  den  Unbeltannten  Bjef  (wflost.1) 

Wahlt  man  beispielsweise  %}$%..  xp  statt  der  (pi?  so  erhalt  man 
das  mit  (1)  aquivalente  Jacobi'sche  System  (5). 

66.  1st  das  Jacobi'sche  System  (21)  gegeben  uncl  kennt  man 
n  —  p  unabhangige  Losungen  fifffn—p  desselben,  so  lassen  sich  die 
Fnnktionen  ^^  .  .  (pp  durcL.  je  eine  Quadratur  bestimmen.  Demi 
ffihrfc  man  mittels  der  Variabelntransformation 

y,  =  x<,  yk+p=fk        (i  =  1  .  .j);  Jc  =  1  .  .  n  —  p) 
die  y  statt  der  x  ein;  so  nehmen  die  rechten  Seiten  von  (21)  bez.  die  Form 
p 


an  (Art.  51).    Die  Gleichungen  B-if—  0  .  .  Bpf=  0  sinci  mit 


aquivalent  und  bilden  ein  Jacobi'sches  System  (Art.  60);  also  giebt  es 
p  Funktionen  ^(y^  .  .  j/»),  derart;  dafs 


worans  folgt: 


Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich.  samtliclie  Ableitungen 


als  Funktionen  von  ^  .  .  yn  bereclinen,  die  tys  werden  also  durch  je 
eine  Quadratur  ermittelt  und  sind  bis  auf  je  eine  additive  arbitrage 
Funktion  von  y#+i.  .yn  bestimmt.  Durcb  tFbergang  zu  den  ursprting- 
lichen  Variabeln  x  verwandeln  sie  sicii  in  die  gesuchten  Funktionen  <p, 
die  natHrlich  ebenfalls  nur  bis  auf  additive  arbitrare  Funktionen  von 
fifz  .  .  fn-p  bestimmt  sind, 

1)  Vgl.  ClebscL.  IV  257. 
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67.  Wir  denken  uns  das  gegebene  vollstandige  System  (1)  durch 
ein  aquiyalentes  Jacobi'sclies  System  (21)  ersetzt.  Dann  lafst  sich  aus 
dem  zu  Anfang  des  Art.  65  aufgestellten  Satz  folgende  Methode  zur 
Integration  des  Systems  (21)  gewinnen. 

Von  der  partiellen  Differentialgleichung 

(28)  ^/-=0 

sind  von  vorneherein  die  Integrale  g?29?3  .  .  %  bekannt;  wir  denken  uns 
ein  weiteres  Integral  Xi  dieser  Grleichung  bestiinint.  Dann  sind  auch 
alle  Funktionen 

(2S))  Zs  =  QXii  Zs  =  B***  •  -  »  =  -Bafc-1 

Integrale  der  Grleichung  (28).  Da  diese  Grleichung  nieht  mehr  als  n  —  1 
unabhangige  Integrale  besitzen  kann;  so  mills  es  einen  kleinsten  Index 
i  geben?  derart,  dais 


Es  giebt  dann;  beliaupten  wir?  eine  Funktion 

tofaVs  .  .  <pp,  %i%2.-%0; 

welche    nicht   nur   die    Gleicimng   (28)  ;    sondern   auch    die    Grleichung 
Jj^f  =  0  erfiillt.     Denn  die  Bedmgung  : 

A       T?  o  _  X7  ^^ 

0  =  J32^  =  2jd^~ 

2         ^h 

schreibt  sich  mit  Kiicksiclit  auf  (26)  (29)  (30)  folgendermafsen: 


Dies  ist  eine  lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung  mit 
den  Independenten  <p2,  Xi  •  •  Z*5  ^as  zugehorige  simultane  System  hat 
die  Form 


_ 


die  Integration  desselben  kommt   offenbar  auf  diejenige   der  gewohn- 
lichen  Differentialgleichung 


,*-! 


hinaus.  Es  sei  nun  c^  ein  Integral  der  Grleichung  (31);  dann  ist  ca1? 
in  den  Variabeln  x^  .  .  xn  ausgedriickt,  ein  Integral  des  zweigliedrigen 
Jacobi'schen  Systems: 
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und  augenscheinlicli  keine  Funktion  von  <p3  .  .  (pp  allein.     Dieses  zwei- 
gliedrige  Jacobi'sche  System  wird  auch.  von  alien  Funktionen 


erfiillt,  und  es  giebt  einen  kleinsten  Index  7c,  derarfc,  dais 
J?3G>*  —  3r(9?3?>4  •  •  9V?  ^1^2  •  •  ®*)- 

Bestimmt  man  dann  eine  Losung  ^  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleiclrang 

A       8&    ,         d&    ,         8&    ,         ,  8&       ,    m  d& 

0  =  o  --  h  ^  o  --  r  ®*  Q  --  r  •  *  +  <®k  "o  --  r  ^  "5  —  > 

g^3  2®!  ^^2  ^^—1  ^^fc 

worin  g?3  ,  ^  .  .  o>jt  als  Independente  figuriren,  so  ist  W1  eine  gemein- 
same;  von  (p^,  .  (pp  nnabhangige  Losung  des  dreigliedrigen  Jacob  i'schen 
Systems 


Indem  man  in  dieser  Weise  weiter  schliefst,  gewinnt  man,  ausgehend 
von  dem  Integral  %x  der  Gleictung  S1f==0y  schliefslich  mindestens 
eine  Losung  $  des  gegebenen  Jacobi'schen  Systems.  Fiilirt  man  ^  statt 
einer  der  Variabeln  x  als  neue  Independente  ein,  so  verwandelt  sich 
das  System  (21)  nact  Art.  51  und  60  wiederum  in  ein  jp-gliedriges 

o  /» 

Jacobi'sches  System  ?  das  die  Ableitung  ^-  nicht  enthalt;  mithin  als 

System  mit  nur  n  —  1  Independenten  betrachtet  werden  kann.  Auf 
dieses  System  laXst  sich  dann  obiges  Yerfahren  von  neuem  anwenden  etc. 
bis  alle  n  —  p  unabhangigen  Losungen  von  (21)  gefunden  sind.  Oft- 
mals  erreicht  man  diesen  letztern  Zweck  auch  dadurcb.7  dais  man  bei 
dem  vorMn  geschilderten  Verfahren  der  Reibe  nach  von  mehreren 
unabhangigen  Integralen  der  Grleickung  Stf  =  0  ausgebt. 

Wir  wollen  diese  Methode  durch  zwei  Beispiele1)  erlautern.    Die 
Gleiclaungen 


bilden  ein  zweigliedriges  Jacobi'sclies  System;   %i  =  ^1^2  is*  ein  Inte- 
gral der  ersten  Gleichung;  dasselbe  gilt  daker  von  den  Funktionen: 


1)  Goursat  I  Chap.  2,  p.  69. 
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imd  man  hat: 


Wir  suchen  eine  Funktion  Sti(%lf  %2?  %$)9  die  auch  die  Grleichung 
J52/'=0  erflillt.     Man  findet  die  Bedingung: 


Das  zugehorige  siinultane  System 

^1== 

Z2  % 

besitzt  die  Integrale: 


womit  zwei  unabh'angige  Losungen  des  gegebenen  Systems  gefanden  sind. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  das  clreigliedrige  Jacobi'sche 
System: 

•g  f~=^L  JL  x^  ILL  4.  ^2^5  l£     n 

!'        Sajj  "^  2ic2n?4  g^4    ' 

Sf^-.^L  __  **      8^    I 

2'  "  " 


I       -^  *^3     ~f~      \      ^1  '^8  ^5     &  I     _  A 

~T  T~  2 


Die  Funktion  ^4%EE^  1st  eine  Losung  von  B%f=Q)   man  hat 


womit  eine   gemeinsame  Losung   der  ersten  zwei  Gleiclmngen  sclion 
gefanden  ist. 

Man  findet  ferner 


Soil  daher  die  Funktion  ii(^3;^2)  die  dritte  Grleichung  befriedigen, 
so  mufs  man  haben 
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Das  zugehorige  simultane  System  hat  die  Form: 


also  das  Integral  ^%  =  ^~  • 

Die  Gleichung  B2f=Q  besitzt  ferner  die  Losung  coi  =  x%x^ 
und  man  hat  JB.^  =  #82;  soil  daher  die  Funktion  ^(x^co^  der 
ersten  Gleichung  geniigen,  so  mufs  man  haben: 


also  &  =  <»!  —  #32#!;  die  beiden  ersten  Gleichungen  werden  daher 
von  der  Funktion  x1x^  —  x^x£  erfflllt,  und  dies  gilt  auch  fur  die 
dritte  Gleichung;  das  gegebene  Involutionssystem  besitzt  also  die  un- 
abhangigen  Losungen: 


68.  1st  (21)  ein  Jacobi'sches  System,  dann  und  nur  dann  bilden 
die  Gleichungen 

(32)  0  =  |£  +  lV-=JB,y=0        (»  =  l,2..ij) 

ein  |)-gliedriges  vollstandiges  (und  zwar  Jacobi'sches)  System  mit  den 
Independenten  x^  .  .  xn,  ti7  1%  .  .  tp.    Denn  die  Gleichungen 


konnen  nur  dann  eine  Folge  von  (32)  sein,    wenn  sie  identisch    er- 
fullt  sind.    Das  System  (32)  besitzt  die  n  unabhangigen  Losungen 

fl/2  •  •  A-JP;    —  *i  +  9l>    —  *B  +  %;•-—  <JP  +  <Pf 

Sind  die  n  Funktionen  fh  g)k  an  der  Stelle  x^  .  .  xn°  regular  und 
1st  ihre  Funktionaldeterminante  daselbst  nicht  null,  bedeutet  ferner 
MI  .  .  Xn  ein  Wertsystem  in  der  Umgebung  dieser  Stelle,  so  erhalt 
man  durch  Auflosung  der  Relationen 

(33)  fi(x&  -.»«)=  ftfa'sv  -  -  <)  (i  =  1  •  .  n  —p) 
—  tk  +  9/fc(^^2  •  •  «n)  —  Vkfa'xs  •  •  »/)       (7c  =  1,  .  .  jp) 

die  Gleichungensysteme: 

(34)  x/  =  sd  +  fyfa  —  x*,  ..xn-  xn«,  tiy  t^  ..tp}    (i  =  1  .  .  n) 

(35)  a?f  =  x!+  ^«—  %°  •  •  ^  —  a?n°,  -  ^,  —  t,  •  •  —  ^), 

worin    die    $p,-   beidemale    dieselben   Potenzreihen    bedeuten    und    fiir 
^  =  0  .  .  tp  =  0  verschwinden.    Die  rechten  Seiten  von  (34)  sind  die 
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Hauptintegrale  des  Systems  (32)  hinsichtlich  ^  =  0;  .  .  tp  =  0.  Die 
durcli  (35)  dargestellten  Funktionen  gentigen;  wie  man  leicht  erkennt, 
fur  jedes  beliebige  Konstantensystem  #/  identisch  den  partiellen  Differen- 
tialgleichungen: 

dX*          7 

_  ___    ,=,  =    ft      . 

g       —  Uki 


wenn 


gesetzt  wird. 

69.   Sind  n  —  p  Losungen  f^-.fn—p  des   vollstandigen  Systems 
(1)  gegeben;  so  definiren  die  Grleichungen 

(36)        fi(%i%2  -  *  ^2)  =  GI    (i  =  1  .  .  n  —  p]  c6  =  arb.  Konst.) 

eine  ^Zerlegung1)  des  Raums  En(xl..x^fi  in  n  —  jp-fach  unendlicli 
viele  Punktmannigfaltigkeiten  [ip9  welche  die  ^CliaraMeristiltenu  des 
vollstandigen  Systems  (1)  heifsen,  und  von  denen  wir  eine  einzelne 
mit  Cp  bezeiclinen  wollen.  Durcli  jeden  Punkt  x±  .  .  xn'  allgemeiner 
Lage  geht  eine  und  nur  eine  dieser  C^  sie  wird  durcli  die  Relationen 
(33);  oder  auch;  wenn  das  Jacobi'sche  System  (21)  mit  (1)  Equivalent 
ist;  durch  die  Gleichungen  (34)  oder  (35)  dargestellt.  Nennen  wir 
eine  «_i  die  durcli  eine  Relation  der  Form 


definirt  wird;  eine  ,}Integralflachef'  des  Systems  (1)  oder  des  zugehorigen 
nicht  honiogenen  Systems  (20);  so  folgt  ohne  weiteres:  Die  allgemeinste 
Integralflache  wird  von  oo91-^-1  Charakteristiken  Gp  erzeugt?  d.  L 
enthalt  eine  Integralflache  einen  Punkt  P  allgemeiner  Lage;  so  enthalt 
sie  die  ganze  durcL.  P  gebende  Cp.  Man  kann  darnacli  eine  und  nur 
eine  Integralflache  so  bestimmen,  dafs  sie  eine  beliebig  vorgegebene 
aus  oo^"-^"1  Punkten  allgemeiner  Lage  bestehende  pn~.p—i  enthalt; 
die  im  Satze  des  Art.  63  p.  83  erwalinte  Flache  erhalt  man  z.  B.;  wenn 
man  die  folgende  ^M_:P_1: 


als  Ausgangsmannigfaltigkeit  waL.lt 

Die  durch  P  gehende  Charakteristik  G9  enthalt  offenbar  auch  die 
durch  P  gehende  charakteristische  Kurve  (Art.  53)  jeder  partiellen 
Differentialgleichung  der  Form 


1)  Lie  I  Kap.  6. 
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0, 


insbesondere  also  auch  die  durch  P  gehende  Charakteristik  jeder  ein- 
zelnen  Gleiehung  (1);  ferner  1st  jede  Cp  von  oo^-1  eharakteristischen 
Kurven  jeder  der  Gleichungen  (1)  erzeugt,  also  eine  gemeinsame  clia- 
ralderistische  ^p  der  Gleichungen  (1)  (Art.  53). 

70.  Sind  nun  p  linear  unabhangige  Gleichungen  (1)  beliebig  ge- 
geben,  und  betrachten  wir  die  durch  einen  Punkt  P  gehende  charak- 
teristisclie  Kurve  der  Gleichung  Z1/=0;  so  erzeugen  die  oo1  Charak- 
teristiken  yon  Z2/'=0?  die  yon  den  Punkten  jener  ersten  Kurve 
auslaufen,  eine  ft2;  ebenso  alle  oo2  charakteristischen  Kurven  von 
X^f=0?  die  bez.  von  den  Punkten  dieser  ft2  ausgeb.en?  'eine  fi3  etc. 
So  gelangen  wir  sehliefslich  zu  einer  charakteristischen  (ip  der  Glei- 
chung  Z^/'===0.  Hierbei  wurden  die  Gleicliungen  (1)  in  einer  be- 
stimmten  Reihenfolge  benutzt;  wahlt  man  eine  andere?  so  erhalt  man 
eine  charakteristische  pp  irgend  einer  andern  Gleichung  Xtf=  0.  Sind 
nun  die  Gleicliungen  (1)  beliebig;  so  werden  die  so  erhaltenen  [ip  ini 
allgemeinen  verschieden  ausfallen, 

Damit  die  Gleicliungen  (1)  em  vollstandiges  System  l)ilden,  ist  not- 
'wendig  und  JiinreicJiend,  dafs  die  auf  diese  Weise  erhaltenen,  dwrch  P 
yehenden  ^p  identisch  swd,  und  dafs  dies  fur  jeden  PunU  P  allgcmeiner 
Lage  mtriffk  Die  Nbtwendigkeit  der  genannten  Bedingung  folgt  un- 
mittelbar  aus  der  Schlufsbemerkung  der  vor.  Nr.;  umgekehrt,  ist  diese 
Bedingung  erfullt,  so  ist  eine  Zerlegung  des  Raurns  in  oon~-p  Mannig- 
faltigkeiten  fip  definirt,  welch7  letztere  durch.  ein  Gleichungensystem 
der  Form  (36)  dargestellt  werden.  Da  aber  die  genannten  [tp  gemein- 
same  charakteristische  (ip  aller  Gleichungen  (1)  sein  mussen;  so  sincl 
die  fa  nach  Art.  53  gemeinsame  Losungen  dieser  Gleichungen.  Die 
letzteren  bilden  sonach  ein  vollstandiges  System  (Art.  64). 

Hat  man  z.  B.  im  E$(xy8)  zwei  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen: 


und  betrachten  wir  die  durch  P(xy0)  gehenden  charakteristischen 
Kurven  C  und  C'  dieser  beiden  Gleichungea,  so  erzeugen  die  durch 
die  Punkte  von  C'  gehenden  oo1  charakteristischen  Kurven  von  Xf=  0; 
und  ebenso  die  von  den  Punkten  von  C  auslaufenden  Charakteristiken 
von  X'/'=  0  je  eine  Plache.  Diese  beiden  Flachen  sind  im  allgemeinen 
verschieden;  sind  sie  aber  fur  jeden  Punkt  P  identisch,  dann  und  nur 
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dann  giebt  es  oo1  gemeinsame  Integralflachen  y(xys)  =  c  der  beiden 
gegebenen  Grleichungen.  Wie  man  sieht,  sind  in  diesem  Palle  die  oo1 
Charakteristiken  C2  des  vollstandigen  Systems  mit  den  Integralflachen 
identisch.  Dies  gilt  natiirlich  fiir  jedes  n  —  1-gliedrige  vollstandige 
System  in  n  Independenten,  und  nur  fur  em-  solches. 

§  4.     Systeme  linearer  totaler  Differentialgleiekungen. 

7  1.1)  Wir  sagen:  ein  Punkt  P(xl  .  .  #„)  und  ein  zu  ilim  unend- 
lich  benachbarter  Punkt  P'  (x±  -f  dx^  .  .  xn  +  dxn]  bestiinmen  zu- 
sarnmen  ;;eine  durch  P  gehende  Pdclitung",  namlich  die  Richtung  der 
Verbindungsgeraden  yon  P  und  P',  welche  durcb  die  Gleichungen  (18) 
des  Art.  44  definirt  ist.  Sind  nun  einem  Punkte  P  durch  die  p  Systeme 
yon  Relationen 


ebenso  viele  durch  ihn  gehende  Richtungen  zugewiesen?  so  sagen  wir; 
dieselben  seien  ^linear  unabMngig",  wenn  diej)  Gfrofsensysteme  i/i..|/« 
es  sind,  d.  h.  wenn  nicht  alle  jp-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (2) 
pag.  73  verschwindea,  oder  geometrisch  ausgedriickt:  wenn  die  zu  den 
p  Richtungen  gehorigen?  durch  P  gehenden  Geraden  nicht  in  einer 
und  derselben  ebenen  f^-i  liegen.  Dafs  beide  Aussagen  gleichbedeutend 
sind;  erkennt  man  daraus,  dafs  nnter  den  gemachten  Annahmen  genau 
n  —  p  linear  unabhangige  Qrofsensysteme  ^i  .  .  ij/w  existiren,  die  den 
Relationen 


(1) 

geniigen,  dafs  also  eine  lineare  pp 

n 
1 

aber  keine  lineare  (iq(<l<p)  existirt,  welche  die  in  Rede  stehenden  p 
Geraden  sarntlich  enthalt.  Die  allgemeinste,  durch  P  gehende  Richtnng, 
die  ebenfalls  in  die  lineare  Mannigfaltigkeit  (2)  hineinfallt,  ist  durch 
die  Gleichungen 


(3)  dxi  —  P*  ^4> ^        (*  =  1  -  - 
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definirt,  wobei  dt  eine  unendlich  kleine  Konstante  und  die  p7l  willkiir- 
liche  Grrofsen  bedeuten.  Die  Gresamtheit  dieser  oo^-1  Richtungen 
nennt  man  ein  ?;Biischel". 

72.    Ein    beliebiges   jp-gliedriges    System    partieller    Differential- 
gleichungen 

n 

ordnet  jedem  Punkt  allgemeiner  Lage  ein  Biischel  von  OQV~I  Rich- 
tungen,, oder  auch:  eine  ganz  bestiminte,  durch  P  gehende  lineare  pp 
zu;  jenes  Buschel  wird  durch  die  Gleichungen  (3)  oder  auch  durch 
die  Relationen 


(5) 


—l..n  —p] 


dargestellt,  wenn  die  ^*  w^  oben  definirt  sind.  Die  lineare  pp}  welche 
dieses  Biischiel  enthalt;  besitzt  die  Definitionsgleichungen  (2);  sie  ist; 
falls  das  System  (4)  vollstandig  ist,  offenbar  nichts  anderes  als  die 
Tangential-^,  welche  zu  der  durch  P  gehenden  Charakteristik  Cp  im 
Punkte  P  gehort  (Art.  44  und  69). 

Das  n  —  ^-gliedrige  System  (5)  linearer  totaler  Differential- 
gleichungen  und  das  jhgliedrige  System  (4)  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen  bestimmen  sich  wechselseitig  und  heifsen  zu  einander  ,,arf- 
jungirf.  Im  Palle  p  =  n  —  1  erhalten  wir  die  Beziehung  zwischen 
einer  linearen  partiellen  Differentialgleickung  und  dem  adjungirten 
System,  gewohnlicher  Differentialgleichungen  (Art.  48).  Wegen  (1) 
sind  die  beiden  Matrices  ||  |^  ||  und  ||  vj^  \\  korrespondirend.  Man  schiiefst 
daraus  leicht;  dafs  ein  mit  (5)  aquivalentes  G-leichungensystem  erhalten 
wird;  wenn  man  in  der  Matrix 

LvJU-l  lA/Ji/n  •      •  CvJifyi 

In      6u      • 


(6) 


bin 


alle  p  +  1-reihigen  Determinanten  gleich.  null  setzt,  dafs  ferner  ein 
mit  (4)  gleichbedeutendes  System  durch.  Nullsetzen  aller  n — p  +  1- 
reihigen  Determinanten  des  Schema's 


n—p,n 


[73]  §  4.    Systeme  linearer  totaler  Differentialgleickungen.  95 

liervorgeht,  endlicb.  dafs  die  Gleichungen  (5)  hinsichtlich 


s)  f  si  ~P 

.  .  dxn  aufgelost  werden  konnen,  wenn  das  System  (4)  nach  «-£•  .  .  •—- 

0  SO*         0  3C 

auflosbar  ist;  und  umgekehrt.  Hat  die  letztgenannte  Auflosung  die  Form: 


(8)  Af=+a,t,+1-  +  ..  +  atn        (.--1..J,), 

GXi  OXp+l  OXn 

so  lautet  die  Auflosung  des  adjungirten  Systems  (5)  folgendermafsen 

(9)  dxp+k  =  <h,p+kd$i  +  (fyp+kdxz  +  •  •  +  ap,p+kdxp  (Jc  =  l..n  —p) 


73.   Wir   betrachten   nun    einen   beliebigen  Pfaff'schen   Ausdruck 


und  gleichzeitig  eine  beliebige  infinitesimale  Transformation 


1 
Vermoge  der  Variabelntransforniation 


(10) 

verwandle  sich  V  in  V  und  Xf  in  X'f,  wobei  gesetzt  ist: 

v  = 

Nun  hat  man  vermoge  (10)  identisch: 


wo  auf  den  rechten  Seiten  alles  durcb  die  y  auszudriieken  ist.    Mit- 
bin  folgt: 

,  ®xh  a% 


i  111 

Bezeicb.net  jetzt   SM    ^  Einlteit;   wenn  h  ==  Jc,  und  die  Null;   wenn 
7^      ^   so  bat  man: 


und  infolge  dessen: 

(12) 
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Dieser  Thatsache  geben  wir  dadurch  Ausdruck,  dafs  wir  sagen: 
Die  Funktion  A  —  S^t  ist  ,,eiw  skmiltane  Invariants  der  infmitesi- 
malen  Transformation  Xf  und  des  Pfaff'schen  Ausdruds  V".  Darnach 
druckt  die  Bedingung  A^iO  eine  invariante  Beziehung  zwischen  Xf 
and  V  aus.  Nennen  wir  V#  die  linken  Seiten  der  Pfaff'schen  Glei- 
chungen  (5);  bedenken  wir  ferner,  dafs  jede  infinitesimale  Transfor- 
mation Xf}  die  rait  alien  Pfaff'schen  Ausdriicken  V,-  in  der  eben  ge- 
nannten  inrarianten  Beziehung  steht,  die  Form: 


(13) 

besitzt,  und  bezeichnen  wir  den  Inbegriff  aller  infinitesimalen  Trans- 
forrnationen  (13)  als  die  zu  dem  System  (5)  adjungirte  Scltar  infinitesi- 
mal®? Transformationen,  so  konnen  wir  den  Satz  aussprechen:  }}Die  m> 
(5)  adjungirte  Schar  infinitesimals  Transformationen  ist  mit  dem  System 
(5)  P  faff  'seller  Gleichungen  invariant  verhniipft,  m.  a.  W.  :  verwandelt 
sich  vermoge  der  Variabelntransformation  (10)  das  System  (5)  in  das 
folgende: 


(14)  Vt'  =        ^s  (yiy,  .  .  yn)  dys  =  0, 

1 

so  geht  gleichzeitig  eine  beliebige  infinitesimale  Transformation  Xf  der 
adjungirten  Sehar  (13)  in  eine  infinitesimale  Transformation 


der  zu  (14)  adjungirten  Schar  fiber.  Dabei  verwandelt  sich  natilrlich 
auch  das  zu  (5)  adjungirte  System  (4)  in  das  zu  (14)  adjungirte 
System: 


dessen  Koeffizienten  also  den  Identitaten 

^j  ZitVlks  =  0        (i  =  1  .  .  |?;  7^  =  1  .  .  n  —  p) 
genugen;   d.  h.  die  Bemkmg  zwischen  einem  System  linearer  partietter 


Differentialgleichungen   und   dem   adjungirten  System  Pfaff'scher 
chungen  ist  gegenuber  alien  Punkttransformationen  des  Eaums  En  in- 
variant 

74.  Ist  f  eine  gemeinsame  Losung  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen (4),  so  verschwinden  alle  n  —  p  +  l~reihigen  Deter- 
minanten  der  Matrix  (7);  es  giebt  also  dann  n—p  Fnnktionen 
derart;  dafs  identisch: 
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d.  h.  dafs  fftr  alle  Werte  der  xt  und  ihrer  Differentiate  : 


Umgekehrt:  ist  dies  der  Fall,  so  ist  f  eine  gemeinsame  Losung  der 
Gleichungen  (4).  Eine  lineare  Kombination  der  Ausdriicke  V5?  welch  e 
in  der  Form  df  darstellbar  ist,  heifst  eine  ^integrable  Kombination'' 
der  Ausdrucke  V5  oder  der  Pfaff'schen  Gleichungen  (5)  und  f  selbst 
wird  auch  als  ein  7;IntegraF  des  Systems  (5)  bezeichnet.  Jedem  ge- 
meinsamen  Integral  der  Gleichungen  (4)  entspricht  deinnach  eine  inte- 
grable  Kombination  (ein  Integral)  der  Gleichungen  (5)  und  umgekehrt. 
Besitzt  das  Gleichungensystem  (4)  It  und  nioht  mehr  unabhangige  In- 
tegrale  f\  .  .  />,  so  existiren  7c  und  nicht  inehr  linear  unabhangige  inte- 
grable  Kombinationen: 

df,  :  _  pj)  V,  +  pCO  V2  +  •  •  +  <>(;>_,  VM_p    (»«!..  70 

und  umgekehrt.1)  In  der  That,  verschwanden  alle  J-reihigen  Deter- 
minanten  der  Matrix 


d.  h.  bestande  eine  Identitat         <y/d/i  =:  0,  so  waren  die  Funktionen  ff 

i 
nicht  unabhangig?  und  umgekehrt. 

Die  Aufsuchung  aller  etwaigen  integrabeln  Kombinationen  der 
Gleichungen  (5)  kommt  darnach  auf  die  Ermittelang  aller  etwaigen 
gemeinsamen  Losungen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (4)  hinaus. 

Ein  n — |?-gliedriges  System  Pfaff'scher  Gleichungen  (5),  das 
n — p  linear  unabhangige  integrable  Kombinationen  dfidfa  * .  dfn—p 
zulafst,  dessen  adjungirtes  System  (4)  also  vollstandig  ist,  heifst  nun- 
beschranM  integrcibelu.  Ein  derartiges  System  kann  auf  unbegrenzt 
viele  Arten  ersetzt  werden  durch  ein  System  ,,exalster  Gleielvmgen" 

d<Pi  =  0,  dcp%  =  0,  . .  dy^p  =  0, 

worin  die  qp«  irgend  n — p  unabhangige  Funktionen  der  /}  bedeuten. 

Aus  dem  Begriff  des  unbeschrankt  integrablen  Systems  folgfc  un- 
mittelbar,  dafs  vermoge  einer  beliebigen  Variabelntransformation  jedes 
unbeschrankt  integrable  System  wiederum  in  ein  solches  iibergeht. 

Die    notwendigen    und    hinreichenden   Bedingungen    fur    die   un- 


1)  Boole  I  Supplementary  Volume  Chap.  25  =  Philosophical  Transactions 
1862  p  437.     Goursat  I  Kap.  III. 

T.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem  7 
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beschrankte  Integrabilitat  des  Systems  (5)   bestehen   nach   dem  eben 

Gesagten  darin,   dafs  das  adjungirte  System   (4)  vollstandig  sei,   und 

•werden  sonach,  wenn  das  System  (5)  in  der  Form  (9)  aufgelost  wird; 
durch  die  Eelationen1) 

(15)  AM,  —  Aiais  =  0    (i,  k  =  1  . .  p]  s  =  p  -f-  1,  p  +  1;  . .  ri) 

dargestellt  (vgl.  Art  59). 

75.  Es  sei  g<n — p,  und  es  werde  angenominen ;  dafs  in  den 
n — p  —  q  letzten  Gleichungen  (9),  d.  li.  also  in  den  Pfaff'sehen 
Gleichungen 

(16)  dxp+y+h  =  aijp+q+jtdxi  +  •  •  +  a>f,P+Q+j,dXp 

(h  =  1,  2  . .  n  — p  —  q) 

alle  Koeffizienten  von  den  Variabeln  #j,+i,  ^+2  -  -  ®$+q  unabhangig 
seien.     Schreiben  wir  dann 


so  nehmen  diejenigen  nnter  den  Bedingungen  (15),  fiir  die 
ist;  folgende  Form  an: 

At'akt  —  A'kats  =  0    (i,  Jr.  =  1  .  .  #;  s  =  p  +  2  "+  1  •  •  **)• 

Da  nun  die  p  Gleichungen  A,'f—Q  das  zu  (16)  adjungirte  System 
darstellen,  so  bilden  die  Pfaff'schen  Gleichungen  (16),  falls  das  System 
(5)  unbeschrankt  integrabel  ist;  fiir  sich  genommen  ebenfalls  ein  un- 
beschrankt  integrables  System  mit  n  —  q  Variabeln: 


Damit  ist  der  -wichtige,  spiiter  oft  zu  beniitzende  Satz2)  bewiesen: 
,,Ist  q<n  —  p,   und  erhdlt  man  aus   dem  n  —  p-gUedric/en 
beschrcwkt  integrabeln  System  Pfaff'scher  Gleichungen 


(5)  Visfaxz  .  .  x^dx,  =  0    (i  =  1,  2;  .  .  n  —p) 

i 

durcli  Bildung  linearer  KomUnationen  n  —  p  —  q  und  nicUt  mehr  linear 
unabJiangige  Gleichungen,  die  gewisse  q  unter  den  Variabeln,  etwa 
Xp+iXp+%  .  .  Xp+z,  weder  in  den  Differentialen,  noch  auch  in  den  Koeffi- 
zienien  enthalten,  so  lilden  diese  Gleichungen  fur  sick  genommen  ein 
n  —  p  —  q-gliedriges  unbesc'hr&n'kt  integrates  System  in  n  —  q  Va 

1)  Deahna  I 

2)  Natani  I 
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riabeln.  Das  m  diesen  Gleichungen  adjitngirte  p-gliedrige  System  par- 
Heller  Differentialgleiclmngen  entstelit  aus  den  adj^lngirten  System  von 
(5)  dadurch,  dafs  man  daraus  atte  Terme  fortlafst,  die  mit  einer  der  Ab- 

leitungen  -=-^~~  -  -  ^  —  —  multwlimt  sind." 


76.  Es  1st  von  Wiclitigkeit,  die  Bedingungen  der  unbeschrankten 
Integrabilitat  eines  Systems  PfafFseher  Grleichungen  aucii  fiir  die  un- 
aufgeloste  Form  (5)  anzugeben.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wh- 
in it  %  .  .  Un,  und  vl  .  .  vn  irgend  zwei  Punktionensysteme  ,  die  den 
li  near  en  Grl  eichnngen  : 


i  i 

identisch  genugen;  und  es  werde 


geschrieben.  Dann  sind  Uf=0  und  Vf=0  zwei  beliebige  Glei- 
clmngen  des  zu  (5)  adjungirten  Systems.  Damit  dieses  vollstandig 
sei;  ist  notwendig  und  Hnreichend,  dafs  in  ilim  jede  Grleichung  der  Form  : 


enthalten  sei;  m.  a.  W.;  dafs  vermoge  (17)  die  Identitaten: 

(18) 

stattfinden.    Man  findet  aber: 


/OA\ 

(so) 


Multiplizirt   man  die  n  Identitaten  (19)  mit  ulf.un:   die  Identitaten 
(20)  mit  -  —  %  •  --  vn  bezw*?  so  folgt  durch.  Addition: 


y     .  „*,,,    -J^/u«v?\-^;    -0v  r 


Setzen  wir  daher  zur  Abkiirzung: 
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so  konnen  wir  den  Satz  aussprechen: 

9J)amit  das  System  (5)  unbeschrdnkt  integrdbel  sei,   ist  notwendig 
und  hinreichend,  dafs  die  n  —  p  Bilinearformen 


fur  jedes  Ifariktionensystem  %  .  .  un,  ^  .  .  vn,  das  den  linearen  Gleiclmngcn 


geniigt,  alle  identiscJi  verschwinden"1} 

77.  Um  fiir  die  soeben  erhaltenen  Bedingungen  der  nnbeschrankten 
Integrabilitat  eines  Systems  (5)  noch  eine  and  ere  Ausdrucksform  ab- 
ztileiten;  die  auf  dem  Begriff  ;;infinitesimale  Transformation^  berulit; 
schicken  wir  in  dieser  und  der  nachsten  Nr.  einige  Hulfsbetrachtungen 
yoraus.  Bs  sei 

'  ^         ^  " 


das  Symbol  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transformation,  ferner 
V  EE 


ein  beliebiger  Pfaff'scher  Ausdruck,    Dann  definiren  wir  das  Symbol 
XV  durch  die  folgende  Identitat: 


(22)  X  V  —        Xat  -  dxi  + 


Diese  Definition  ist  keineswegs  willkiirlicb  gewahlt,  sondern  befinclet 
sicb  mit  unseren  fruheren  Festsetzungen  irn  Einklang  (Art.  55).  In 
der  That,  setzen  wir 

(23)  <te<  =-!,<«, 

unter  St  eine  unendlich  kleine  Konstante  verstanden,  so  werden  wir 
nach  Art.  55  unter  XV  •  dt  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  zu  ver- 
stehen  haben,  den  V  erleidet,  wenn  man  darin  die  #/  dnreh  %i  -f-  8Xj 
ersetzt,  und  unendlicb  kleine  Grofsen  dritter  Ordnung  vernachlassigt. 
Geht  durch  die  genannte  Ersetzung  V  in  V'  fiber,  so  hat  man 


1)  Frobenius  I  p.  2G7— - 282. 
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n 


^  v  +    :l  aF  ***<**'  +     /  a'(Ux<  • 

I        1  *  1 

Beriicksichtigt  man  jetzt  die  Gleichungen  (23),  so  ergiebt  sicli  fur  die 
Differenz  V  —  V  in  der  That  die  mit  dt  multiplizirte  reclite  Seite 
von  (22). 

BezuglicL.  des  Symbols  XV  gelten  augenscheinlicli  folgeude  Rech- 
nungsregeln: 


wenn  (>  und  f  beliebige  Funktionen  der  Xi  bedeuten. 

78.  Aus  der  Identitat  (22)  schliefsen  wir  nun  weiter: 


(24) 


wenn  mit  y4  die  schon  in  Art.  73  eingefiihrte  simultane  Invariante 
des  Pfaffschen  Ausdrucks  V  und  der  infinitesimalen  Transformation 
Xf  bezeichnet  wird.  Wir  sagen  nun:  ?)Der  Pfaff'sche  Ansdmck  V 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf",  oder  auch  ,,wird  von 
derselben  in  sidi  ubergefiihrif,  oder  endlich:  ,,X/'  liifst  den  Ausdnwk  V 
invariant,  wenn  der  Pfaff?sche  Ausdruck  XV  identisch  null  ist;  d.  h, 
wenn  die  Beziehungen 


erffillt  sind.  Wir  sagen  ferner  „&  ffaff'scke  Grleichung  V  =  0 
stattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf",  oder  auch:  7;X/' 
rfie  GleicJmng  V  =  0  m  5icA  wfter,  <9&r  Idfst  die  GleicJmng  V  =  0  iw- 
variant",  wenn  der  AiiKsdruck  XV  in  der  Form  Q  -  V  darstellbar  ist; 
d.  h.  also  vermoge  V  =====  0  verscbwindet.  Endlich  sagen  wir?  das 
System  Pfaff'scher  Gleichungen 

(5)  V,  = 
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gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf,  oder  wird  von  ihr  In 
sich  ulergefWirt  (invariant  gelassen)",  wenn  n  —  p  Funktionensysteme 
Pi^Pa0  *  •  P£}-  esistireB?  derart,  dafs  fiir  alle  Werte  der  xt  und  ihrer 
Differentiale  identisch: 

ZVs  r:  ^WV,  +  <#>VS  +  •  •  +  p^V,.,        (s  =  1  .  .  »  -  j)), 

wenn  also  die  Grleichungen  XV,  =  0  eine  Folgc  des  Systems  (5)  sind. 
1st  Xf  eine  infinitesiniale  Transformation  der  zu  (5)  adjungirten 
Schar  (Art.  73),  so  gelten  die  Identitaten: 


(25) 

Aus  (24)  folgt  daher 

(26) 


Daraus  ergiebt  sich.  beilaufig:  Grestattet  das  System  (5)  Pfaff  'seller 
Gleielmngen  die  infinitesimale  Transformation  Xf  der  adjungirten  Schar; 
so  gestattet  es  auch.  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Form. 
pX/1  Feraer:  gestattet  das  System  (5)  die  der  adjungirten  Schar  an- 
geliorenden  infinitesimalen  Transformationen  XJ'  .  .  X%f,  so  gestattet 
es  aueh  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Form 


Das  System  (5)  gestattet  nun  dann  und  nur  dann  alle  infinitesiinaleu 
Transformationen  der  adjungirten  Schar,  wenn  die  rechten  Seiten  von 
(26)  yermoge  (5)  und  (25)  identisch  yerschwinden.  Diese  rechten 
Seiten  yerwandeln  sich  aber  in  die  Bilinearformen  (21)  ;  wenn  man  nk 
statt  |jt  und  v,-  statt  dxt  schreibt.  Demnach.  konnen  wir  sagen: 

,,Damit  das  System  (5)  Pfaff  '$cher  Gleichungen  mleschrariht  inte- 
grabel  $ei,  ist  notwendig  und  hinreicliend)  dafs  es  alle  infinitesimalen 
Transformationen  der  adjungirten  Schar  gestatte". 

79,  ELe  wir  die  Bedingungen  des  Art.  76  weiter  umformen,  yer- 
wenden  wir  sie  zum  Beweise  des  folgenden  Theorems:1) 

»Sind  die  n%  Funktionen  a,*  aus  n  lelieUgen  FunMonen  a{  .  .  aa 
der  Variabeln  %  in  folgender  Weise  gelildet: 


(27) 


1)  Frobenius  I  pag.  286. 
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so  stellen  die  tmabhangigen  unter  den  Pfaff'schen  Gleiclmngen: 

(28) 

ein  unlesclirdnU  integrates  System  dar" 

Der  Satz  wird  bedeutungslos,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  und  der 
Rang  der  schiefsymmetrischen  Matrix 

(29)  ||  fe||      (i,fc=l..n) 

gleich  n  ist,  da  dann  das  System  (28)  mit  dein  folgenden 

Equivalent  ist.  Wir  nehmen  daher  an?  dafs  der  Rang  21  der  Matrix 
(29)  (Art.  25)  kleiner  als  n  ist.  Es  mogen  nun  die  Funktionensysteme 
u}  v  den  Relationen: 


(30) 

genugen;  dann  folgt: 


Indein  wir  diese  Gleichungen  bezw.  mit  u^  .  .  un  inultipliziren  und  ad- 
diren,  so  erhalten  wir  mit  Riicksicht  auf  (30) 


vorausgesetzt,  dafs  die  UiVi  den  Relationen  (30)  genugen.    Nun  besteht 
aber  vermoge  (27)  die  Identitat: 


ersetzt  man  -J^~  durch  seinen  hieraus  folgenden  Wert;  so  erhalt  man 
aus  (31)  die  vermoge  (30)  bestehenden  Identitaten: 


was  zu  zeigen  war. 

Wir  konnen  den  soeben  bewiesenen  Satz  auch  so  formuliren: 
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Sind  die  n*  Funktionen  alk  durch  die  Formeln  (27)  definirt,  und 
ist  2,1  der  Rang  der  Matrix 

II  «,.  II  , 

bedeuten  ferner 

%<H(0-'^CO     (t-l,2,..»-2Z) 

irgend    n  —  21    linear    unabhangige    Losungensysteme    der    linearen 
Gleichungen: 

a**rlk  =  0      (i  =  1  ,  .  n), 


k 

so  bilden  die  Gleichungen 


ein  n  —  2Z-gliedriges  Yollstandiges  System." 

80.  Wir  wenden  uns  nunmehr  dazu,  die  in  Art.  76  erhaltenen 
Integrabilitatsbedingungen  auf  eine  iibersichtlichere  Form  zu  bringen.1) 

Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  die  Gleichungen  (17)  in  der  Gestalt 

(17)  £/;  =  0,     F;  =  0        (i=l..n—p). 

Die  n  Gleichungeu  U;  =  0  besitzen  genau  p  linear  unabhangige  L6- 
sungensysteme 

u^u^  ..ujn       (i  =  l  ..p). 

Damit  nun  die  in  Art.  76  genanuten  n  —  jp  Bilinearformen  ver- 
moge  (17)  yerschwinden?  ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend;  dafs 
die  $(n  —  p)  Ansdrucke 

(«  -  1  •  -  »  -  jp;  *  -  1  .  .  ,), 

als  Linearformen  in  den  Variabeln  v  betrachtet,  vermoge  der  Relationen 
Vt  =  0  verschwinden;  d.  h.  also  in  der  Form  : 

(33)  <y(«'*)  F  +  <#*)  F9  H 

\       /  1  1     I        2  2     I 


n—p      n—p 


darstellbar  seien;  wobei  die  6  gewisse  Funktionen  der  x  bedeuten  (vgl. 
Art.  9  und  10).  Indem  wir  die  Koeffizienten  der  Variabeln  vp  in  den 
Ausdrticken  (32)  und  (33)  yergleichen,  erhalten  wir  den  Satz: 

,,Damit  das  System  Pfaff'sclwr  G-leicliungen  (5)  unbeschranU  inte- 
grdbel  sei,  ist  notwendig  und  Mnreichend,  dafs  jedes  der  n  —  p 
chungensysteme  mit  den  Unbekmnten  u±  .  .  u^  .  .  <7n__f  : 


1)  Frobenius  I  276  £ 
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=0 


genau  p  linear  unablicingige  Losungensysteme  zidasse,  mit  andern  Worten, 
(vgl.  Art.  11)  daft  jede  der  n — p  scMcfsymmetrisclien  Matrices: 


(34) 


12          13     *  ' 

xz23    .  . 

#(*)    . 


—  ft 


0     0    ,.  0 


7»— #,l 


..  -v-»»  0     0    ..  0 


den  Bang  <2n  —  2p  besifee.  1st  das  gegebene  System  Pfaff'scher  Glei- 
chungeii  (5)  nach.  dxp+idXp+%  . .  dxn  auflosbar;  so  1st  die  n — p- 
reihige  Determinante 


(35) 


(i  =  1  . .  n  —  p]  k  =  p  +  1 . .  n) 


nicht  identisch.  null.  Dem  Quadrate  dieser  Determinante  aber  ist  nach 
dem  Laplace'schem  Theorem  diejenige  2n  —  2p-reihige  Hauptuuter- 
determinante  gleich;  die  aus  (34)  durch  Streichung  der  p  ersten  Zeilen 
mid  Spalten  entsteht,  und  die  wir  mit  D  bezeiclmen  wollen.  Cm  also 
auszudriicken;  dafs  %n  —  2p  der  Rang  der  Matrix  (34)  sei;  haben  wir 
nach  Art.  26  nur  alle  diejenigen  2n  —  2p  -j-  2-reihigen  Hauptunter- 
determinanten?  welche  D  enthalten;  gleich  null  zu  setzen.  Um  die  in 
Art.  18  eingefuhrte  Symbolik  benutzen  zu  konnen;  setzen  wir 


(36) 


ik  r)  fr>,  /)  W  v  3  ) 


n 


-„-  0 


(i  =  1  .  .  n;  i  =  1  .  .  n  . 
(A,  Z  =  1;  2  .  .  u  —  j>). 


Wird  nun  das  Pfaff'sche  Aggregat 


genau  so  mit  Hulfe  der  Elemente  (36)  gebildet,  wie  das  auf  pag.  24 
definirte  Pfaff'sche  Aggregat  mittels  der  Elemente  (iJc),  so  schreiben 
sick  die  notwendigen  und  Mnreichenden  Sedingungeu  dafiir,  dafs  das 
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System  (5)  unlcsdiranld  integrabcl  set,  folgendennafseii: 
(37)  (»,  i,  j>  +  1,  p  +  2, . .  n,  n  +  1 . .  2 »  -  jOw  =  0 


81.  Eine  Pfaff'sche  Grleichung 

n 

/'QCA  T7      -      >a  n  (r  r  •      r\ 

(08  J  V  ...  ^  at  (^#3  .  .  fl7»J 

1 
deren  linke  Seite  die  Form 

VE£I 


xt,  =  0, 


erhalten  kann;  die  also  init  einer  Relation  der  Form  dg?  =  0  aquiyalent 
ist;  heifst  eine  exakte  G-leicJmng.  Wir  konnen  an  als  nicht  identisch 
versckwindend  voranssetzen,  Damit  dann  die  Gleichung  (38)  exakt 
sei;  oder  anders  ausgedriickt,  dainit  die  n  —  1  partiellen  Differential- 
gleicliungen?  die  sich  durclt  Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten 
der  Matrix 

8f      df  df 


ergeben,  eine  Losung  9?(#1  . .  #»)  gemein  haben;  ist  nach  dein  vorigen 
Artikel  notwendig  und  hinreidhend,  dafs  der  Rang  der  Matrix 


(39) 


0 


an 
0 


•  &i         —  #2 

worm  die  a^  durch  die  Formeln  (27)  definirt  sind;  gleicli  &wei  ist, 
mit  andern  Worten^  dafs  alle  diejenigen  4-reih.igen  Hauptunterdeter- 
minanten  verscliwinden,  welche  die  zweireihige  Determinante 

0      aH 

—  a.O 

als  Unterdeterminante  enthalten.  Wir  kommen  so  auf  die  folgenden 
Bedingungen: 


(40)     0 : 


oa, 


fda, 


(i,  %  =  1,  2  .  .  n  —  1). 
Sind  diese  befriedigt,  so  sind  iiberiiaupt  alle  Relationen  der  Form: 
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°  C"          d 


ox 

(i,  k,  I  =  1  .  .  n] 

erfullt,  uud  es  verschwinden  auch  alle  iibrigen;  aus  dem  Schema  (39) 
zu  bildenden  Pfaff'schen  Aggregate  der  Ordnung  4  (Art.  26). 

So  schreibt  sich  z.  B.  die  notwendige  und  Hnreichende  Bedingung 
daftir;  dais  die  Pfaff'sche  Gleichung 

Xdx  +  Ydy  +  Zd#  =  0 
exakt  sei;  folgendermafsen: 

o  -  y  (<>!.       sz\    i    vfiz      sx\    i_  7  fix      s  Y\ 
U^        ~dy)  "^  *  \8x        ds)  "T"  ^  \"Fy  ~  W  ' 

§  5.     Die  Mayer'sche  Transformation.1) 

82.  Es  sei  ein  ft-gliedriges  GHeichungensystem 
(1)  Vsfaxs  .  -^)  =  0        (5=1,  2..  /v) 

vorgelegt.  Wir  denken  uns  mittels  desselben  fc  der  Grrofsen  aj;  etwa 
Xn—k+i,  a?n_i+3  '  •  #*>  als  Funktionen  der  iibrigen  Variabeln  x±  .  .  xn^k 
dargestellt  und  die  so  erhaltenen  Ausdrucke  in  ein  System  Pfajff  'setter 
Gleicliungen 


(2)  riis(x1  .  .  xn}dxs  =  0        (i  =  1;  2  .  .  n  —p) 

i 

substituirt,  wodurch.  sich  deren  linke  Seiten  in  lineare  homogene  Aus- 
drucke in  dxi  .  .  dMn—k  yerwandeln,  deren  Koeffizienten  nur  von 
x1  .  .  xn~-k  abhangen.  Haben  nun  die  Relationen  (1)  die  Eigenschaft, 
dafs  alle  diese  Substitutionsresultate  identiscli  versclrwinden,  d.  h.  dais 
die  Koeffizienten  der  Differential  dxl  .  .  dxn—-k  fiir  jedes  beliebige 
Wertsystem  ^  .  .  xn—-k  null  sind;  so  sagen  wir:  die  Relationen  (1)  jfie- 
friedigen"  das  System  (2)}  oder  auch  sie  bilden  ein  7:Integralaguivalenf 
des  Systems  (2);  die  durch.  (1)  definirte  Punktmannigfaltigkeit  heifst 
dementsprecliend  eine  ?,Integral-iJin^iu  des  Systems  Pfaff'scher  Glei- 
cliungen (2). 

Selbstverstandlich  wird  dabei  yorausgesetzt?  dafs  es  eine  Stelle 
a?!0  .  .  r»n°  giebt?  an  der  nicht  nur  die  Gesamtheit  der  Funktionen  17,  /, 
sondern  auch.  das  Gleichungensystem  (1)  im  Sinne  von  Art.  40  re- 
gular ist. 


1)  Mayer  I  p.  458  f.;  Goursat  I  Kap.  2. 
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Aus  cler  Definition  des  Integralaquivalents  folgt  unmittelbar: 
^Erfilllen  die  7v  Gleiclmngen  (1)  das  System  Pfaff'scher  Gleichmgen 
(2),  so  gilt  dasselbe  von  jedem  mit  (1)  aquivalenten  GleicJmngensystem." 
»Verwandelt  sicJi  lei  einer  beliebigen  Variabelntmnsformation  das  System 

(2)  in  ein  System  (2)'  mit  den   Variabeln  yi*.yn,  so  venvandelt  sicli 
gleiclmitig  jedes  k-gliedrige  Integralagiiivalent  von  (2)  in  ein  li-gliedriges 
Integraldquivdent  des  Systems  (2)'." 

83.  1st  das  System  (2)  unbeschrankt  integrabel,  und  sind  /i/g../»-.p 
unabhangige  Losungen  des  adjungirten  Systems 

(3)  X^f 

so  sind  die  Gleichungen 

df\  =  0,  dft  =  0,  .  .  df*-p  =  0 

einerseits  mit  (2)  aquivalent  (Art.  74)  7   andererseits  ideutiscli  erfallt, 
wenn  man  darin  die  durch  Auflosung  des  Systems 

(4)  ft(%ixz  -  •  ^n)  =  Ci        (d  =  arb.  Konst.) 


erhaltenen  Ausdriicke  fur  xp+i  .  .  xn  substituirt.  Die  Gleichungen  (4) 
bilden  daher  ftir  jedes  Wertsystem  der  Konstanten  ct  ein.  Integral  der 
Pfaff'schen  Gleichungen  (2);  und  werden  das  ,}allgemeine  Integral"  oder 
auch  die  ,,allgemeinen  Integralgleicliungen"  des  Systems  (2)  genannt. 

1st  also  das  System  (2)  unbeschrankt  integrabel,  dann  und  nur 
dann  besitzt  es  n  —  jp-fach  unendlich  viele  p-fach  ausgedehnte  Integral- 
mannigfaltigkeiten?  die  offenbar  mit  den  Charakteristiken  Gp  des  ad- 
jungirten Systems  (3)  identisch  sind.  Kami  das  System  (3)  auf  die  Form 


und  mithin  das  System  (2)  auf  die  Gestalt 

(6)  dxp+k  =  a^pjrjcdx1  +  02,1,+*^  +  •  •  +  ap)p+kdxp  (&  =  1  ..n  —  p) 

gebracht  werden,  und  sind  alle  alh  sowie  die  ft  an  der  Stelle  ^°..^0 
regul*ar;  bedeutet  ferner 

(7)  V  •  •  V^'+i  •  -  **' 

eine  Stelle  in  der  TJmgebung  von  xf  .  .  xn*}  so  lassen  sich  die  Relationen 


auf  folgende  beiden  Arten  auflosen: 
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(9)     Xp+k  =  xp+t  -f  5pA  (#r  —  a;^  a?2  —  a;2°  .  .  xn  —  a?M°)  (A  =  1  .  .  «  —p), 


wobei  die  ^  yermoge  der  Substitution 
(11)        - 


alle  yerschwinden.  Die  rechten  Seiten  von  (9)  sind  nicltts  anderes  als 
die  Hauptintegrale  lik  des  Systems  (3)  hinsichtlich  XL  =  ^°  .  .  ^  =  rr^0. 
Die  durcli  (10)  definirten  Funktionen  befriedigen  nach  dein  eben  Ge- 
sagten  die  Pfaff'schen  Grleichungen  (6)  identisch,  sie  erffllen  also  auch 
die  folgenden  partiellen  Differentialgleicliungen 

dx 
(12)        _       =  altp+*fa%  .  .  xfl]     (i  =  1,  .  .  jp;  i  ==  1;  .  .  w  —  jp); 


sie  sind  ferner  an  der  Stelle  x±  .  .  XPQ  regular  und  nehmen  daselbst 
bezw.  die  Werte  Xp+i  .  .  x^  an.  Wir  behaupten  nun;  dafs  es  auch. 
nur  ein  einziges  Punktionensystem. 


mit  diesen  Eigenschaften  geben  kann.    Denken  wir  uns  nainlich  die 
Funktionen  ^  in  Potenzreihen  entwickelt 


ai  =  Va2=U  G^  =  V 

so  sind  die  Koeffizienten  c*t  0  yon  yornherein  bekannt,  namlich  bezw. 
gleich  Xp+ &.  Da  ferner  die  %%  den  Grleichungen  (12)  identisch  geniigen 

sollen.  so  kennt  man  die  Werte.  welche  die  Ableitungen  ~^-  an  der 

o  oo  t 

i 

Stelle  (11)  annehinen;  also  alle  Konstanten  c*00  c*w  ;  sie  sind  bezw. 
gleich  #,•,£-}-* (#!°  . .  Xp*Xp+i .  .  Xn}.  Ferner  folgt  durch  Differentiation 
yon  (12): 


8^ 


womit  auch  alle  'zweiten  Ableitungen  der  £&  an  der  Stelle  (11),  uud 
demnach  alle  Koeffizienten  c*Jt  cJ10  c*ao  etc.  bekannt  sind.  Man  er- 
kennt  so,  dafs  alle  Koeffizienten  cl  der  Reihe  nach  bestimrnt  werden 

7  al    '  ap 

konnen.  Dafs  die  Grleichungen;  die  zur  successiyen  Bestimmung  dieser 
Koeffizienten  dienen,  auch  immer  mit  einander  yertraglich  sind; 
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5} 

dafs   man   also   z.  B.   durch  Differentiation    der  Grleichung   fiir 
nach  Xj  fur  die  Ableitung 


denselben   Wert   findet   wie   durch   Differentiation    der   Gleichung   fiir 
"     nach.  #,,  schliefst  man  ohne  weiteres  aus  der  oben  bewiesenen 


Existenz  eines  Funktionensysteins  der  geforderten  Eigenschaften  ;  es 
lafst  sich  aber  mit  Htilfe  der  Identitaten 

(13)      At  (04,)  -  Ak(a»)  r.  0    (f,  I  =  1  .  .  p  ;  s  =  p  +  1  .  .  n;, 

denen  die  Funktionen  aks  unseren  Voraussetzungen  nacli  gentigen 
(Art.  74)7  auch  direkt  nachweisen.  ^ 

Ein  System  partieller  Differentialgleichungen  der  Form  (12), 
dessen  rech.te  Seiten  den  Identitaten  (13)  geniigen;  heifst  ein  )7Mayer3scJies 
System".  Beztiglicli  eines  solchen  Systems  gilt  nach  dem  Obigen  folgen- 
der  Satz: 

9jSilden  die  partiellen  Differentialgleichungen  (12)  ein  Mayer'  sches 
System,  und  sind  alle  Funktionen  aifp+jc  an  der  Stelle 

(7)  X*.  . 


regular,  so  giebt  es  ein  und  nur  ein  System  von  FunMionen 
Xp+z*.&n  der  uncMwgigen  Veranderlichen  xl..xp^  die  an  der  Stelle 
x£  .  .  xf°  regular  sind,  daselbst  die  wrgesehriebenen  Werte  x^+i  .  .  x}[ 
annelimen,  und  die  partiellen  DifferentialgleicMngen  (12)  identisch  le- 
friedigen." 

Die  Ermittelung  dieser  n  —  p  Funktionen  (10)  kommt  nach  dem 
Obigen  auf  die  Bestimmung  der  Hauptintegrale  des  Jacobi'schen  Systems 

(5)  hinaus;    die  Grleichungen  (10)  definiren   die  durch   den  Punkt  (7) 
gehende  Charakteristik  Cp  dieses  Jacobi'schen  Systems. 

84.  Es  ist  nutzlich?  die  Existenz  der  Integrale   eines  Mayer'schen 
Systems  (12)  bezw.  des  zugehorigen  unbeschr'ankt  integrabeln  Systems 

(6)  noch  auf  einem  etwas  andern  Wege  zu  erweisen;  ohne  die  Existenz 
der  Losungen  eines  vollstandigen  Systems  als  bekannt  vorauszusetzen. 
Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  in  (12)  enthaltenen  Gleichungen: 


1)  Auch  die  Thatsache,  dafs  die  fiir  die  %k  erhaltenen  Reihenentwickelungen 
konvergiren,  lafst  sich  direkt  begriinden,  und  damit  ein  von  der  Theorie  der 
vollstandigen  Systeme  unabhangiger  Beweis  fur  das  im  Texte  folgende  Theorem 
erbringen;  vgl,  Bouquet  I. 


[84]  §  5.    Die  Mayer'sche  Transformation.  HI 


die  als  ein  System  gewobnlicber  Differentialgleicliungen  rnit  den  Un- 
bekannten  xp+i  .  .  xn  und  der  Independenten  x1  aufgefafst  werden 
konnen,  wenn  #2  .  .  xp  Parameter  bedeuten.  Es  seien 


die  allgemeinen  Integralgleicbungen  dieses  simultanen  Systems.  Da  wir 
wissen,  dafs  die  Funktionen  co,  Mnsichtlich  Xy+i . .  xn  nnabhangig  sind 
(Art.  46),  so  konnen  wir  sie  statt  dieser  Variablen  in  das  System  (12), 
oder  was  dasselbe  besagt;  in  das  System  (6)  als  neue  Veranderliche 
einfiihren.  Nun  erhalt  man  yermoge  (6)  ftir  das  totale  Differential  d(Dp^.i 


(15)  d(x>p+i  =  >*  As®p+i  •  dx8      (i  =  l..n—  p). 


Durcb.  unsere  Variabelntransformation  verwandelt  sicb  also  das  System 
(6)  in  (15),  wenn  darin  recbts  alles  durcb  xl  .  .  Xp^^i  .  .  &n  ausgedriickt 
wird.  Es  ist  aber  A^p+i  ^  0?  da  ja  die  co  Integrate  der  partiellen 
Differentialgleicbnng  A1f=0  sind.  Aus  demselben  Grunde  sind  nacb 
einer  Bemerkung  des  Art.  65  ancb  alle  Ausdriicke  At&p+i  Integrate 
dieser  Grleicbung,  mitbin  durcb 


allein  ausdruckbar.  Ferner  ist  das  transformirte  System  (15)  wieder 
unbescbrankt  integrabel,  da  das  adjungirte  System  partieller  Differential- 
gleicbungen  nacb  Art.  60  wiederum  vollstandig  ist.  Endlicb  erbalt 
man  aus  jedem  Integral  von  (15)  durcb  Riickiibergang  zu  den  alien 
Variabeln  offenbar  ein  Integral  von  (6). 

Durcb  unsere  Transformation  ist  also  die  Integration  von  (6)  auf 
diejenige  eines  n  —  $-gliedrigen  unbescbrankt  integrablen  Systems  rnit 
nur  n  —  1  Variabeln  zurxickgefiibrt. 

Wir  scbreiben  nun  die  allgemeinen  Integralgleicbungen  des  simul- 
tanen Systems  (14)  insbesondere  in  der  Form 

(16)  xj>+i  =  <Gp+/  +  (%  —  ^0)?,(^i  ~  %°  -.  a?n  —  a?*°)  (*  —  1  ..«  —  jp) 

so  dafs  also  die  recbten  Seiten  die  aufser  x2  .  ,  xp  nocb  vorbandenen 
Hauptintegrale  von  A:f  =  0  binsicbtlicb  x±  =  xf  bedeuten,  und  fubren 
die  so  definirten  Funktionen  Xp+{  statt  der  xp+t  in  (6)  ein.  Durcb 
Auflosung  von  (16)  folgt: 


112       -Kap  II    Lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.       [85] 

(17)   Xp+s  = 
und  hieraus: 

(18) 

Die  so  bestimmten  "Werte  der  xp+,  und  ihrer  Differentiale  sub- 
stituiren  wir  in  (6).  Wir  wissen  aber  bereits,  dafs  die  so  entstehenden 
Gleichungen  die  Variable  x±  weder  in  den  Koeffizienten  noch  in  der 
Form  dx±  enthalten,  also  vollstandig  ungeandert  bleiben,  wenn  man  JL\ 
durch  den  Spezialwert  x®  ersetzt.  Das  transformirte  System  hat 
dater  die  Form: 


(19)    dfy+k  =        a^p+^x^Xz  .  .  xpXp+i  .  .  x*}dx8     (k  =  1  .  .  n  —  p) 


Auf  dieses  System,  das  nach  dem  Obigen  gleichfalls  unbesclirankt  in- 
tegrabel  ist?  konnen  wir  jetzt  wiederum  dasselbe  Verfahren  anwenden; 
wie  auf  (6),  und  gelangen  durcL.  Wiederholung  dieser  Methode  schliefs- 
lich  zu  einem  n  —  jp-gliedrigen  System  Pfaff  'seller  Grleielmngen  mit 
nur  n  —  p  -f"  1  Variabeln?  d.  h.  also  zu  einem  simultanen  System  ge- 
wohnlicher  Differentialgleichungen,  aus  dessen  n  —  p  Integralen  die- 
jenigen  des  urspriingliclien  Systems  (6)  durch  Rticktibergang  zu  den 
alten  Variabeln  gewonnen  werden.  Wie  man  sieht;  ist  dieses  Ver- 
fahren  von  dem  in  Art.  62  auseinandergesetzten  nicht  wesentlich  ver- 
schieden.  Der  ganze  Untersahied  besteht  darin;  dafs  statt  der  a.  a.  0. 
gebrauehten  successiven  vollstandigen  Systeme  J,  3'  .  .  jedesmal  die 
adjungirten  unbesckrankt  integrabeln  Systeme  PfaJSf'sclier  Gleichungen 
benutzt  werden. 

85.  Aus  der  Form  (19),  die  das  gegebene  unbeschrankt  integrable 
System  vermoge  unserer  Variabelntransformation  annimmt,  lafst  sich 
aber  noci  ein  anderer  wichtiger  Schlufs  ziehen,  Verschwanden  namlich 
alle  Funktionen 


(k  =  1  •  -  n  —  p) 

vermoge  der  Substitution  xt  =  x^  identisch,  so  hatte  das  transformirte 
System  (19)  die  Form 

p+i  =  0,  rfajp+a  =  0,  .  .  dxn  =  0; 


die  Aufgabe,  das  gegebene  System  zu  integriren,  ware  somit  auf  die 
Integration  einer  einzigen  partiellen  Differentialgleielmng  ^^=0  in 
n  —  jp  +  1  Independenten,  bezw.  des  simultanen  Systems  (14)  zurlick- 
gefohrfc.  Es  ist  nun  eine  bemerkenswerte  Tliatsache,  dafs  durch  eine 
einfache  Variabelntransformation  der  genannte  Fall  stets  realisirfc  werderi 
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kann.    Setzt  man  namlich  unter  der  Annahme,  clafs  alle  aitp+k  an  der 
Stelle  x^  .  .  xf?  regular  sind: 

(20)  ^  =  ^0-f  yl5  <%  =  xf  +  yiVs,  ^=^30  +  2/i2/3--^  =  V  +  2/i^ 
so  folgt: 

dxl  =  dy± ;  dxk  =  y1  dyk  -f  s/^        (jfe  =  2  . .  jp) 

und  das  System  (6)  niinmt  vermoge  der  Transformation  (20)  folgende 
Form  an: 

(21)  dXp+i  =  (01,,+*]  -f  &[>2,p+*]  H 


(fc  =  1,  2  .  .  »  —  jp). 

Darin  bedeutet  [a,J  die  Punktion,  in  die  sich  a/k  yermoge  der 
Substitution  (20)  verwandelt.  Da  die  a,&  der  Annahrne  nach  gewohn- 
liche  Potenzreihen  der  n  Grofsen  xt-  —  xt°  bedeuten,  so  sind  aticb.  die 
[a,  A]  gewobnlicbe  Potenzreihen  der  n  Grofsen 

(22)  y19  y&,  .  .  y,yp9  ^+1  -  ^+1  .  .  xn  -  xf. 

Es   seien   nun  ^t  .  .  ^_  p  die  Hauptintegrale  liinsicbtlich  y1  =  0   der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung 

n*—  p 


worin  j/2  .  .  ^  als  Konstante  betrachtet  werden;    die  ^/   sind  also  an 
der  Stelle 


p 


regular,  und  gehen  vermoge  y±  ==  0  bezw.  in  njp-j-/  fiber.  Ffihrt  man 
jetzt  in  das  System  (21)  die  ^/  statt  der  %+*  als  neae  Veranderliche 
ein?  und  beachtet  man?  dafs  die  Koeffizienten  der  Differentials  dy%  .  .  dy 
alle  mit  dem  Faktor  y1  bebaftet  sind?  so  reduzirt  sich  unser  System. 
in  der  That  auf  das  folgende: 

d^  =  d?  dips  =  0,  .  .  d^p  =  0, 

und  die  Integration  des  Systems  (6)  oder  des  JacoU'schen  Systems  (5) 
ist  sonach  mit  Hulfe  der  Variabelntransformation  (20)  auf  diejenige  der 
linearen  partiellen  Differentialgleicfaing  (23)  bewv.  des  zugehorigen  simul- 
tanen  Systems: 


(24)   -         =  [oi,p+i]  +  2/2  Kn+  J  H 


v.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem. 
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Die  Variabelntransformation  (20)  wollen  wir  kurz  als  die  ,tMayer'scIie 
Transformation"1)  bezeichnen. 

Das  vorstehende  wichtige  Resultat  lafst  sich  auch  unmittelbar  aus 
der  Betrachtung  des  Jacobi'sehen  Systems  (5)  ableiteB.  Puhrt  man 
namlich  in  dieses  System  statt  xl  . .  xp  mittels  der  Formeln  (20)  die 
neu  en  Independenten  y±..yp  ein,  so  erhalt  man  mit  Hfllfe  der  Beziehungen: 


VXp 


die  nachstehenden  transforinirten  Grleichungen: 

g         n^  gy. 

(23)  jr-  -f-  ^7i  ([^P+A]  +  2/2  [02,p+J  +  •  •  4"  yp  iap,p+*\)  $~z — ===  > 


Grleichzeitig  verwandeln  sich.  die  Hauptintegrale  li^Jin-p  des  Jacobi'schen 
Systems  (5)  in  Integrale  der  Grleichung  (23)  9  die  sich  durch  gewohn- 
liche  Potenzreihen  der  n  Q-rofsen  (22)  darstellen  lassen,  und  vermoge 
der  Substitution  yt  =====  0  bezw.  in  o/p+i,  %+s;  -  -  %n  ubergehen.  Wir 
wissen  aber;  dafs  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (23) ; 
wenn  man  darin  lediglich  die  Variabeln  yly  Xp+i,  ..  xn  als  Inde- 
pendente ,  die  j/2  .  .  yp  aber  als  konstante  Parameter  betrachtet  ?  ein 
und  nur  ein  System  von  Hauptintegralen  ^  . .  il>n—p  besitzt;  die  sich 
yermoge  y1  ==  0  auf  x^+i . .  xn  reduziren.  Die  Funktionen  Jit  miissen 
daher  bezw.  mit  $(  identisch  werden,  wenn  man  die  x±  . .  x9  durch 
ihre  Werte  (20)  ersetzt.  Auch  erkennen  wir  jetzt  hinterher?  dafs  die 
Integrale  ^/  der  Gleichung  (23)  die  Parameter  y%  .  .  yp  lediglich  in  den 
Yerbindungen  y^j  y^  ..  y^p  enthalten  konnen,  insbesondere,  dafs 
sie  gewohnliche  Potenzreihen  der  n  Grrofsen  (22)  sind,  und  dafs  die 
Koeffizienten  dieser  Potenzreihen  von  den  Parametern  y%  . .  yp  nicht 
abhangen. 

Damit  ist  folgender  Satz  bewiesen:       » 

»Die  Hauptintegrale  Mnsichtlich  yt  ==  0  der  linearen  pa/rtiellen 
DifferentialgleicJiung  (23)  verwandeln  sich  direU  in  die  Hauptintegrale 
des  Jacobi'schen  Systems  (5)  Mnsichtlich  x^  =  %^  . ,  xf  =  #/,  wenn  man 
die  yi  mittels  der  Formeln  (20)  wieder  durch  die  x  ausdriickt" 

Die  Integration  eines  p-gliedrigen  vollstdndigen  Systems  in  n  Inde- 


1)  Far  den  Spezialfall  n  «  3  wurde  diese  Methode  im  Wesentliclaen  bereits 
Du-Bois  Reymond  angegeben;  vgl.  Du-Bois  I,  II    Siehe  auch  Art.  367,  369, 
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pendenten  Jcommt  auf  diejenige  einer  einzigen  linear  en  partiellen  Differential- 
gleicliung  in  n  —  p  -f-  1  Independenten  Mnaus,  erfordert  also  je  eine  In- 
tegrationsoperation  der  Ordmmg 

n—p,  n—  p  —  1,  ..  3,  2,  1 
Kennt  man  n  —  p  beliebige  unabhangige  Integrale 

3/a,  •  •  KP;  ^+1^+2  -  -  O         0  =  1,  2  .  .  w  —  p) 


der  Gleichung  (23)  oder  was  dasselbe  besagt,  des  simultanen  Systems 
(24),  so  erbalt  man  die  Hauptintegrale  ^,  indein  man  die  n  —  p 
Relationen 

fifyi  -  •  VP,  VM  •  •  ^)  =  fi(0,  2/2  -  -  «p,  *i  -  •  *«-j»)     (i  =  1  •  •  »  -  P) 

nach  ^  .  .  fyn-p  auf  lost.  Diejenige  Losung  des  Jacobi'scben  Systems 
(5);  die  sich  vermoge  x±  =  x^  .  .  xp  =  ^°  auf  die  vorgeschriebene 
Funktion  <p(xp+i..xn)  reduzirt;  ergiebt  sick  dann;  indem  man  mittels 
(20)  die  yi  aus  der  Punktion  9?  (^  .  .  #»—  p)  eliminirt. 

86.  Wir  wollen  das  erbaltene  Resultat  durcb.  eine  geometriscbe 
Betracbtung1)  erlautern. 

Die  p  Grleiclmngen 

(26)  xl  =  V  .  .  xp  =  V 


definiren  im  Raurn  JSn  (#!••#»)  ^in®  ^  —  jp-fach.  ausgedebnte  ebene 
Pnnktmannigfaltigkeit,  die  mit  A  bezeicimet  werde.  Es  sei  P  ein 
beliebiger  auf  A  gelegener  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  .  .  xn°.  1st 
P  b.insicb.tlicli  des  Jacobi'sclien  Systems  (5)  yon  allgemeiner  Lage; 
d.  L  sind  alle  a/*  an  der  Stelle  xf  regular?  so  geht  durcb  P  eine 
und  nur  eine  Integral-^  des  unbescbrankt  integrabeln  Systems  (6), 
oder,  was  dasselbe  besagt,  eine  und  nur  eine  Cbarakteristik  Gp  des 
Jacobi'scben  Systems  (5)  hindurcb..  Diese  Cp  ist  definirt  durcb  die 
Gleicbungen 

(27)  a$+t  -  *,(»!-  V--*--*.0)     (»'=l..»-i>).     - 

Versteben  wir  unter  y%  .  .  yp  willklirliclie  Parameter,  so  stellen  die 
Gleicbungen 

(28)  x,  -  x^'  =  yk(x,  -  x^        (I  =  2,  .  .  j>) 

ein  System  von  p  —  l~facli  unendlicb  yielen  ebenen,  n  —  p  -j-  1-fach. 
ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  [in^.p^.i  dar,  die  samtlicb  die 
Mannigfaltigkeit  A  entbalten.  Wir  konnen  dieses  System  als  ein 


1)  Vgl.  Lie  Math.  Ann.  9. 

8* 
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,,BuscMc,  die  Mannigfaltigkeit  A  als  dessen  ,,Axe",  endlick  die  Grofsen 
2/2  .  .  yp  als  die  ,,Parameter"  des  Biisckels  bezeicknen.  Es  sei  nun  E 
irgend  eine  der  oo^"1  Mannigfaltigkeiten  (28);  unter  y^..yp  wolien 
wir  also  far  den  Augenbliek  bestimmte  numerisclie  Werte  verstehen. 
Setzen  wir  nock  zur  Abkiirzang 

(29)  xl  —  xf  =  yl 

so  konnen  wir  die  Grofsen 


(30)  yi9  tfp+i  .  -  xn 

als  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  E  interpretiren:  wir 
konnen  E  geradezu  als  einen  n  —  jp  -f-  1-fach  ausgedebnten  Eaum 
init  den  Punktkoordinaten  (30)  betrackten.  Der  Eaum  E  sclineidet 
nun  die  durck  P  gekende  Ckarakteristik  Cp  nack  einer,  nattirlicb  durcli 
P  gekenden,  einfach  ausgedebnten  Mannigfaltigkeit  (J7Kurveu);  in  der 
Tkat  stellen  ja  die  Gleicbungen  (27)  (28)  zusammen  ein  n  —  1  -gliedriges 
Gleickungensystem  dar.  Die  Definitionsgleicbungen  dieser  Kurve  lauten, 
in  Punktkoordinaten  des  Raums  E  gescbrieben;  folgenderinafsen: 

(31)  a*+.  =  h.(yv  ytf^.y^, 

Wir  erbalten  auf  diese  Weise;  entsprecbend  den  cx)72""^  Lagen  des 
Punktes  P  auf  der  JLxe  A,  im  Raunie  E  ein  System  YOU  n  —  $>-facb 
unendlicb  vielen  Kurven?  die  sicb  andererseits  als  Integralkurven 
eines  ganz  bestimmten  Systems  yon  n  —  p  gewobnlicben  Differential- 
gleicbungen  in  den  Variabeln  (30)  deuten  lassen;  dieses  simultane 
System  ist  nun  offenbar  das  System  (24),  wie  sicb  sofort  daraus  er- 
giebt;  dafs  die  Gleicbungen  (6)  in  dieses  System  ubergeben,  wenn  man 
darin  die  x±  .  .  xp  durcb  ibre  aus  (28)  (29)  oder  aucb  aus  (20)  folgen- 
den  Ausdriicke  ersetzt,  und  y%  .  .  yp  als  Konstante  bebandelt. 

Aus  dieser  Betracbtung  folgt  nun  wieder  wie  oben;  dafs  die 
recbten  Seiten  von  (31)  mit  den  Hauptintegralen  t^/;  der  partiellen 
Differentialgleicbung  (23)  binsicbtlicb  yl  =  0  identiscb  sind;  und  dais 
umgekebrt  aus  den  letzteren  Integralen  durcb  Elimination  der  y, 
mittels  (20)  die  Hauptintegrale  des  Jacobi'scben  Systems  bervorgeben. 
Diese  Elimination  gestattet  aber  jetzt  eine  anscbaulicbe  geometriscbe 
Deutung.  Denkt  man  sicb  namlicb  unter  Festbaltung  des  Punktes  P 
den  Parametern  y%  .  .  yp  alle  moglicben  Werte  beigelegt,  so  durcblauft 
die  Mannigfaltigkeit  E  der  Reike  nacb  alle  Mannigfaltigkeiten  des 
Biiscbels  (28),  m,  a.  W.?  sie  drebt  sick  urn  die  Axe  A,  wobei  sie 
oo  ^-1  Lagen  annimmt.  In  jeder  dieser  Lagen  entbalt  sie  eine  gewisse 
Kurve,  namlick  die  durck  P  gekende  Integralkurve  des  zugekorigen 
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simultanen  Systems  (25);  man  erJialt  solcherweise  oo^™1  von  P  aus- 
laufende  Eiirven,  welclie  die  durch  P  geliende  CharakteristiJc  Cp  des 
Jacobi'schen  Systems  (5)  eweugen. 

Wahlt  man  auf  der  Axe  A  eine  n  —  p  —  1-faeh  ausgedelinte 
Punktmannigfaltigkeit  M,  bestehend  aus  alien  Punkten  P(x1°  .  .  x^), 
die  der  Relation 

(32)  g>(q+1..x^=Q 

genfigen,  so  bilden  die  bezw.  durch.  die  Punkte  yon  M  hindurchgehenden 
Integralkurven  des  Systems  (25)  eine  in  E  gelegene  ^n—p.  Diese 
Pn—p  erzeugt,  wenn  E  mnerhalb  des  Biiscliels  (28)  alle  oo^™1  Lagen 
annimmt,  eine  Integralflache  des  Jacobi'schen  Systems  (5),  diejenige 
namlich,  welche  durcb  die  Grleichung 


dargestellt  wird  (Art.  69).  Wesentliche  Voraussetzung  dabei  ist;  dafs 
die  Gleichung  (32)  yon  y%  .  .  yp  vollkommen  unabhangig,  d.  h.  also; 
dafs  die  Mannigfaltigkeit  M  fur  alle  Mannigfaltigkeiten  E  des  Btischels 
(28)  dieselbe  sei. 

87.    1st   90(^2/2  -  .  ypXp+i  •  •  %n)   ein  Integral   der  Gleichung  (23); 
das  an  der  Stelle 
(33)  ^==0, 

regular  ist?  und  yermoge  yl  =  0  in  eine  yon  y%  .  .  yp  unabhangige 
Funktion  &(XP+I.  .  xn)  iibergeht;  dann  und  nur  dann  ist  (p  eine  ge- 
wohnliclie  PotenzreiHe  der  n  Grofsen  (22)  ?  mit  Koeffizienten;  die  yon 
den  Parametern  y%  .  .  yp  nicht  abhangen;  es  geniigt  ferner  auch  den 
partiellen  Differentialgleichungen  (25),  yerwandelt  sich  also;  wenn  man 
die  yi  mittels  (20)  durch  die  x-L  ausdriickt;  in  ein  an  der  Stelle  x^  .  .  xn° 
regulares  Integral  f(x^  .  .  xn}  des  urspriinglichen  Jacobi'schen  Systems 
(5),  und  geht  yermoge  xl  =  x^  .  .  xp  —  xp°  in  o  uber. 

Diese  Behauptungen  folgen  unmittelbar  aus  der  Zusammenstellung 
der  folgenden  drei  Thatsachen:  1)  das  Jacobi'sche  System  (5)  besitzt 
ein  und  nur  ein  Integral  f  mit  den  angegebenen  Eigenschaften;  2)  das 
Integral  f  verwandelt  sich  durch  die  Transformation  (20)  in  eine 
Losung  9  des  Jacobi'schen  Systems  (23)  (25),  die  yermoge  yl  =  0  in 
co  ubergeht  und  an  der  Stelle  (33)  regular  ist;  3)  die  Grleichung  (23) 
besitzt  ein  und  nur  ein  Integral  cp  mit  diesen  Eigenschaften. 

Kennt  man  nun  eine  Losung  cp  der  Gleichung  (23),  derart,  dafs 
die  Funktion  <p(0,  ya  .  .  ypxf+i  .  .  a?»)  yon  den  Parametern  j/2  .  .  yp  nicht 
unabh'angig  ist,  aber  mindestens  eine  der  Yariabeln  xp+i  wirklich 
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enthalt,  so  fragt  es  sich;  welchen  Nutzen  man  aus  dieser  Kenntnis  fur 
die  Integration  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  ziehen  kann. 

Es  seien  fa  .  .  ^»_p,  wie  friiher,  die  (unbekannten)  Hauptintegrale 
von  (23)  hinsichtlich  yt  =  0;  dann  lafst  sich  cp  in  folgender  Weise 
darstellen  : 


Die  reclite  Seite  dieser  Gleichung  enthalt  der  Voraussetzung  nach 
mindestens  eine  der  Grofsen  fa  etwa  ^;  durch  Auflosimg  nacli  fa 
erhalte  man: 


(34)  fa  =  &  (0, 

1st  die  Funktion  fa  von  den  ^  frei,  so  liaben  wir  das  Hanptintegral 
^  yon  (23),  und  damit  eine  Losung  von  (5)  gefunden;  im  entgegen- 
gesetzten  Falle  beachten  wir;  dafs  alle  ^  ancb  den  partiellen  Differential- 
gleiclinngen  (23)  (25)  gentigen?  dafs  also;  wenn  die  recliten  Seiten 
dieser  Gleichungen  mit  T^f  .  .  Ypf  bezeichnet  werden: 

(35) 

Der  Ausdruck  T1f^1  verschwindet  identisch,  da  fa  eine  Funktion  der 
Grofsen  j/2  .  .  yp,  9,  fa  .  .  tyn~p  allein  ist. 

Die  Relationen  (35)  sind  Gleichungen  in  den  Variabeln 

(36)  yl  .  .  yP9  xp+1  .  .  a?fl,  fa  .  .  ^^ 

und  verwandeln  sich  in  Identitaten?  wenn  man  die  $  durch  ihre  Aus- 
driicke  in  y1  .  .  ypXj,+i  .  .  xn  ersetzt  denkt.  Enthalten  also  die  Glei- 
chungen (35)  die  Grofsen  ^/  iiberhaupt  nicht;  so  sind  sie  identisch 
erfullt,  und  es  ist  dann  ^  ein  gemeinsames  Integral  des  Jacobi'schen 
Systems  (23)  (25),  wenn  man  die  ^  durch  beliebige  Konstante  ersetzt, 
liefert  also  nach  Elimination  der  y-L  mittels  (20)  eine  Losung  des  ur- 
spriinglich  gegebenen  Jacobi'schen  Systems  (5).  Im  entgegengesetzten 
Falle  lafst  sich  mindestens  eine  der  Gleichungen  (35)  nach  einer  der 
Groisen  ^  etwa  nach  ty2  auflosen;  es  sei 


diese  Auflosung.    Dann  bilden  wir  die  Gleichungen 

^==°    (<-l,2,..l». 


Es  sind  dies  Relationen  in  den  jprrofsen 
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enthalten  sie  die  ^  nicht,  so  sind  sie  identisch  erfullt,  und  #2  liefert 
eine  gemeinsame  Losung  des  Gleichungensystems  (23)  (25)  ;  also  auch 
des  Jacobi'schen  Systems  (5);  wenn  man  die  ^3  .  .  ipn—p  durch.  irgend 
welch  e  Konstante  ersetzt.  Im  entgegengesetzten  Falle  lose  man  eine 
der  Relationen  (37)  etwa  nach  ^3  auf  etc.  Solcherweise  gelangt  man 
schliefslich  entweder  zu  einer  Relation  der  Form: 


(38)  fa 

derart,  dafs  alle  Relationen 


von  fa+i.^fa^p  unabhangig  sind,  also  identisch  bestehen,  und  es  ist 
dann  %k)  wenn  man  darin  die  ty,  durch  irgend  welche  Konstanten  ersetzt, 
eine  Losung  des  Jacobi'schen  Systems  (23)  (25),  liefert  also  ein  Integral 
von  (5),  wenn  die  y  mittels  (20)  daraus  eliminirt  werden;    oder  man 
erhalt  ein  System  von  n  —  p  Gleichungen  der  Form  (38),  welche  alle 
^  als  Funktionen  der  Variabeln  yl  .  .  ypXp+i . .  xn  darznstellen  erlauben, 
und  findet  damit  alle  Hauptintegrale  der  Grleichung  (23),  mithin  auch 
alle  Hauptintegrale  \  . .  Jin-.P  des  Jacobi'schen  Systems  (5). 
Damit  ist  der  folgende  wichtige  Satz  bewiesen: 
Kennt  man  von  der  partieUen  Differentialgleichuny 

n~-~p 

°f    i     ^Sl  /r^       .   i    i    „,   r/v       .   i    i    .  .    i    ^   r^ 


eine  leliebige  Losung  (p(y1 . .  ypxp^i . .  #/t);  die  nicht  eine  FunMion  der 
Parameter  y%,  y%  . .  yp  all  ein  ist,  so  hann  man  daraus  mindestens  eine 
Losung  des  Jacobi'schen  Systems 


(5)  A,f.         +        «,.,+,  =  0        (j  _  1  .  .  P) 


durch  Uofse  Differentiationen  und  EUminationen  alleitcn. 

88.  Nach  dem  vorigen  Satze  erfordert  die  Ermittelung  eines  Inte- 
grals eines  j3-gliedrigen  vollstandigen  Systems  in  n  Variabeln  aufser 
gewissen  Differentiationen  und  Eliminationen  eine  Operation  n  —  p 
(Art.  51).  Kennt  man  von  einem  j7-gliedrigen  vollstandigen  System  ft 
unabhangige  L6sungen;  und  fuhrt  man  dieselben  statt  ebensovieler 
Variabeln  x  als  neue  Independente  ein;  so  verwandelt  sich  das  System 
in  ein  jp-gliedriges  vollstandiges  System  mit  nur  n  —  A  Variabeln; 
daraus  folgt; 
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Sind  von  einem  p-gliedrigen  vollstdndigen  System  in  n  Independenten 
I  unnbMngige  Losungen  von  vorneherein  bekannt,  so  erfordert  die  Auf- 
swdmng  eines  iveiteren  Integrals  eine  Operation  n  —  p  —  7c,  und  die 
Ermittelung  der  iibrigen  n  —  p  —  k—1  unablidngigcn  Losungen  je  eine 
Operation 

—  l}  n  —  p  —  7*  —  2,  .  .  3;  2;  1. 


89.  Wir  wollen  die  Satze  dieses  §  durch  zwei  Beispiele  erlautern. 
1)  Die  Koeffizienten  des  Jacobi'scten  Systems: 


_  _  g_  +  %  _  =  0 

sind  an  der  Stelle  0  .  .  0  regular;   wenden  wir  die  Mayer'sclie  Trans- 
formation 


(39)  xl  =  yx;  ^2  = 

an;  so  wird  die  erste  der  transformirten  Grleichungen: 

IL  -  Qya  +  y.)  g  +  (22/!2^  -  Sfc  V  +  yiy,  -  ^  g  =  0. 
Ihre  Hauptintegrale  hinsicttlidb.  y^  =  0  sind: 

^4  +  2/l22/2  +  2/12/3?   ^5  +  ^13?/S2  + 


also  besitzt  das  gegebene  Jacobi'scbe  System  hinsichtlich  xl  =  0?  #2  =  0, 
iU3  =  0  die  Hanptintegrale  : 


2)  Aitf  das  Jacobi'sche  System: 

V/        I      „>     ^g  "I     ^5       U  /     ^2  "T   '^5      ^/     _„..   A 


2a?2  1  +  xl     x±        l  +  ^i    9^5 

K  (  vuft    "~T~"    tt rt  j      r\~~ ""  ' "" ~    \J 

dx&       ^  2    J     tV  2^4 

lafst  sieh  die  Mayer'scbe  Transformation  (39)  ebenfalls  anwenden;  man 
erbalt  dadurch  die  transformirten  Grleicbungen : 
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o  =         ULL  —         y^y*  j9£ 


0  =  £!  _ 

Die  erste  dieser  Gleichungen  besitzt  das  unmittelbar  ersichtliehe 
Integral: 


sind  also  ^  und  ^2   die  Hauptintegrale  dieser  Gleichung  hinsichtlich 
yi  =  0;  so  hat  man: 


oder  also: 

^1  =^4  —  2/3^5 

Hieraus  folgt: 

EE2  0 

%)  +  ^2  =  0. 
Man  findet  also: 

^^-^(l  +  yj  +  y^h 

und  hieraus 


Das    ursprHngliche    Jacobi'sche    System    besitzt    darnacli    hinsichtlich 

xl  =  0;  ^2  =  0?  x$  =  0  die  Hauptintegrale  : 

^4     I     ^3V^2  ~T  ^Vj?    ^5     I     #1(^3  ~T  ^'o/' 

§  6.    Exakte  Gleichnngen  und  exakte  Differentiale. 

90.  In  diesem  §  sollen  die  Theorien  des  gegenwartigen  Kapitels 
fiir  den  Fall  p  =  n  —  1  noch  besonders  behandelt  werden.  Wir  be- 
trachten  zunachst  die  Annahme  p  =  27  n  =  3,  d.  h.  den  Fall  einer 
einzigen  Pfaff'schen  Gleichung 

(1)  A  ~~  adx  +  6rfy  +  cdz  ==  0? 

die  wir  unler  der  Voraussetzung  c  =|=  0  so  schreiben  wollen  : 

(2)  d$  =  B(xy8)  dx  +  K(xy#)  dy. 

Das  adjungirte  System  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
lautet  hier: 

(  3  )         xf  E^  |£  +  a"  -^  =  o  :   r/  -i  |^  +  JT  |^  =  o  . 

v  J  '       dx   l        oz         i        '       oy    ]        cz 
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Damit  dieses  System  vollstandig,  die  Gleichung  (2)  also  ;,unbesehrankt 
integrabel"  oder  ,,exakt"  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dais  fur 
jedes  Wertsystem  xyz: 


oder,  was  dasselbe  sagt;  dafs  die  Identitat: 

i       8b 


bestehe.  Sind  dann  die  Funktionen  H,  K  an  der  Stelle  ^Oy0^0  regular, 
so  besitzt  das  Jacobi'sche  System  (3)  ein  und  nur  em  an  dieser  Stelle 
regulares  Integral  (p(xyi),  das  sich  vermoge  der  Substitution 

(4)  x  —  a0,  y  =  y0 
identisch  auf  0  reduzirt,  also  die  Form 

<p  EH  e  +  5]$0  —  ^0?  y  —  y0,  fr  —  ^0) 

besitzt,  wobei  die  Potenzreihe  ^  yermoge  (4)  verschwindet.    Ist  jetzt 
x^y^  ein  Wertsystem   in  der  Umgebnng  von  ^02/o^o?   so 
die  Grleichung 

(5)  0  =  t  +  ^(^0  —  a?,  y0  —  y  ,  5  —  ^0) 
diejenige  Integralfunktion  ^  des  Mayer'schen  Systems 


die  sich  vermoge  (4)  auf  die  vorgeschriebene  Konstante  5  reduzirt. 
Ist  f(xy#)  irgend  ein  an  der  Stelle  xQy^  regulares  Integral  des 
Jacobi'schen  Systems  (3);  so  erhalt  man  die  Gleichung  ^0  =  g),  indem 
man  die  Relation 


(6) 

hinsichtlicli  ^0  auflost. 

Deuten  wir  xy#  als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Raumes  JS3, 
so  stellen  uns  die  Gleichnngen 

f(*y*)  =  o 

die  einfach  unendlich  vielen  Integralflachen  der  Pfaff'schen  Gleichung 
(1)  dar.  Der  Punkt  P(#02/0#0)  heifst  ein  Punkt  ?;allgemeiner  Lage" 
wenn  die  Punktionen  H,  K  an  der  Stelle  x^y^  regular  sind.  Durch 
jeden  solchen  Punkt  P  geht  eine  und  nur  eine  Integralflache  ;  sie  wird 
durch  (6)  dargestellt.  Denken  wir  uns  nun  durch  P  die  zur  #-Axe 
parallele  Gerade  gezogen;  und  betrachten  wir  das  Ebenenbiischel,  das 
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cliese  Gerade  zur  Axe  hat.    Eine  beliebige  Ebene  E  dieses  Biischels 
hat  die  Gleichung 

(7)  y  —  y<>  =  y(x  —  xQ) 

wo  y   einen  Parameter  bezeichnet.     Setzen  wir  noch 

(8)  x  —  x0  =  x 

so  konnen  wir  x   und  8  als  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Ebene  E  deuten;  offenbar  sind  dann 


gewohnliche  cartesische  Koordinaten  in  der  Ebene  E,  wobei  als  |-Axe 
die  Schnittlinie  von  E  mit  der  ^j/-Ebene?  als  £-Axe  die  durch  P  gehende, 
zur  #-Axe  parallele  Gerade  genonimen  ist.  Es  sei  nun  P'(#03/0#)  ein 
beliebiger,  auf  dieser  Geraden  gelegener  Punkt  allgemeiner  Lage.  Dann 
schneidet  die  durch  Pf  gehende  Integralflache  von  (3)  die  Ebene  E 
nach  einer  durch  P'  gehenden  Curve;  wir  erhalten  so,  entsprechend 
den  oo1  Lagen  des  Punktes  P'  einfach  unendlich  viele  Kurven  in  der 
Ebene  E,  Es  sind  dies  die  Integralkurven  der  gewohnlichen  Differential- 
gleichung 

(9)  J2  =  ^o  +  ^  y<>  +  x'y>  ^  +  y-  %(%o  +  ^  %  +  a?'y  ;  *) 

die  aus  (2)  entsteht;  wenn  man  darin  mittels  (7)  (8),  d.  h.  also  mittels 
der  Formeln 

(10)  X  =  XQ  +  X,    y  =  ij^xyf 

Xj  y  durch  x,  y'  ausdriickt;  und  y  als  Konstante  behandelt. 
Ist  jetzt 

®(xy'ti)  =  konst 

die  allgemeine  Integralgleichung  von  (9)?  so  stellt  die  Gleichung 

(11)  to  (a?Y^)  —  «  (0,^,3) 

in  den  Koordinaten  x',  $  die  durch  P'  gehende  Integralkurve  von  (9) 
dar.  Lost  man  die  zuletzt  hingeschriebene  Gleichung  nach  2  auf: 

I  ==  <ty(x,  y'z) 

so  ist  fy  das  Hauptintegral  hinsichtlich  x'  —  0  der  zu  (9)  adjungirten 
Gleichung 

|£  +  \S(x,  +  x,  2/o  +  *y,  *)  +  y'K(*o  +  *',  •  •)]  j-t  =  0. 
also  eine  gewohnliche  Potenzreihe  der  drei  Grofsen  $,  x'y'}  $  —  0°,  und 
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reduzirt  sich  unmittelbar  auf  das  oben  genannte  Integral  <p  des  Jacobi'schen 
Systems  (3),  wenn  man  die  x'y  mittels  (10)  eliminirt,  oder  geometrisch 
ansgedriickt:  Lafst  man;  ohne  den  Punkt  P'  zu  andern,  die  Ebene  E 
innerlialb  des  Biischels  mit  der  Axe  (4)  der  Reihe  nach  alle  oo1  Lagen 
annehmen,  so  wird  auch  die  von  Pf  auslaufende,  durch  (11)  definirte 
Integralkurve  der  Gleichung  (9)  der  Reihe  nach  oc1  Lagen  durch- 
laufen,  und  auf  diese  Weise  die  durch  P'  gehende  Integralflache  der 
exakten  Gleichung  (1)  erzeugen. 

91,  Wir  betrachten  ferner  eine  exakte  Gleichung  in  n  Variabeln: 


(12)  4  = 

I 

die  wir  unter  der  Annahine  an  ==  0  und  unter  Gebrauch  der  Be- 
zeichnungen 

ak 

so  schreiben  wollen: 

ft  '\\  /Y'V       —         /v     /7  /y          I       /v    /Y  /ly)      — iJ—    .    «    i— l-n..-    /V  «  // /y* 

\  -Lt-'  /  CvtA/'«      ~—    tt-<   VV»A/-(  lAovvvvO        1  p     (A«_^J  tv^t/7r«_1    . 

V,         /  '"  J,  1        I  4  &       I  |  /c,       A  «i        A. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  der  unbeschrankten 
Integrabilitat,  die  in  Art.  81  angegeben  wurden,  konnen  auch  in  der  Form: 

u  *KI.        G  os  •  ()  oc^.  o  *c 

n,  t  n  fl 

geschrieben  werden.  Sind  diese  Bedingungen  erfullt,  und  alle  cc,  an 
der  Stelle  x±  . .  xnQ  regular,  so  reduzirt  sich  die  Integration  des 
Jacobi'schen  Systems 

I  n 

auf  die  Integration  einer  einzigen  gewohnliche  Differentialgleichung: 
dxm 


worin  xn  die  unbekannte  Funktion;  ^  die  Independente,  endlich 
Parameter  bedeuten;  und 


gesetzt  wurde.    1st  namlich: 


10 


irgend   eine  Form   der   allgemeinen  Integralgleichung   von   (16),   und 
lost  man  die  Relation 
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<%i2/2  •  •  2/"-i<>  =  a>(0,#2  ..  y«-i#«') 
folgendermafsen  auf: 


so  verwandelt  sicb  cp'  direkt  in  das  Hauptintegral  tp  des  Jacobi'scben 
Systems  (15)  binsicbtlicb  XL  ==  a?1°  .  .  ^__x  =  #£—  i?  wenn  man  die  ^. 
mittels  der  Forrneln 


eliininirt. 

1st  f  irgend  em  Integral  des  Jacobi'scben  Systems  (15),  d.  b.  also 
eine  Funktion  yon  cp  allein;  so  besteben  Identitaten  der  Form: 

(17)  ag  =  Q(X^  oXn)-^        (i  =  1  •  •  n). 

Man  erkennt  sonacb,  dais  der  Pfaff'scbe  Ausdruck  4,  falls  die 
Bedingungen  (14)  erfullt  sind;  durcb  eine  einzige  Operation  1  auf  die 
Form,  gdf  gebracbt  werden  kann;  ist  f  gefunden,  so  ergiebt  sicb  Q 
aus  irgend  einer  der  Grleicbungen  (17). 

92.  Die  Integrabilitatsbedingungen  (40)  pag.  106  sind  erfiillt;  wenn 
die  Identitaten 


stattfinden.     Jetzt  ist  aber  nicht  nur  die  Gleichung  (12),  sondern  aucb 
die  folgende: 

(19)  iJ$  —  atdxl  —  —  andxn  =  0 

in  der  $  eine  n  +  lte  Independente  bedeutet;  nnbescbrankt  integrabel, 
d.  b.  die  adjungirten  Gleicbungen 

(20)  x/f-^  +  a^-O        (,•=,!..») 
bilden  ein  vollstandiges  System,  da  ja 


Sind  jetzt  alle  a/  an  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  regular,  und  verwandelt  sicb 
a,i  vermoge  der  Substitution 

(21)  x1  —  x^  +  2/A;  x%  =  ^2°  +  2/i  2/2  •  •  ^  =  $n*  4"  ViVn 

in  [aj,  so  kommt  die  Integration  von  (19)  auf  diejenige  der  Grleickung 

(22)  =  [a,]  +  &  M  +  •  •  +  y.W 
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hinaus.  Nennt  man  die  rechte  Seite  dieser  Grleichung  i^(y1..y/i])  so 
ist  diejenige  Integralfunktion  von  (22),  die  sich  fur  yl  =  0  auf  die 
Konstante  c  reduzirt,  durch  die  Grleichung 


(23)  *= 

0 

gegeben,  wenn  bei  der  Ausffikrung  der  Quadratur  die  y$  .  .  yn  als  Kon- 
stante behandelt  werden. 

Die  Funktionen  [at]  sind  der  Annahme   nach  in  folgender  Form 
darstellbar: 

00  00 

r     ,1   zm 


Deutet  man  nun  die  Werte  der  kornplexen  Variabeln  yl  =  |  +  ]/  —  1  •  7^ 
in  bekannter  Weise  als  Punkte  einer  Ebene  mit  den  cartesischen  Ko- 
ordinaten  |7  ^;  nnd  verbinden  wir  die  beiden  Punkte  0  und  yl  dieser 
Ebene  durch.  eine  beliebige  Rurve  (c),  die  lauter  Punkte  yt'  YOU  der 
Eigenschaft  enthalt?  dafs  die  Potenzreihen  [a,-]  an  der  Stelle 

?//,  2//%  •  •  J/i'y* 

regular  sind,  so  hat  das  Integral  (23)  bekanntlicli  einen  ganz  bestimmten 
Sinn,  wenn  (c)  als  Integrationsweg  gewahlt  wird;  auch  kann  man  die 
Kurve  (c)}  immer  unter  Beobachtung  der  soeben  ausgesprochenen  Be- 
dingung,  sonst  aber  beliebig  variiren,  okne  das  Resultat  der  Integration 
zu  andern.  Man  erhalt  durch  gliedweise  Integration 


wenn  gesetzt  wird: 

(!  +  2a/)  %  ••*  -<%.^     («,  -  0,  •  .  oo;  .  .  «.  -  (^  .  .  oo). 
Daher  ist  die  Punktion 

V==V1  +  y9Va  +  ..  +  ynVn 
eine  gewohnliche  Potenzreihe  der  n  Grrofsen 


und  die  Koeffizienten  dieser  Potenzreihe  hangen  von  y2  .  ,  yn  nicht  ab  ; 
also  yerwandelt  sich  V  yermoge  (21)  in  eine  an  der  Stelle  ^°  .  .  $* 
regulare  Funktion  von  ^  .  .  xn  und  man  hat  den  Satz: 


[93] 


§  6.    Exakte  Gleichujagen  und  exakte  Diiferentiale. 
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Bind  die  Bedingungen  (18)  erfuUt9  und  alle  at  an  der  Stelle  x^  ..xn° 
regular,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Funktion  /"(#!••  #«)?  die  an  jener 
Stelle  regular  ist,  daselbst  den  vorgeschriebenen  Wert  c  annimmt,  und 
der  Gleichung 

(24)  df=  ct1dxl  +•  a^dx^  -J-  .  .  -|-  andocn 

identisch  genugt. 

Der  Satz  folgt  auch.  leictt  aus  der  Existenz  eines  Hauptintegrals 
des  Jacobi'sohen  Systems  (20). 

Naturlieh  sind  die  Bedingungen  (18)  zum  Bestehen  einer  Identitat 
der  Form  (24)  auch  notwendig. 

93.  Wenn  die  Matrix 


(25) 


an 


lg 


0 


den  Bang  $wd  besitzt?  so  gilt  nach  Art.  27  dasselbe  YOU  der  Matrix 
(39)  pag.  106 ;  also  lafst  sich.  der  Pfaff'sche  Ausdruck  A  mit  Hulfe 
einer  einzigen  Operation  1  auf  die  Form  $df  bringen.  Die  Funktionen 
Q  und  f  sind  offenbar  von  einander  unabhangig;  denn  ware  p  in  der 
Form  ty(f)  darstellbar;  so  liefse  sich  eine  Funktion  F(f]  derart  be- 
stimmen;  dafs 


d.  L  z/  ware  ein  exaktes  Differential,  es  verschwanden  also  alle  a/*, 
und  die  Matrix  (25)  besafse  den  Rang  eiws.  Damit  ist  gezeigt: 

jyBesttst  die  Matrix  (25)  den  Rang  2,  dann  und  nur  dann  lafst 
sich  der  Pfaff'sche  Ausdruck  J  auf  die  ^Normalform"  Q  •  df  tyringen,  in 
der  die  beiden  FunJctionen  Q  und  f  von  einander  unabhangig  sind" 

,,Besit#t  die  Matrix  (25)  den  Hang  1,  dann  und  nur  dann  lafst 
sich  J  auf  die  Form  df  Iringen." 

Hat  man  in  dem  zuerst  genannten  Fall  irgendwie  zwei  ver- 
schiedene  Kormalformen  gdf  und  adcp  des  Pfaff'schen  Ausdrucks  /} 
ermittelt,  so  folgt  aus  der  Identitat 

j  $f  ^9^ 

oder    o  -^ —  ^^  (>  A — 

ohne  weiteres  das  Versckwinden  aller  2-reihigen  Determinanten  der  zu 
den  Funktionen  f  und  9?  gekorigen  Funktionalmatrix;  d.  h.  <p  ist  eine 
Funktion  ron  /  allein. 
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Aus  einer  speziellen  Normalform  gdf  des  Pfaff'schen  Ausdrucks 
d  erhalt  man  also  die  allgemeinste  Normalform  ady,  wenn  man  unter 

dF 

<p  eine  beliebige  Funktion  F(f),  iinter  <?  den  Quotienten  p  :  -jj  versteht. 

Die  Yerallgemeinerung  der  Eesultate  dieser  NT.  fiir  den  Fall,  dafs 
der  Eang  K  der  Matrix  (25)  beliebig  ist,  bildet  einen  der  Hauptgegen- 
stande  der  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems. 

94.  Eine  Funktion  ft-  von  der  Eigenscliaft,  dafs  der  Ausdruck  ^  4 
ein  exaktes  Differential  ist,  Heifst  ein  ,,Euler'sdier  MultipliMor"  der 
exakten  Gleichung  4  =  0.  Damit  p  ein  Euler'scher  Multiplikator  sei? 
ist  also  notwendig  und  hinreicliend;  dafs  die  Identitaten: 


erfiillt  sind.    Ist  gdf  eine  beliebige  Normalform  yon  J,  so  ist  —  ein 

Enler'scher  Multiplikator.  Ist  der  Quotient  zweier  verscbiedener  Mul- 
tiplikatoren  p,  p  nicnt  konstant;  so  kann  die  allgenieine  Integral- 
gleichung  der  exakten  Gleichung  A  =  0  in  der  Form 


SL  —  konst. 


geschrieben  werden. 

Der  Euler'scbe  Multiplikator  der  exakten  Gleichung  J  =  0  ist 
nicbts  anderes  als  der  Lie'sche  Multiplikator  des  adjungirten,  n  —  1- 
gliedrigen  vollstandigen  Systems  (Art.  63). 


Kapitel  III. 
Die  Klasse  eines  Pfaff'scheii  Aisdrucks. 

§  1.     Die  Invarianz  der  ZaMen  K,  %1?  x2. 
95.  Zwei  Pfaff'scbe  Ausdriicke  in  gleicbviel  Variabeln: 

(x±  x.2 . .  xn]  doc, 


(2)  J 

beifsen  ;/aquivalent<f;  wenn  eine  Variabelntransformation 


[96] 


§  1.    Die  Invarianz  der  2ahlen  %,  «n  ^2. 
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(3)  y,  =  9 

existirt,  welche  den  Ausdruck  z/  in  Ar  uberfuhrt,  vermoge  deren  also 
die  Identitat 

(5)  A'  =  4 

stattfindet.     Es  entsteht  die  Prage: 

Welches  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafiir,  dafs  zwei  Pfaff'sche  Ausdriicke  ^/  und  dr  Equivalent  sind?  oder 
etwas  anders  ausgedriickt:  Welche  Eigenschaften  eines  Pfaff'schen  Aus- 
drucks  z/  bleiben  bei  jeder  beliebigen  Punkttransformation  des  Raumes 
Rnfaxz . .  %n)  invariant? 

96.  Um  zunachst  eine  notwendige  Bedingung  fur  die  Aquivalenz 
zweier  Ausdriicke  A  und  z/'  aufzustellen;  betrachten  wir  gleichzeitig 
die  drei  fundamentalen  Matrices 


(A) 


(C) 


5     (B) 


0 


0     % 
—  0,0 


in  denen  die  a,# 


0>nl  ®n2   •  •    0 

wie  bisher;  die  Bedeutung 


dak 

0%; 


liaben;   und   die   wir  in  diesen  Vorlesungen  immer  als  die  ^Matrices 
(A)  (B)  (C)«  bezeichnen  wollen. 

Es  sei  x  der  Bang  der  Matrix  (A);  d.  L  also  die  Ordnung  der 
hoclisten,  nicht  identiscL.  verschwindenden  Unterdeterminanten  von  (A)-, 
diese  Zabl  x  lieifst  die  »Klasse  des  Pfaff'schen  Ausdruclcs  A".  Die 
Rangzahlen  der  beiden  scbiefsymmetrisclien  Matrices  (B)  und  (C)  sollen 
HX  und  %2  genannt  werden;  sie  sind  nach  Art.  27  durch  Angabe  von 
H  eindeutig  bestimmt;  ist  namlich.  x  einer  geraden  Zahl  2/1  gleicb;  so 
ist  ^x  =  x2  =  x]  ist  aber  x  =  2A  —  1,  so  ist  %  =  2  A,  H2  ===  2A  —  2; 
und  immer  hat  man 


y  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem. 
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Wie  man  die  Zahlen  *,  K^  ^  ermittelt,  falls  der  Pfaffsche 
Ausdruck  J  "beliebig  gegeben  1st,  wurde  in  Art.  30  auseinander- 
gesetzt, 

97.  Urn  die  Symbolik  der  Theorie  der  Pfaff'schen  Aggregate  ge- 
brauchen  zu  konnen,  fuhren  wir  wie  fruher  die  Bezeichnungen  em: 

(i,  K)=  —  (A,  0  =  a«        (i,  *«=!..»); 
aufserdem  setzen  wir  noch: 

(0,*)  =  —  (<,0)  =  a,     (i  =  l..w). 
Die  Bedeutung  des  Pfaff'sclLen  Aggregats 


worin  die  S»-  irgendwelche  Zahlen  der  Reihe  0,  1?  .  .  n  bedeuten,  ist 
dann  aus  dem  §  2  des  ersten  Kapitels  ohne  weiteres  zu  entnehmen. 

Ist  nun  znnachst  die  Klasse  K  des  Ausdrucks  J  gkich  2  A,  so 
konnen  wir  nach  Art.  28;  ohne  die  Allgememheit  zu  beschranken  ,  die 
Voraussetzung  machen?  dafs  insbesondere  das  Pfaff'sche  Aggregat: 

P  =  (1,2,..2A—  1,2  A) 

nicht  identisch  null  sei;  notigenfalls  lafst  sich.  dies  ja  immer  dadurch 
erreichen,  dafs  wir  die  Yariabeln  x  des  Problems  von  vornelierein 
passend  numeriren.  Ferner  diirfen  wir  annelimen7  dafs  nicht  alle 
Pfaff'schen  Aggregate 

JTM,     JT2,o?     •  •     JTaa.o     (vgL  pag.  38) 

identisch  verschwinden.    In   der  That  hat   man  ja  nach  Art.  31   die 

Identitaten 

n 

nil*  +  at   P  =  Q    (i  =  l..n). 

Verschwanden  also  alle  Aggregate  71,0,  so  verschwanden  entweder  alle 
a/  oder  die  Funktion  P  identisch,  Wir  konnen  nun  offenbar;  ohne 
die  Allgenieinheit  zu  beschranken?  insbesondere  die  Funktion 


als  nicht  identisch  verschwindend  voraussetzen. 

Der  Fall  K  =  2  A  ist  also  nach  Art.  38  vollstandig  charakterisirt 
durch  die  Bedingungen: 


(6)        [  (1,  2, . .  2  A ,  p,  0)  =  0 ;  9;  <>  -  07  2  A  +  1,  2  A  +  2, . .  n. 

Ist  ferner  ^  =  2 A  —  1;  so  diirfen  wir  nach  Art.  28  die  beiden  Aggregate: 
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als  nicht   identisch   verschwindend   annehmen.    Darnach  ist  der  Fall 
x  —  2  A  —  1  durch  die  Sedingungen 

(P'=|=0;     0=|=0; 

1(1.  2, . .  2  A  —  2.  p.  0)  =  0;  p.  ff  =  2A  —  1.  2L  .  .  n 

>  \     7       /  7   >  7       /  j     *  7  // 

vollJcommen  cliardkterisirt 

Die  Zahl  H  ist  naturlich  niemals  grofser  als  die  Variabelnzahl  n. 

Im  Falle  x  =  n  unterliegen  die  Funktionen  at  und  die  aus  ihnen 
abgeleiteten  Funktionen  a^  gar  keinen  Bedingungs^fe^A'W^m;  ein 
Pfaff'scher  Ausdruek  A,  dessen  Klasse  gleich  der  Variabelnzahl  ist, 
heifst  aus  diesem  Grrunde  ein  ;?bedingungsloser"  Ausdruek;  ist  dagegen 
K  <  n,  so  wird  A  ein  ??bedingter"  Ausdruek  genannt. 

98.  Wir  behaupten  nun:  Die  Klasse  K  ist  eine  Invariante  des 
Pfaff'schen  Ausdrucks  A  gegenuber  leliebigen  Punhttransformationen, 
m.  a.  W.:  verwandelt  sich  A  vermoge  der  Varidbelntransformation  (3) 
(4)  in  A',  so  Tiesitzt  A ',  als  Pfaff'scher  Ausdruek  in  den  neuen  Variabeln 
yi  betrachtet,  dieselbe  Klasse  wie  A. 

Um  unsere  Behauptung  zu  beweisen;  beachten  wir  die  aus  (5) 
folgenden  Grleichungen: 

(8)  af  = 

die  identisch  bestehen,  wenn  die  yi  durch  die  Funktionen  <p/  ersetzt 
werden.     Wir  erhalten  hieraus: 


/1-n 

(ii)  ^ 

wenn  gesetzt  wird 


Aus  (11)  folgt,  dafs  die  Matrix  (C)  durch  zeilenweise  Komposition 
(pag.  42;  Anrn.)  der  folgenden  beiden  Schemata  entsteht: 

9* 
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[98] 


(12) 


(13) 


8y<  V 

^  "  2 


Es  sei  D  diejenige  t>-reihige  Unterdeterminante  von  (C),  in  deren 
Elementen  sich  die  Zeilen  mit  den  Indices  %%  . .  iv  und  die  Spalten 
\J%..  kv  schneiden.  Dann  entsteht  D  durch  zeilenweise  Komposition 
der  beiden  v-zeiligen  Schemata: 


Nach  einem  bekannten  Determinantensatz  ist  also  D  gleich  der  Snmme 
aller  Produkte  ans  je  einer  ^-zeiligen  Determinante  Ton  (14)  in  die 
entsprechende  ^-zeilige  Determinante  von  (15).  Das  Schema  (14)  entsteht 
nnn  aber  seinerseits  dnrch  Zeilenkomposition  der  folgenden  beiden: 


5  - 
(7  «,. 


(s  =  1  . .  v). 


Jede  v~reihige  Determinante  der  Matrix  (14)  ist  also  naah  dem  soeben 
angeMirten  Determinantensatz  gleich  einer  Snmme  von  Produkten  ans 
je  einer  v-reihigen  Determinante  ron  (16)  in  eine  v-reihige  Determinante 
von  (C').  Schliefslich,  erkennen  wir,  dafs  D  gleich.  einer  Summe  von 
Produkten  ans  je  drei  Faktoren  ist;  der  erste  Faktor  ist  jedesmal  eine 
v-reihige  Determinante  der  Matrix  (C');  die  beiden  andern  Faktoren 


[98] 


§  1.    Die  Invarianz  der  Zahlen 
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sind  r-reihige  Determinanten,  die  dem  Schema  (13)  entnommen  warden. 
Verschwinden   also   alle    v-reihigen  Determinanten  von  (C')   identisch, 
so  verschwinden  aucli  alle  ^-reibigen  Determinanten  von  (C). 
Aus  der  Identitat  (5)  folgen  aber  auch  die  Grleichungen 


(17) 


welche  identisch  bestehen,  wenn  man  darin  die  Xi  durch  die  rechten 
Seiten  der  Grleichungen  (3)  ersetzt.  Demnach  bleiben  die  Formeln 
(8) — (11)  richtig,  wenn  man  darin  uberall  die  Buchstaben  a  mit  J, 
und  x  mit  y  vertauscht.  Wir  schliefsen  daraus  genau  wie  vorhin: 
Verschwinden  alle  i/-reihigen  Determinanten  von  (C)7  so  gilt  dasselbe 
auch  von  alien  v-reihigen  Determinanten  von  (C'). 

Die  Leiden  Matrices  (C),  (C')  "besitsen  also  denselben  Eang  xa. 

Aus  den  Identitaten  (8)  (11)  folgt  ferner,  dafs  die  Matrix  (B) 
durch  zeilenweise  Komposition  der  folgenden  beiden  entsteht: 

10        0      •  •      0 
ri     8ya  0ys 


(18) 


0 


G  y±      c  t/2 

(J          ~Z '          "7^  "     * 


2'' 


^T    ^  yj 
^.'  1)^  — i 

j/li         0  X  ^ 


Die  zuletzt  hingeschriebene  Matrix  aber  ergiebt  sich  ihrerseits  durch 
Zeilenkomposition  des  Schemas  (18)  mit  dem  folgenden: 

0       &!         \         .    .       In 
0  &  -    -       *t 


(B') 


0 


Ganz  ahnlich  wie  vorhin  schliefst  man  jetzt:  verschwinden  alle  v- 
reihigen  Determinanten  in  (B')?  so  verschwinden  auch  alle  i/-reihigen 
Determinanten  in  (B).  Da  sich  nun  aus  den  Identitaten  (17)  die  Um- 
kehrung  dieser  Thatsache  in  ganz  ahnlicher  Weise  ergiebt ;  so  folgt, 
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dafs   die   beiden  Matrices  (B)  (B')    denselben  Rang  %  besitzen.    Die 
Klasse  von  A1  ist  also  in  der  That  gleich  der  Klasse  von  /^;  namlich 

1 

gleich  Y  (%  4"  ^ay- 
Die  Zahlen   ^  und  %2   sind  ebenfalls  Invarianten  des  Pfaffschen 

Ausdrucks  A  gegeniiber  beliebigen  Punkttransformationen ;    sie   sind 

aber  durch  Angabe  von  %  schon  mitbestimmt,  und  es  gentigt  sonach, 

die  eine  invariante  Zahl  x  zu  betrachten. 

Damit  0wei  Pfaff'sche  Ausdruclte  /I  und  A'  dquivalent  seien,  ist 

nach  dem  soeben  Bewiesenen  jedenfalls  notivendig,  dafs  sie  dieselbe  Klasse 

K  besiteen.    Im  Laufe  des  ndchsten  Kapitels  wird  sich  herausstellen,  dafs 

diese  Sedingung  0ur  Aquivalenz  auch  hinreicM. 


§  2.    Die  Frobenius'schen  Satze.1) 

99.  Wir  fragen :  „  Wie  andert  sich  die  Klasse  eines  Pfaff'sclien  Ausdrucks 

II)                                                                     /i   ~  "l-:."         ^^     ft  •(  *Y    W  sy     \ /J /Y* . 

\  JL  I  <£-*       jf  .    Lvf  \  lAS-i  <X/o    .    .   vLtyi)  (AJtA/i* 

wenn  man  ilin  mit  einer  nicM  identiscJi  verschwindenden  Funldion 
Q(XIX^..X^)  multipligirt?"  oder  anders  ausgedruckt:  ,,Ist  %  die  Klasse 
von  z/;  und  setzen  wir: 

welches  ist  die  Klasse  von  z/'"? 
Aus  den  Blementen 

da-        da,!  .         ^rt  an  . 


bilden  wir  die  schiefsymmetrische  Matrix 

0      a/    a*     .  .    a^ 


(2) 


a2 


0 


Der  Kang  dieser  Matrix  wird  nach  Art.  12  nicht  geandert,  wenn  man 
alle  ihre  Elemente  mit  Q  dividirt?  ferner  die  mit      og  Q  multiplizirte 

0  *K' 


erste  Zeile  zu  der  i  +  ltett  Zeile,   sowie  die  mit       *?£   multiplizirte 

8^  * 

erste  Spalte  zu  der  k  •+  ltea  Spalte  addirt,    und  diese  Inderung  fflr 
alle  Indices  i,Tc  =  1 . .  n  durchfiihrt. 

1)  Erobenius  I  und  II 
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Durch  diese  Umformungen  verwandelt  sich  aber  die  Matrix  (2)  in 
die  Matrix  (B),  ihr  Rang  ist  also  gleich  ^.  Demnach  ist  die  Klasse 
von  ^/'  entweder  xl  oder  x{  —  1  und  wir  haben  die  Satze: 

1)  Ist  die  Klasse  x  von  4  eine  gerade  Zahl  2  A,  so  ist  diejenige 
des  Ausdrucks  $4  entweder  gleich  x  oder  gleich  x  —  1. 

2)  Ist  die  Klasse  x  des  Ausdrucks  J  eine  ungerade  Zatil,  so  "besit&t 
yd  entweder  die  Klasse  x  oder  die  Klasse  x  -f-  1. 

Darnach  bleibt  die  Klasse  eines  bedingungslosen  Ausdrucks  mit 
ungerader  Variabelnzahl  durch  Multiplikation  mit  einem  beliebigen 
Faktor  stets  ungeandert. 

100.  Das  vorstehende  Resultat  lafst  sich  fur  die  einfachsten  Falle 
x  —  1  und  x  =  2   direkt  verifiziren.    In   der  That  kann  nach  Nr.  93 
ein  Pfaff'scher  Ausdruck  z/  der  Klasse  zwei,  und  nur  ein  solcher,  auf 
die  Form  tidy  gebracht  werden,  worin  die  Funktionen  tf  und  <p  von 
einander  unabhangig  sind;  multiplizirt  man  nun  4  mit  einem  Euler'sehen 
Multiplikator   (Art.  94);   dann   und   nur   dann  wird  ft  •  Zl   mit   einem 
exakten  Differential   identisch;   erhalt   also   die  Klasse   1;   multiplizirt 
man  aber  ^/  mit  einer  beliebigen  Funktion  Q,  so  verwandelt  es  sich 
in  Qtidtp,  worin  die  Funktionen  Q  •  <?  und  g>  unabhangig  sind,   behalt 
also  die  Klasse  2.  Multiplizirt  man  ferner  ein  en  Ausdruck  der  Klasse  1; 
d.  h.  ein  exaktes  Differential  df,  mit  einer  Funktion  #(/"),   so   ver- 
wandelt er  sich  wieder  in  ein  exaktes  Differential  dF  —  ty(f}df;  durch 
Multiplikation  mit   einer  beliebigen  Funktion  Q  dagegen  erhoht  sich 
seine  Klasse  um  eine  Einheit. 

Als  eine  weitere  Anwendung  des  obigen  Satzes  geben  wir  noch 
folgendes,  leicht  zu  verifizirende  Theorem: 

Ist  ein  Pfaff'scher  Ausdruck  z/r  in  n  —  1  Variabeln 

.  xn~i)d%i 

mit  der  Klasse  x  vorgelegt,  und  bedeutet  xn  eine  nte  unabhangige 
Variabele;  so  besitzt  der  Ausdruck  xn  *  A'  die  Klasse  x  oder  K  +  1? 
je  nachdem  x  gerade  oder  ungerade;  seine  Klasse  ist  also  unter  alien 
Umstanden  gerade. 

101.  Wir  bezeichnen  zwei  Pfaff'sche  Gleichungen: 


(3)  <      4  =    >  ai(xtx^ . .  x^dXi  =  0 
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als  aguivdlent,  wenn  erne  Variabelntransformation  existirt,  vermoge 
deren  die  eine  dieser  Gleichungen  in  die  andere  libergefiihrt  wird, 
vermoge  deren  also  eine  Identitat  der  Form 


stattflndet.  Each  Art.  99  wird  nun  die  Invariante  ^  des  Pfaff'schen 
Ausdrucks  niclit  geandert,  wenn  man  J  mit  einer  beliebigen  Funktion 
Q  multiplizirt.  Darnach  ist  %  eine  fur  die  Pfaff'sche  Gleicliung  A  =  0 
charakteristische  Zahl;  ist  J'  —  0  eine  mit  z/  =  0  aquivalente  Grlei- 
cliung^  so  besitzt  der  Ansdruck  zf  wiederum  dieselbe  Invariante  %t; 
m.  a.  W.: 

,,Der  Eang  %   der  Matrix  (B)  ist  eine  Invariante  der  Pfaff'schen 
Gleichung  A  =  0  gegeniXber  alien  Punkttransformationen  des  Eawncs 


Wir  wollen  diese  Zatl  kurz  als  den  Eang  der  Pfaff'sclien  Glei- 
chung bezeiclmen. 

Demit  #wei  Pfaff'sche  Gleichungen  in  gleicJi  viel  Variabeln  aquivalent 
seien,  ist  also  jedenfdls  notwendig,  dafs  sie  denselben  Eang  %  lesti&en. 
Im  naclisten  Kapitel  wird  sick  zeigen,  dafs  diese  Bedingung  auch 
hinreicliend  ist. 

Schreiben  wir  die  Pfaff'sche  Grleichung  (3)  unter  der  Voraus- 
setzung  an  E:^  0  in  der  Form: 

(4)  dxn  —  a±dx±  —    —  an-.idxn~i  =  0  (at  E^  --  -} 

und  setzen  wir 

_  daf         8cck  da.  dec, 

^^^-^  +  ^-^       ftft-l.-n-l) 

bezeichnet  ferner  21  den  Rang  der  schiefsymmetrischen  Matrix^ 
\\au\\        (t,J—  l..n  —  1) 

so  besitzt  ,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Pfaff'sche  Gleichung  (3)   oder 
(4)  den  Rang  21  +  2]  der  Rang  siner  exakten  Gleichung  ist  2. 

102.  Den  Satzen"  des  Art.  99  lassen  sich  analoge  an  die  Seite 
stellen,  die  sich  auf  die  Anderung  der  Klasse  x  bei  Addition  eines 
exakten  Differentials  d&  beziehen.  S'etzt  man 


also: 
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so  folgt: 

,         S  a.'        d  af 


Der  Rang  der  Matrix  (C)  bleibt  also  ungeandert,  wenn  man  zu  dem 
Ausdruck  z/  ein  beliebiges  esaktes  Differential  hinzufiigt,  und  man  hat 
die  Satze: 

1)  1st  die  Klasse  x  von  A  erne  gerade  ZaJil,  so  ist  die  Klasse  des 
Pfaff'schen  Ausdrucks  ^f  -f-  dSl  entweder  %  oder  %  -j-  1. 

2)  Ist  die  Klasse  %  von  4  ungerade,  so  fiesit^t  der  Ausdruck  J  -f-  ^^ 
die  Klasse  n  oder  %  —  1. 

Die  Klasse  eines  bedingungslosen  Ausdrucks  mit  gerader  Variabeln- 
zalil  bleibt  bei  Hinzufiigung  eines  Differentials  stets  ungeandert. 

Addirt  man  z,  B.  zu  einem  Ausdrnck  der  Klasse  1,  d.  k  zu  einem 
Differential  df  ein  beliebiges  anderes  d&,  so  erhalt  man  wiederum 
einen  Ausdruck  d(f  -}-££)  der  Klasse  eins;  addirt  man  aber  d(  —  f), 
so  entsteht  ein  Ausdruck  der  Klasse  0;  d.  ti  ein  identisch  versehwindender 
Ausdruck. 

Ferner  verifizirt  man  leictt  folgende  Behauptungen  : 

Ist  z/  ein  Ausdruck  der  Klasse  2;  also  yon  der  Form  gdf,  so  ist 
die  Klasse  des  Ausdrucks  $df  -\-  d&  gleich  zwei  oder  gleicli  drei;  je 
nachdeni  i£  eine  Funktion  von  Q  und  f  allein  ist,  oder  nicht. 

Ist  ein  Pfaff'scher  Ausdruck  Jr  in  n  —  1  Variabeln  xt..xn—i 
und  mit  der  Klasse  x  gegeben,  und  bedeutet  xn  eine  nt&  unabhangige 
Veranderliche,  so  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks  dxn  -j-  4'  gleich  %  oder 
K  +  1;  je  nachdem  x  ungerade  oder  gerade  ist;  in  alien  Fallen  also 
eine  ungerade  Zahl. 

103.  Urn  von  den  Resultaten  dieses  §  eine  weitere  Anwendung  zu 
geben,  schicken  wir  folgende  Bemerkungen  voraus,  die  sich  unmittelbar 
aus  Art.  31  und  32  ergeben: 

1)  Die  Klasse  x  des  Pfaff'schen  Ausdrucks  J  ist  gerade  oder  un- 
gerade, je  nachdem  die  lineare  Gleichung 


(5)  aJi  +  a^  -\  ----  h  0»i»  =  0 
eine  Folge  (Art.  9)  des  Gleichungeiisystems 

(6)  flfiSi  +  ^-afe  H  ----  h  a/»5n  =  io^/:     (i  =  1  •  -  w) 

ist,  oder  nicht. 

2)  Die  Klasse  x  des  Pfaff'schen  Ausdrucks  d  ist  ungerade  oder 
gerade,  je  nachdem  die  Grleiclmng  |0  =  0  eine  Folge  des  Systems  (6)  ist, 
oder  nicht. 
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104.  Wir  betrachten  nun  einen  Jiomogenen"  Pfaff'schen  Ausdruck 
(1),  d.  h.  einen  solchen,  dessen  Koeffizienten  a,  alle  in  den  Variabeln 
x  homogen  derselben  Ordnung  g  sind,  also  den  Euler'schen  Identitaten  ; 

(7)         *i        +  *»        +  -'  + 


Geniige  leisten. 
Setzen  wir 

(8)  x^  +  2^2  +  —  h  xnan  =  a, 

so  folgt  durch  Differentiation: 

S  o>^  8  #2  d  an  da 

*i  g^;  +  a*  g^H      h  ^  ^  +  0*  =  g^> 

also  durch  Subtraktion  von  der  Gleichung  (7): 

(9)  0*101  +  a^Xz  -|  ----  1-  aiwa?tt  =  (gr  +  1)  at  —  -       (*  =  1  .  .  n). 


Aus   diesen  Gleichungen   ergeben  sich   der  Reihe  naclt   folgende 
Thatsaclaen: 

1)  1st  die  Function  a  =  1,  *)  so  ist  g  =  —  1  ,  und  die  Klasse  % 
des  homogenen  Ausdrucks  A  ungerade. 

Denn  a  ist  tomogen  der  Ordnung  g  ~j~  1}  also  ist  g  =  —  1  ;  ferner 
hat  man  jetzt  wegen  der  Gleichungen  (9): 

a!Xl   -\  ----  H  UnXn    ^  1 

(10)  a/i^  +  —  f-  a/»««  ^0        (i  =  1  .  .  n). 

Das  Wertsystem  |4-  =  xtf  §0  =  0  erfullt  also  die  linearen  Gleichungen 
(6);  nicht  aber  (5),  also  ist  die  letztere  Gleichung  keine  Folge  yon 
(6)  (Art.  10). 

2)  Ist  a  =  0,  aber  g  4s  —  1;  ^o  is£  dfe  Klasse  H  des  homogenen 
Ausdrucks  J  gerade. 

Denn  aus  (9)  folgt  jetzt: 

anxi  -|  ----  1-  ainxn  =  0  +  l)ar,      (i  =  1  .  .  n) 

also  werden  die  Gleichungen  (6)  durch  die  Werte  &  =  #*  und  den 
nicht  verschwindenden  Wert  |0  ==  ^  -f-  1  erfullt,  d.  h.  §0  ==  0  ist  keine 
Folge  von  (6). 

3)  Ist  H  gerade3  und  a  nicht  identisch  null,  so  "besitst  der  homogene 
Pfaff'sche  Ausdruck 

(11)  ~  (%  dXi  -I  ---- 
die  Klasse  K—\. 


1)  oder  ~  einer  nicht  verschwindenden  Konstanten. 
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Denn    dieser  Ausdruck  geniigt   den  Bedingungen  des  Satzes    1), 
also  ist  seine  Klasse   ungerade,  mitliin  nach  Art.  99  1)  gleich  K  —  1. 
Als  Korollar  folgt  hieraus: 

4)  Ist  die  Pfaff'sche  Gleichung 

A  EEE  %  dx1  -J-  .  .  -J-  andxn  =  0 

exakt,  sind  ferner  die  ai  alle  Jiomogen  derselben  Ordnung,  und  ist  die 
FunUion  a  =  2  atxi  nicU  identisch  null,  so  ist  —  ein  Euler'scher  Mul- 

tiplikator  dieser   Gleichung  ,    d.  li.   der  Ausdruck  (11)  ist  ein    exaldes 
Differential, 

5)  Ist  die  Klasse  K  des  homogenen  Ausdmcks  /I  linger  ade,  und  ist 
g  nicht  gleich  —  1,  so  ist  die  Klasse  des  (homogenen]  Ausdrucks 


- 

9  +  ! 

gleich  K  —  1. 

Denn  schreibt  man  d'  in  der  Form  21aldxl,  so  folgt 


3**, 

hieraus  erhalt  man  init  Eiicksicht  auf  (7)  sofort: 


d.  h.  z/'  erfiillt  die  Bedingungen  des  Satzes  2);  seine  Klasse  ist  also 
gerade,  mithin  nach  Art.  102  2)  gleich  K  —  1. 

Als  Korollar  ergiebt  sich  hieraus: 

6)  Ist  z/  ein  homogener  Pfaff'scher  Ausdruch,  uncl  gleichgeitig  ein 
exaktes  Differential,  so  hat  man,  falls  g=^=  —  1  ist: 


VerschwiDdet  also  die  Funktion  a  identisch ;  ohne  dafs  dies  fur  sarnt- 
liche  Koeffizienten  a-L  der  Fall  ist?  so  kann  A  nur  dann  ein  exaktes 
Differential  sein;  wenn  g  =  —  1  ist. 

7)  Ist  a  =  Q,  und  n  ungerade,  so  ist  die  Klasse  K  des  homogenen 
Ausdrucks  ^/  Kleiner  als  n. 

Denn  die  Identitaten  (8)  (9)  zeigen  jetzt;  dafs  die  linearen  Glei- 
chungen  (5)  (6)  das  Losungensystem  ii==^>  10  =  ^+1  besitzen; 
nach  Art.  11  ist  also  der  Rang  ^  der  zu  J  gehorigen  Matrix  (B) 
(Art.  96)  kleiner  als  n  +  1?  mithin;  da  er  gerade  ist?  auch  kleiner  als  n; 
und  unsere  Behauptung  folgt  aus  der  Thatsache  K  <£  ^ . 
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8)  1st  <d  Iwmogen,  ferner  a  =  Q,  und  g  =  —  1,  so  1st  K  <  n. 
Denn  aus  (10)  folgt,  dafs  der  Rang  %  der  Matrix  (C)  (Art.  96) 

kleiner  als  n  ist.  1st  also  n  gerade,  so  ist  x  <  n;  fur  ungerades  n 
ist  die  Behauptung  schon  erwiesen. 

9)  Ist  d  Jiomogen,  a  E^  0,  g  =j=  —  1;  n  gerade  und  x  =  n,  ledeutet 
ferner  w  irgend  eine  Jiomogene  Function  der  Ordnung  ff  -\-  1,  so  ist  die 

Klasse  des  Ausdrucks  —  J  gleich  n  —  1. 

Denn  dieser  Ausdruck  erfiillt  die  Bedingungen  des  vorigen  Satzes, 
also  ist  seine  Klasse  <  n,  mittdn  nach  Art.  99  gleich  n  —  1. 

105.  Die  vorstehenden  Satze  sollen  nun  auf  den  homogenen  Ausdruck 

(12)  ^  E^E  a1dxl  -f-  a%dx2  -f-  a$dx% 

angewendet  werden;  wobei  die  a-,  ganzrationale  homogene  Funktionen 
zweiten  Grades  der  drei  Variabeln  %iX%x%  bedeuten. 

Wir  haben  jetzt  die  Falle  %  =  1,  2;  3  zu  unterscheiden. 

Der  Fall  ^  ==  1  erledigt  sich  nach  Satz  6)  der  vor.  Nr.  Im  Falle 
K  =  2  setzen  wir  wiederum 


1st  a  nicht  identisch  null,  so  ist  nach  Satz  3)  der  Ausduck  —  z/  ein 

J  J  a 

exaktes  Differential  df,  d.  h.  z/  hat  die  Form  adf,  mid  die  Funktionen 
a  und  f  sind  unabhangig. 

Ist  a  =  0;  so  ist  nach  Satz  2)  K  notwendig  gleich  2,  d.  h.  die 
Gleichung  z/  =  0  ist  exakt,  und  die  at  erfiillen  nach  Art.  81  die  Be- 
dingung 

(13)  %  a23  +  a2  aB1  +  aBa^  ^  0. 


Die  a**  sind  ganzlineare  homogene  Funktionen  von  a?1?  ^2;  a?8.  Dasselbe 
gilt  also  auch  Ton  den  Ausdrticken 

(14)  A,  =  y  fljj  +  7^;  ^  HZ  -J-  %  +  A^;  ^  EHE  1  a12  +  7t^, 
wo  7&  eine  beliebige  Konstante  bedeutet;  man  hat  daher 

(15)  Ai  =  C^Xi  +  C^X2  +  08/0$  (*  ==  1;  2;  3)' 

Die  Gleichungen  (9)  liefern  hier  mit  Rticksicht  auf  (14) 


also 

a±  z 

Umgekehrt,  sind  die  ^  beliebige  Linearformen  der  a?,  und  die  at  durch 
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die  soeben  hingeschriebenen  Grleichungen  definirt,  so  1st  SatXi  identisch 
null,  also  ist  nacli  Satz  2)  des  vor.  Art.  die  Pfaff'sche  Grleichung: 

(16)  (X%AS  —  x^A^)dxl  +  (x^Al  —  XiA^dX}  +  (XA  —  x%A^)dx$  —  Q 
exakt. 

Die  Integration  dieser  Gleiclmng  ist  von  Jacob  i  *)  ausgefuhrt  worden. 
litre  allgemeine  Integralgleiehung  hat  die  Form: 

(17)  i^-a.  •  Z^-*i  -  L^~**  =  konst. 

Dabei  bedeuten  il9  K%,  A3  die  (als  yerscliieden  vorausgesetzten)  Wurzeln 
der  kubisclien  Gleichung: 


A 


=  U 


die  Linearformen  i;  sind  dnrch.  die  Formelii  gegeben: 

0     x  x  x 


—  LI  EE 


53 


und  die  $$  sind  beliebige  Konstante. 

Ist  endlich  die  Klasse  des  Ausdrucks  (12)  gleich  3,  so  ist  nach 
Satz  5)  des  vor.  Art.  die  Klasse  des  Ausdrucks 


gleich  2;  da  ferner  die  a/  ganzrationale  homogene  Funktionen  2fcer 
Ordnung  sind;  und  der  Identitat  2Ja/a;/=HO  geniigen;  so  wird  die 
allgemeine  Integralgleichnng  der  exakten  Gleichung  J'  =  0  wie  so- 
eben gefunden.  Ist  (17)  diese  6rleiclmng;  und  bezeichnet  man  ihre 
linke  Seite  mit  o,  so  findet  man  fur  4  folgende  Darstellung: 


A  =  d  {-r-  a]  4-  odea 

\o      / 

wobei  p  aus  irgend  einer  der  3  Gleichungen 


berecknet  wird.  Die  Punktionen  -5-  a,  p.  ra.  sind,  wie  man  leickt  erkennt, 

O 

unabhangig  (Art.  123),  und  bornogen  bezw.  von  den  Ordnungen  3;  3;  0, 
1)  Jacobi  Werke  Bd.  4  p.  257;  vgl.  Frobenius  II. 
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Kapitel  IV. 
Die  Pfaff-Grassmann'sehe  Keduktionsniethode. 

§  1.     Die  Pfaff'sche  Eeduktion. 

106.  Wie  scton  in  der  Einleitung  bemerkt  wurde,  nahin  die 
Theorie  des  Pfaffschen  Problems  ihren  Ausgangspunkt  von  der  zu^rst 
von  Pfaff  in  einem  speziellen  Fall  gelosten  Aufgabe,  eine  gegebene 
totale  Differentialgleichung 

(1)  ^  m  atdxt  +  •    +  andxn  ==  0 
auf  eine  reduzirte  Form 

F^  +  Fidft  +  x  +  Frdfr^Q 

zu  bringen,  in  welcher  die  F  nnd  f  gewisse  Funktionen  der  ursprflng- 
lichen  Variabeln  x  bedeuten;  und  die  Zahl  r  der  Terme  (oder?  wie  wir 
auch  sagen  wollen,  der  ^Differentialelemente  fifty  moglichst  klein  ist. 
Um  diese  Frage  zu  beantworten;  stellte  sich.  Pfaff  zunachst  folgeude 
Aufgabe:  Es  sollen  in  die  Gleichung  z/  =  0  neue  Variabeln 

(2)  y19  «/2,  .  •  y»-i,  t 

eingeffihrt  werden,  derart  dafs  die  transformirte  Gleichung  nur  mehr 
die  n  —  1  Variabeln  y±  ..yn—i  enthalt,  m.  a.  W.:  Man  soil  die  Funktionen 
^  .  .  fyn  demrt  lestimmen,  dafs  vermoge  der  Varidbelntransformation: 

(3)  Xi  =  fa  (y^  .  .  yn-i,  f)        (i  =  1;  2  .  .  n) 
eine  Identitdt  von  folgender  Form  lesteht: 

n—l 

(4)  A  =  9(y19  y^  •  •  yn_l9  f)  ' 


Indem  wir  uns  in  A  die  x  durcli  die  Funktionen  ty  ersetzt  denken? 
und  die  Koeffizienten  von  dt,  dyt  links  und  rechts  vergleiclien;  folgt: 


i 
(6)       «1^  + 

Dabei  sind  naturlich  auch  in  den  at  die  x  durch  die  ^  zu  ersetzen. 
Differentiiren  wir  (5)  nach  yt,  (6)  nact  t,  und  beachten,  dafs 
von  t  nicht  abtiangt;  so  folgt: 


[107] 
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Nun  ist  aber  wegen  (6) 

/n\  7      20 

(9)  It  jt 

wenn  gesetzt  wird 


also  ergiebt  sich.  durch  Subtraktion  der  Gleichung  (7)  von  (8): 


oder  endlich,  unter  Grebrauch  der  Symbole  a^: 


Aber  nait  Rucksicht  auf  (5)  besteht  auch  noch.  die  Identitat 

n       o         /  n  o      \ 

20^-1   I  "'^"t  Qtyif  \ 

—  ^taz  +    >*  G&U  -^r    EE  0. 
#£     \          *  -AM/  Ot     I 

1  \  1  / 

Die  nach.  den  Variabeln  (2)  genommene  Funktionaldeterminante 
der  ^  yerschwindet  nun  niciit  identiscli;  indem  wir  also  die  Relation 
(5)  noch  einmal  aufsclireiben;  erhalten  wir  aus  (12)  und  (13): 

'  0   —a* 


107.  Es  gilt  aber  auch  umgekekrt  der  Satz: 
Existiren  n  ~f-  1  Funktionen  ft,  ^x . .  ^w  der  Variabeln  (2),  derart 
dafs  die  Identitaten  (14)  bestelien;  wenn  man  in  den  a,-  die  #  durcli  die  ^ 
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ersetzt,  und  sind  die  #,-  hinsichtlicli  der  n  Variabeln  (2)  unabhangig, 
so  gilt  vermoge  der^  Transformationsformeln  (3)  eine  Identifcat  der 
Form  (4),  und  zwischen  den  Funktionen  p  und  Q  besteht  der  durch 
(10)  definirte  Zusammenhang. 

In  der  Tbat,  sind  die  Identitaten  (14)  erfiillt,  so  gilt  das  Grleiclie 
von  den  Eelationen  (12);  (11),  (7).  Bezeichnet  man  daher  die  linke 
Seite  von  (5)  mit  T,  die  linke  Seite  von  (6)  mit  Yt,  so  kann  die 
Identitat  (11)  so  geschrieben  werden: 


Darnach  konnen  wir  setzen 


worin  die  bt  nur  von  y^  .,yn—i  abMngen,  nnd  Q  mit  (i  durcli  die 
Forrnel  (10)  zusammenbangt.  Unsere  Behauptung  ist  damit  bewiesen. 
Damit  also  vermoge  der  Variabelntransformation  (3)  eine  Identitat 
der  Form  (4)  bestelie,  ist  notwendig  und  hinreicliend^  dafs  die  Funktionen 
^  einem  Gleicbungensystem  der  Form 

dty 

™  =  |i(^^  -  .  *») 

genugen,    wobei    die   Funktionen   &  (^  x%  .  >  x^)    und   ^(xt..x^)    die 
linearen  Grleichungen 


(15)  (i==1..n) 
(ia,-  =  ^igi  H  ----  |-a<B6» 

identiscli  erfiillen.  Die  ^  mussen  also  fur  jedes  beliebige  Wertsystem 
der  (als  arbitrare  Konstanten  zu  betracttenden)  Grofsen  yt  .  .  yn^i  Inte- 
$raffimktionen  des  simultanen  Systems 

dec- 

-—  =  %i(x&  ..xn]        (i  =  l  ..  n) 

sein.    Lost  man  daher  die  Gleichungen  (3)  in  der  Form 

(16)  yt  =  wfa  x^.Xn}]    t 


auf,  so  mussen  die  opt  unabbangige  Losungen  der  linearen  partiellen 
Diflferentialgleicbung 


odor  des  zugehorigen  simultanen  Systems 
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sein?  wahrend  #  von  den  cpt  unabhangig  sein  mufs;   im  librigen  aber 
beliebig  gewahlt  werden  kann.     Damit  ist  folgender  Satz  bewiesen: 

})Man  erMlt  die  allgemeinste  Variabelntransformation,  vermoge  deren 
der  Pfaff'sche  Ausdruck  A  die  Form 

n— i 
(18) 

annimmt,  indem  man  ein  beliebiges  Losungensystem  |x . .  f;M;  ^  der  linearen 
Gleicliungen 


derart  bestimmt,  dafs  nicht  alle  |4-  ^wZ?  smrf,  w^^  irgend  n  —  1  unab- 
Jiangige  Integrale  der  linearen  partiellen  Differentialgleicliung 

/5  f  s\  -P 


r  T)&iebigen  andern  Funktion  %  als  neue  Varidbeln  yt  .  .  yn—i,  t 
in  ^  einfiflirt" 

Ist  eine  solcbe  Transformation  gefunden;  so  ergeben  sicb.  die  Ver- 
baltnisse  der  "bi  aus  den  Relationen  (6);  die  Funktion  Q  ist  bis  auf 
einen  willkurlichen,  nnr  von  y^  .  .  yn—i  abhangenden  Faktor  bestimmt. 

Ist  der  Rang  der  Matrix  (B)  (p.  129)  kleiner  als  n  -f-  1^  so  besitzen 
die  linearen  Gleichungen  (15)  immer  ein  Losungensystem,  fiir  das  nicbt 
alle  %i  verschwinden.  Also  folgt:  Es  ist  dann,  aber  aueJi  nwr  dann 
unmoglicli  den  Pfaff'scJien  Ausdmck  A  durch  Einfiihrung  neuer  Varidbeln 
auf  die  Form  (18)  m  bringen,  wenn  die  ZaU  der  Variabeln  x  imgerade, 
und  /I  bedingungslos  ist. 

108.  Wir  betracbten  nun  zunachst  einen  bedingungslosen  Aus- 
druck  J  mit  gerader  VariabelnzaH  n  =  2v.  Da  dann  das  Pfaff'sche 
Aggregat 


nicbt  null  ist  (Art.  97),  so  ist  nacb.  Art.  31  das  allgemeinste  Losungen- 
system der  linearen  Grleiclmngen  (15)  durch  die  Formeln 

(19)  g, 


gegeben?  wo  6  eine  arbitrare  Funktion  der  x  bedeutet;  und  JT/j0  aus 
P  dadurch  entsteht?  dafs  man  die  Ziffer  i  durch  0  ersetzt.  Die  all- 
gemeinste Transformation  ,  welche  die  Uberfiihrung  von  z/  in  die  ver- 
langte  Form  leistet,  wird  also  erhalten;  wenn  in  (16)  unter  den  9^- 
irgend  n  —  1  unabhangige  Losungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

v.  Weber,  Daa  Haffsche  Problem.  10 
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(20)  niofi  +  lT204/2  +  --  +  ^o|4==0 

und  unter  ^  eine  willkurliclie  Funktion  verstanden  wird.  Wir  diirfen 
annehmen,  dafs  Un0  nicht  identisch  null  ist  (Art.  97),  und  dafs  eine 
Stelle  #x°  .  .  xn°  existirt,  an  der  alle  a,,  also  nacli  Art.  3S;  6)  auch  alle 
U/o  regular  sind?  und  an  der  JTw0  nicht  verschwindet  (Art.  38  ;  3)). 
Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (20)  besitzt  dann  kinsichtlich 
xn  =  xn°  n  —  1  Hauptintegrale  \  .  .  7*»«i  (Art.  46),  und  i  kann  mit  xn 
identifizirt  werden.  Jetzt  erhalt  d  vermoge  der  Transformation 

(21)  y1  =  \  (jct  .  .  #n);    .  .  yn-i  =  A«--i  (^  .  .  a?/*);    #*  =  ^ 
die  Form 


Brsetzt   man  hierin  xn  durct.  ^W0?   und   beacb.tet?  dafs   die  yf  Haupt- 
integrale sind;  so  folgt  durcL.  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  dxt 

Qti(3/l  .  .  Xn  —  1)  %n  )  ^^  $  v^l  '  '  ^n  —  l^n  /  '  ^f\^i  '  '  ^n  —  l)  > 

mithin 


die  aus   der  Pfaff'sclien  Gleichung  z/  =  0  vermoge  unserer  Variabelii- 
transformation  hervorgehende  Grleicliung  ist  sonach: 

;  =  0; 

kann  also  der  Form  nach  angegeben  werden^  aucli  wenn  die  hi  un- 
bekannt  sind. 

109.  Durch  die  Methode  der  vor.  N"rv  die  man  als  die  ^gerade 
Pfaff'sche  Bed/Mion"  bezeiclinet;  wird  ein  bedingungsloses  A  in  n  =  2  v 
Yariabeln  auf  eine  Form  mit  nur  n  —  1  Differentialelementen  gebracht. 
Dies  lafst  sich.  aber  auch  fiir  einen  bedingungslosen  Ausdruck  mit 
2  v  —  1  Yeranderlichen 


(22)  J  =        atfaxs  .  .  Xn-i)dXi        (2v  —  1  ^  3) 

i 

erreichen.    Nack  Art.  97  diirfen  wir  namlicli  ietzt  das 

w 


als  nicht  identisch  verschwindend   voraussetzen,     Dann   ist   also   der 
Pfaff'sche  Ausdrucfc: 
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(23)  A'  =  aldx1  -j-  a%dx2  +  •  •  +  ^-s^av—  2 

em  bedingungsloser  Ausdruck  in  den  2v  —  2  Variabeln  x1..x^v^.^y 
wenli  die  Grrofse  #2r—  i  als  eine  Konstante  betrachtet  wird.  Schreiben 
wir  demnach: 

Bio  =  (1,  2,  .  .  i  —  1,  0,  &  +  1  .  .  2v  —  2)    (Jfc  =  1,  2,  .  .  2v  —  2) 

so  konnen  wir  annehmen,  dafs  JTa'j/—  2,0  nicht  identisch  null  ist  (Art. 
97).  Sind  jetzt  die  Funktionen 


irgend  2v-  —  3  unabhangige  Losungen  der  partiellenDifferentialgleicbung: 
(24)  ^ 


so  sind  sie  ninsichtlieh  xtx%  .  .  ^2r_3  von  einander  unabnangig  (Art.  46). 
Wahlt  man  dann  ^(x^  .  .  ^2^—1)  beliebig;  aber  so,  dafs  die  Funktionen 
cpi  .  .  (pzv—  3;  ^  hinsichtlicn  #x  .  .  ^v—s  unabh'angig  sind;  so  liefern  die 
Formeln 

(25)  #/  =  9?,(^  .  .  x%v-i\  ^-2  =  ^(^i  .  .  #3v-i)      (i  =  1  .  .  2v  —  3) 

die  allgemeinste  Transformation  der  Variabeln  ^..^r-a;  Termoge 
deren  der  Pfaff'sche  Ausdruck  (23)  in  die  Grestalt 

2v—  a 

(26)    4'=  </(Xi    .  .  a?2v-8,  «2fr-2,  ^2r-l)  t><(%i    •  -  ^2r  -3,  fl?2y-l 


iibergent.  Diese  Identitat  besteht  vermoge  (25)  identiscn  fur  jedes 
Wertsystem  der  Variabeln  %  . .  #2i/—i  und  der  Differentiale  dx1 . ,  dx^v—^7 
wobei  indes  bei  der  Ausrechnung  der  Differentiale  dxt'  =  dy>t  die 
Grofse  ^2^—1  als  Konstante  zu  bebandeln  ist.  Bezieht  man  aber;  wie 
gewolmlich,  das  Differ entiationssymbol  d  auf  alle  2v  —  1  Variabeln  x, 
so  miissen  wir  die  Identitat  (26)  so  schreiben: 

Fuhren  wir  diese  Darstellung  von  A'  in  den  gegebenen  Ausdruck  (22) 
ein;  und  scbreiben  wir: 

v  —  3) 


r  — 8 


i 


wobei   in   der  Funktion   Oav-i    die  Variabeln   x^..x^v^^   mittels  der 

10s" 


148  Kap.  TV.    Die  Haff-Grassmann'sche  Eeduktionsmethode.  [110J 

Formeln  (25)  durch  <  .  .  08V-i,  ^<-i  auszudriicken  sind,  so  nimmt 
A  die  Form  an 

2f—3 

(28)  4  ~  ^  a>!dx'  + 


Bin  bedingungsloser  Ausdruck  /I  in  n  =  2v  —  1  Variabeln  kann 
also  stets  in  einen  Ausdruck  mit  ebenso  yiel  Variabeln  transformirt 
werden,  in  welchem  aber  die  Anzahl  der  Differentialelemente  gleich 
n  —  l  'ist.  Wir  wollen  dies  Verfahren  als  die  ,,ungerade  Pfaff'sche 
EedMion"  bezeiclmen. 

110.  Una  den  Ausdruck  A  des  yorigen  Artikels  weiter  zu  beliandeln, 
schreiben  wir  die  Identitat  (26)  in  der  Form 


Nun  ist  die  Invariante  %  des  Pfaff  schen  Ausdrucks  z/';  wenn  darin 
nur  ^..^-a  als  Yariable  gelten,  gleich  2o>  —  2.  Nach  Art.  98 
gilt  also  dasselbe  fur  den  Ausdruck  </^t'  mit  den  Variabeln  #/  .  .  x$v~%, 
mitHn  aucli  fur  den  Pfaff'sclien  Ausdruck  4±  (Art.  99).  Also  ist  der 
Pfaff'sche  Ausdruck 


fur  jeden  beliebigen  Wert  der  (als  Parameter  zu  betraohtenden)  Groise 
#sv-i  ein  bedingungsloser  Ausdruck  mit  2v  —  3  Variabeln  ^\' . .  ^—3. 
Ist  nun  2^  —  3^3,  d.  h.  2v  —  1^5,  so  konnen  wir  auf  z// 
wiederum  die  nngerade  Reduktion  anwenden.  Zu  diesem  Zwecke 
konnen  -wir,  analog  wie  oben,  die  Variabeln  x±x%  . .  von  voraherein 
so  numerirt  denken?  dais  der  Ausdruck 


einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  den  2v  —  4  Variabeln 

/OQ\  A*    '  ff    '  ff'  A 

(M)  %i  ^2    .  .^v_4 

darstellt,  wenn  ^-s  iuid  ^2^-1  als  Parameter  gelten.  Dann  lassen  sich 
statt  der  Variabeln  (29)  neue  Veranderliche 

Sf)f\\  H    '  f  nn    '  yy»    '  /v»  '  /V>   '  /y  "N  //i  .      "1         O  O  A*    _  4.  | 

so  einfuhreiij  dafs  identisch: 

Si/  — 5 
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worm  die  &//'  lediglich  von  den  Variabeln 

Ji\     ,  .  #2V_5;  $2i>  —  a;  £*3r  — I 

abhangen.  Die  Identitat  (31)  besteht  vermoge  (30)  ftir  alle  Werte 
der  2v  —  2  Variabeln 

(32)  #/'   ,    .  #2v_4;  #21—3;  #8»— 1 

und  bei  der  Auswertung  der  Differentiale  dx"  =  dq>t'  sind  #2t— a  und 
#2v— i  als  Konstante  zu  behandeln.  Bezielit  sich  aber  das  Differentiations- 
symbol  d  auch  auf  ^-3  und  #2»-i,  so  haben  wir  zu  setzen: 


1 

2r —  5 


Mit  diesem  Wert  von  d"  erhalt  der  urspriingliche  Ausdruck  d  folgende 
Grestalt: 

2r  — 5 

Darin  ist  gesetzt: 

*  ''         \          ?  j 


r—  5 


und  sowohl  in  a'  als  auch  in  der  am  Schlufs  der  vor.  Nr.  deflnirten 
Ftmktion  a  sind  die  Variabeln  #/ . .  ^2r__4  mittels  der  Formeln  (30) 
durcli  die  Variabeln  (32)  auszudriicken. 

Die  Identitat  (33)  bestekt  ftir  alle  Werte  der  Variabeln  xi . .  a^-i 
und  ihrer  Differentiale,  wenn  man  die  a?/  und  a?/'  mittels  der  Formeln 
(25)  (30)  durch  die  x  ausdruckt. 

Sckreiben  wir  jetzt  die  Identitat  (31)  in  der  Form 

zTEEEtf'X", 

so  ist  ^j"  wiederum  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2  v  —  5  Variabeln 
a?1// . .  a?2i— 5  etc.  Durcli  v  —  1-malige  Wiederbolung  dieser  Scbluls- 
weise  erhalten  wir  fiir  A  eine  Darstellung1)  der  Form: 


1)  Es  wird  gesetzt  ^(o)  =  #p  ^(i)  =  xt ,  x^}  =  x"  etc. 
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(34)  4  =  adx,v^  +  a'<tea;_8  +  •  •  +  a'"-1)  dx^  5 

auf  der  rechten  Seite  steht  ein  Pfaff'scher  Ausdruck  in  n  =  2v  —  1 
Variabeln:  * 


Die  Funktionen  a,  a   .  .  a^"~^  sind  Funktionen  dieser  Variabeln;   die 
Variabeln  otf®  hangen  mit  den  #(*—1>  so  zusammen: 


(A=l,2..2v  —  2ft) 

nnd  dies  gilt  ftir  jeden  Index  ^  der  Reihe  1;  2?  .  ,  v  —  1. 

Driickt  man  mittels  der  Pormeln  (35)  die  Variabeln  xlx"  . 
der  Reihe  nach  durch  die  ursprungliahen  Variabeln  xl  .  .^v-i  aus,  so 
yerwandelt  sicli  (34)  in  eine  Identitat,  die  fur  jedes  Wertsystem  der 
x(  und  iirer  Differentials  stattfindet.  Indem  wir  also  die  Bezeichnung 
etwas  andern,  folgt  der  Satz: 

,,Jeder  ledingungslose  Pfaff'sche  Ausdruck  A  m  ^v  —  1  Variabeln 
x1  .  .  x%v-i  lafst  sich  durch  v  —  1  successive  ungerade  BeduMonen  aitf 
die  Form: 

(36)  F1df1+I,df2  +  ..  +  Fvdf* 

Iringen,  worin  die  F,  f  gewisse  FunMonen  von  x±  .  .  x^v-i  ledeuten" 

111.  Zwiscten  den  2i>  Funktionen  F,  f  besteht  natttrlich  min- 
destens  eine  identische  Relation  der  Form 

(37)  0(F1..Fr,f1..ft  =  0. 

Es  kann  aber  aucli  nur  eine  solclie  Relation  geben;  liefsen  sich.  nam- 
lich  r^2  der  Funktionen  F}  f  durch  die  iibrigen  ausdriicken;  und 
wiirde  man  die  letzteren  als  neue  Independente  in  den  Ausdruck  (36) 
einfiihren,  so  erhielte  man  einen  Ausdruck  in  nur  2v  —  r  Variabeln, 
der  also  nicht  die  Klasse  2v  —  1  besitzen  konnte.  Die  Relation  (37) 
mufs  ferner  nach  einer  der  Grofsen  F  auflosbar  sein;  denn  andemfalls 
liefse  sich  eines  der  /;  etwa  /i  durch  /2  .  .  fv  allein  ausdriicken  :  Dann 
aber  wtirde  sich  (36)  auf  einen  Ausdruck  mit  nur  v  —  1  Differential- 
elementen  reduziren,  der  seinerseits  durch  Einfiihrung  neuer  Verander- 
licher  in  einen  Ausdruck  mit  hochstens  2v  —  2  unabhangigen  Variabeln 
verwandelt  werden  konnte. 

Eines  der  Differentialelemente  df^  .  .  dfV}  etwa  df\  ist  nach  der 
vor.  NT.  mit  da?2v_i  identisch.  Es  lalst  sich  aber  leicht  erreichen, 
dafs  £  mit  einer  ganz  Mieligen  Funktion  von  x±  .  .  #2v_i  identisch 
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wird;  wir  brauchen  zu  diesein  Zweck  bios  statt  der  x  beliebige  neue 
Variable  |x  , .  ^r—i  in  4  einzufuhreu,  und  den  so  erhaltenen  Ausdruck 
auf  die  Form  (36)  zu  bringen;  dann  stimmt  df\  mit  ^§2r— i  iiberein. 

112,  1st  d  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2 v  Variabeln  xt..x%v, 
so  denken  wir  ihn  uns  durch  eine  gerade  Pfaff'sche  Reduktion  auf  die 
Form  gJ1  gebracht.     Der  Pfaff'sche  Ausdruck  QZ!I  mit  den  Variabeln 
y1  . .  j/2,/— 1;  t  besitzt  dann  die  Invariante  %  ==  2v}  und  dasselbe  gilt 
nacli  Art.  99  auch  fiir  den  Ausdruck  ^1?  der  nur  von  den  yf  abhangt; 
daher  ist  Jl  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2  v  —  1  Variabeln,  kann 
also  nach  Art.  109  auf  eine  Form  mit  nur  v  Differentialelementen  ge- 
bracht werden.    Daber  gilt  der  Satz: 

Jeder  bedingungslose  Ausdruck  in  2v  Variabeln  x1..x%v  kann 
mit  Hiilfe  von  einer  geraden  und  v  —  1  ungeraden  Reduktionen  auf 
die  Form  (36)  gebracht  werden ;  worin  die  F^  ft  gewisse  Funktionen 
von  xl .  .x%r  bedeuten. 

Diese  Funktionen  sind  jetzt  von  einander  unabbangig.  Bs  folgt 
dies  entweder  daraus;  dafs  im  entgegengesetzten  Fall  der  Ausdruck 
(36)  auf  eine  Form  mit  weniger  als  2v  Variabeln  gebracht  werden 
konnte?  also  eine  Klasse  %<2i/  besafse,  oder  auch  unmittelbar  aus 
den  Bemerkungen  der  vor.  Nr.;  wenn  man  dieselben  auf  J1  anwendet; 
und  beachtet;  dafs  Q  im  gegenw'artigen  Fall  wegen  (10)  von  der 
Variabeln  t  nicht  unabhangig  ist. 

Wir  wollen  die  Resultate  der  letzten  drei  Numrnern  folgender- 
mafsen  resumiren: 

Jeder  "bedingungslose  Pfaff'scJie  Ausdruck  in  2v  —  1  Variabeln 
xl . .  flar-i  la  fit  sich  durch  Einfuhrung  neuer  unablidngiger  Verander- 
licher  zl . .  #2V-i  owf  die  Form 

(38)  <y(01;  ^  ••  jefar-i)  *  (dsv  +  ^V-fi^i  +  ^-f 3^3  H h  ^v-i^-i) 

redu$iren. 

Jeder  ledingungslose  Pfaff'scJie  Ausdruck  in  2v  Variabeln  xi..x^v 
Idfst  sicli  durch  Einfiihrung  neuer  undbhangiger  VerdnderlicJier  ^^..^v 
auf  die  Form 

(39)  tfr  +  l^i  +  ^.+2^2  H h  8*v<l*v 

reduzwm. 

113.  Es    versteht  sicb  von   selbst,  .dafs   auch.   umgekehrt   jeder 
Pfeff'sche  Ausdruck  der  Form  (38)  die  Klasse  2v  —  1  besitzt,  wenn  <? 
eine  beliebige  Funktion   der  0   bedeutet;   dabei  ist   es  nach.  Art.  98 
gleichgtiltig;  ob  man  (38)  als  einen  Ausdruck  in  dem  2v  —  1  Inde- 
pendenten  ^  . .  #%v-i  ansieht;    oder   ob  man  diese  Grofsen  als  unab- 
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[113] 


hangige  Funktionen  irgend  welcher  Variabeln  x±  .  .  $2^-1  betrachtet 
und  dementsprechend  unter  z/  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  in  ^..^a*-  1 
versteht. 

Ebenso  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks  (39)  gleich  2v,  gleichviel 
ob  die  $i  unabhangige  Veranderliche  oder  unabhangige  Funktionen 
von  2r  Variabeln  X1  .  .  x%v  bedeuten. 

Doch  ist  es  niitzlich  diese  Behauptungen  direkt  zu  verifiziren. 
Wir  zeigen  zunachst,  dafs  der  Ausdruck 

(40)  dsv  + 


die  Klasse  2v  —  1  besitzt;  wenn  die  %l  .  .  ^v—i  unabhangige  Variable 
bedeuten.    Wir  setzen 


•^. 

Tf 


8  ak 


.  =  0,  .  .  oav-i  =  0 

(i,  /<;  =  1  . .  2v  —  1) 


und  bilden  aus  diesen  Elementen  die  zu  (40)  gehorige  Matrix  (B): 


u 

#v+l 

#2j<  — 

1    i 

u    .  . 

u 

-  *,+l 

0 

0 

0 

1   .  . 

0 

-*,-! 

0 

0 

0 

0    .  . 

1 

—  1 

0 

0 

0 

0    .  . 

0 

0 

—  1 

0 

0 

0    .  . 

0 

0 

0 

.  .  —1 

0 

0     .  . 

0 

Diese  2v-reihige  Determinante  hat  den  Wert  1;  also  den  Rang  2v; 
streicht  man  die  erste  Zeile  und  Spalte,  so  entsteht  ein  Schema  vom 
Rang  2  v  —  2,  also  ist  die  Klasse  von  (40)  gleich  2v  —  1.  Da  aber 
die  Klasse  eines  bedingungslosen  Ausdrucks  mit  2v  —  1  Variabeln 
durch  Multiplikation  mit  einem  Faktor  sich  nicht  andert  (Art.  99) 
so  besitzt  auch  der  Ausdruck  (38)  die  Klasse  2v  —  1.  Streicht  man 
ferner  in  dem  obigen  Schema  die  v  -f-  lte  Zeile  und  Spalte,  so  erhalt 
man  die  zu  dem  Ausdruck 

gehorige  Matrix  (B);  diese  besitzt  den  Rang  2v  —  2;  und  dasselbe 
gilt  von  dem  Schema,  das  entsteht,  wenn  auch  noch  die  erste  Zeile 
und  Spalte  weggelassen  wird.  Also  ist  2v  —  2  die  Klasse  von  (41); 
und  daraus  folgt  nach  leichter  Anderung  der  Bezeichnungsweise,  dafs 
2v  die  Klasse  von  (39)  ist. 
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Wir  verzichten  darauf,  die  hier  auseinandergesetzte  PfafFsche  Ee- 
duktionsmetliode,  ebenso  wie  die  nun  folgende  Grassmann'scRe,  durch 
spezielle  Beispiele  zu  erlautern,  da  wir  spater  weit  einfachere  Metlioden 
kennen  lernen  werden. 


§  2.     Die  Grassmann'sclie  Beduktion  und  das  Grassmanri'selie 

Theorem. 

114.  Wir  betrachten  nunmelir  den  Fall  eines  bedingten  Ausdrucks 
d  in  n  Variabeln,  dessen  Klasse  %  sonach  <  n  ist;  und  zwar  zunaclist 
unter  der  Annahmej  dafs  x  einer  geraden  Zahl  2  A  gleich  sei.  Nach 
Art.  97  konnen  wir  in  diesem  Fall  annehmen,  dais  die  beiden  Pfaff- 
schen  Aggregate 

P  =  (1,  2,  .  .  2A)7    7I2;.,o  EH  (1,  2,  .  .  2*  -  1,  0) 
nicht  identisch  null  seien.    Nach.  Art.  31  besitzen  dann  die  Gleichungen 

(1)  0-0,6,   +..  +  a.fc,         (i  =  1..n) 
dt  £o  =  &n  li  ~h  *  *  H~  ^w  in 

das  Losungensystem  : 

(2)  &  =  JI10  .  .  |sz  =  17^,0,     |8i+i  =  0  .  .  L  =  0,     ^o  =  —  P. 
Bezeicknen  wir  mit 


n  —  1    unabhangige    Integrale    der    linearen    partiellen    Differential- 
gleichung: 


und  mit  ^(xl..x^)  eine  beliebige  Funktion,  die  nur  der  einen  Be- 
dingung  zu  gentigen  hat,  dafs  die  Funktionen  ^<jp2 .  <p% 1  hinsiclitlicli 
Xi .  x%i  unabhangig  sind,  so  erh'alt  ^/  nach.  Art.  107  vermoge  der 
Variabelntransformation: 

(4)    2/1  =  <P%}  2/2  =  9s  *  -  2/2^—1  = 
die  Form 

und  da  die  Funktion,  die  in  Art.  106  und  107  mit  ^  bezeidhnet 
wurde;  gleicli  —  P;  also  nictt  identisch  null  ist,  so  ist  wegen 


die  Funktion  p  von  t  nictt  unabhangig. 


154  Kap.  IV.    Die  Pfaff-Grassmann'sclie  Reduktionsmethode.  [115] 


1st  x^  .  .  xn®  eine  Stelle,  an  der  alle  at  regular,  und  JI2^o  nidht 
null  ist  (Art.  38,  3),  6))?  so  konnen  wir  unter  den  9,  insbesondere 
Hauptintegrale  der  Gleichung  (3)  hinsichtlich 

(7)  xn  =  3%  i 

verstehen,  so  dafs  sich  also  (pt  vermoge  (1)  auf  #,_i  reduzirt;  ferner 
diirfen  wir  in  (4)  die  Funktion  ip  mit  #2  A  identifiziren.  Setzen  wir 
dann  in  der  Identitat  (5)  x-2i  =  %n,  so  folgt: 


a( 


v~  1 


22 

man  findet  somit: 


,.     .     01 
^  =  i  .  .  21  — 


d.  h.  die  Pfaff'sche  Grleichung 


die  sich  durch  unsere  Transformation  ans  z/  =  0  ergiebt;  kann  der 
Form  nach  angegeben  werden,  auch  wenn  die  Hauptintegrale  g^  nicht 
bekannt  sind. 

115.    Es  sei  zweitens  die  Klasse  K  von  ^/  gleich  einer  ungeraden 
Zahl  2  A —  1.    Jetzt  diirfen  wir  die  beiden  Pfaff'schen  Aggregate 

P'=  (1,  2  . .  2A  —  2),  Q  =  (0, 1; . .  2A  —  2,  2A  —  1) 
als    nicht    identisch   verschwindend   annehmen.     Die   Grleichungen  (1) 
konnen  jetzt  nur  durch  die  Annahrne  |0  ^  0  erfiillt  warden.    Haben 
die  Symbole  K^  dieselbe  Bedentung  wie  in  Art.  32 ,  so  besitzen  die 
Gleichnngen  (1)  u.  a.  das  Losungensystem : 

§1  =  K^nj    <o%  ==  -K^n  •  •  %2l  —  1  =  ^2^  —  l,n]       b2£  =  0;   .  .   §w  — 1  =  0; 
In  =  -  Q,    |0  =  0. 

Es  seien; 

9>i(a?i . .  o?n) . .  (ps;u-i(#i  •  •  ^n),  ^22,  ^22+1 . .  a?»-i 
irgend  n  —  1  unabhangige  Losungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: 
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und  ty  (MI..  xn)  eine  Funktion  derart;  dafs  die  yi  .  .  (p»  i-ity  binsicbt- 
lich  Xi  .  .  #g;i-i,  ^»  unabbangig  sind.  Dann  nimmt  z/  vermoge  der 
Transformation: 

(9)  jh  =  pi  j  .  .  yaa-i  =  9^-1;  2/22  =  #3*  •  •  y«-i  =  ff»-r,  <  =  # 

die  Form  an: 

n—1 

(10)  zr 

worm  die  Funktion  9  von  i  unabbangig  ist;  dies  folgfc  aus  (6),  da 
tier  ^  ^  |0  ^  0  ist.  Ist  x^  .  .  xn°  eine  Stelle,  an  der  alle  at  regular 
und  Q  nicht  null  ist,  so  diirfen  wir  statt  der  <p(  in  (9)  die  Haupt- 
integrale  von  (8)  hinsichtlich  xn  =  x^  wahlen.  Machen  wir  unter 
dieser  Annahme  in  (10)  die  Substitution  xn  ==  x^  so  folgt: 

n  —  1  n  —  l 


Die  aus  4  =  0  durcli  die  Transformation  (10)  hervorgehende  Pfaff'sche 
Gleicltung  ist  also: 

n—  1 

yf  =  0. 


116.  Die  Aufgabe;  den  Ausdruck  J  auf  die  Form  (10)  zu  bringen, 
worin  p  von  t  ganz  unabhangig  ist,  liatte  sich  auch  im  Falle  %  =  2  A 
(und  <  n)  dadurcb.  losen  lassen,  dafs  wir  statt  des  Losungensysterns 
(2)  der  linearen  Grleickungen  (1)  irgend  eines  der  Losungensysteme  (22) 
des  Art.  31   gewablt  batten,  fiir  die  fj0  ^  0  ist.    Wir  konnen  daher 
unter  Wiederbolung    eines    scbon    in    Art.  107    erbaltenen    Resultats 
folgende  S'atze  aussprecben: 

1)  Die  Auf  gale,  eine  Pfaff'sclie  Gleichung  z/  =  0  mit  n  Variabeln 
in  eine  G-leichung  mit  weniger  als  n  Variabeln  m  transformiren,  ist 
dann  und  nur  dann  mrnogtich,  wenn  n  ungerade  und  die  Klasse  von  4 
gleich  n  ist. 

2)  Die  Aufgabe,  den  Pfaff'schen  AusdrucJc  J  in  einen  Ausdrudh 
mit  weniger  als  n  Variabeln  $u  redu^iren,  ist  dann  und  nur  dann  un- 
moglich,  wenn  %  ==  n  ist, 

117.  Die   Losung   der  Aufgabe,   einen  Ausdruck  #ter  Klasse   in 
n  Variabeln  auf  die  Form  pz/t  zu  bringen,  worin  ^  nur  nocb  von 
n  —  1   Variabeln    abbangt;    soil   als  )?GrrassmannyseJie  Eeduktion"  be- 
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zeichnet  werden.     Dieses  Reduktionsverfahren  urnfafst,  wie  man  sieht? 
die  gerade  Pfaff  sche  Reduktion  als  einen  Spezialfall. 

Es  werde  nun  zunachst  %  =  2  A  —  1  angenommen.  Durch  die 
Grassroann'sche  Reduktion  der  Nr.  114  geht  A  liber  in  einen  Ausdruck 
gA^  der  nur  von  n  —  1  Variabeln  abhangt,  und  naturlich  wieder  die 
Klasse  K  besitzt.  1st  nun  x<n  —  1,  so  lafsfc  sich  der  Ausdruck 
durch  eine  abermalige  Grassmann'sche  Reduktion  auf  eine  Form 
bringen,  die  nur  noch  n  —  2  Variable  enth'alt.  Durch  n  —  ^-malige 
Ausfiihrung  der  Grassmann'schen  Reduktion  erhalt  sonach  A  schlielslicli 
die  Form  iAtl^y^  die  einen  Ausdruck  der  Klasse  K  rait  %  Ver'ander- 
lichen,  also  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2  A  —  1  Veriinderlichen 
darstellt.  Nach  Art.  Ill  kann  derselbe  die  folgende  Form  erhalten 

(11)    tifa^  .  .  02?.-i)  (dfy  +  ^.-f  i  dh  +  si+zd&i  +  •  •  +  ^a-i^-i); 


worin  die  gt  unabhangige  Funktionen  der  2/1  —  1  in  rz/w_^  auf- 
tretenden  Variabeln,  also  auch  unabhangige  Funktionen  der  ursprilng- 
lichen  Variabeln  xl  .  .  xn  bedeuten. 

1st  zweitens  die  Klasse  %  des  Ausdrucks  ^/  gleich  2A(<n);  so 
erhalt  A  durch  die  Grrassmann'sche  Reduktion  der  Nr.  113  die  Form 
p^/1;  wobei  Al  nur  die  Variabeln  yl  ..yn—i  enthalt;  wahrend  g(y1  ..yn—i£) 
von  der  Veranderliohen  t  nicht  unabhangig  ist.  Da  Q^J1  als  Ausdruck 
in  den  Variabeln  yi..yn—it  betrachtet;  wiederum  die  Klasse  2  A  be- 
sitzt;  so  ist  die  Klasse  von  z/t  entweder  2/1  oder  2  A  —  1  (Art.  99,  1). 
Ist  die  Klasse  von  Jt  gleich  2/1  —  1,  so  konnen  wir  diesen  Ausdruck 
durch  n  —  1  —  (2  A  —  1)  successive  Grrassmann'sche  Reduktionen  auf 
einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2  A  —  1  Variabeln  reduziren. 

Ist  aber  2  A  die  Klasse  von  z/1?  so  erhalt  ^  durch  Anwendung 
der  Reduktion  des  Art,  113  die  Form  p3//2?  wo  z/2  nur  mehr  n—  2 
Veranderliche  enthalt.  Fur  ^/2  bestehen  nunrnehr  wiederuni  dieselben 
Moglichkeiten  wie  fiir^2/1;  und  durch  Wiederholung  obiger  Schlufs- 
weise  ergiebt  sich;  dafs  der  eine  oder  der  andere  der  folgenden  beiden 
Falle  stattfinden  mufs: 

1)  Es  giebt  eine  Zahl  k<^n  —  x  derart;  dafs  man  durch  /c-malige 
Anwendung  der   Grassmann'schen  Reduktion   des  Art  113   zu   einem 
Ausdruck  ^  in  n  —  ~k  Variabeln  gelangt,  dessen  Klasse  gleich  2  A  —  1 
ist;  wahrend  alle  vorhergehenden  Ausdrucke  ^/1?  z/2;  .  .  ^_i  die  Klasse 
2  A  besitzen;  nach  dem  obigen  lafst  sich  dann  ^  durch  n  —  Tt  —  %  +  l~ 
malige  Anwendung  der  Grassmann'schen  Reduktion  auf  einen  bedingungs- 
losen Ausdruck  ^-.21+1  mit  2A  —  1  Variabeln  reduziren. 

2)  Durch  n  —  sc-rnalige  Anwendung  der  Reduktion  des  Art.  113 
erhalt  man  der  Reihe  nach  die  folgenden  Darstellungen  fur  A 
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worm  Jt   einen  Pfaff'schen  Ausdruck   mit  n  —  i  Yariabeln  bedeutet, 
und  samtliche  Ausdriicke  z/1;  z/2;  .  .  die  Klasse  %  =  2  A  besitzen. 

Im  Falle  #  =  2  >l  kann  daher  z/  durch  wiederholte  Anwendung 
der  Grrassmann'schen  Reduktionen  auf  die  Form  $A  gebracht  werden; 
darin  bedeutet  d  entweder  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2/1  —  1 
Veranderlichen,  und  0  ist  durcli  die  letzteren  nicht  allein  ausdriickbar; 
oder  es  ist  A  ein  bedingungsloser  Ausdrack  in  2  K  Yerandeiiiclien. 
Nach.  Art.  Ill  kann  daher  d  im  Falle  %  =  2/1  stets  auf  die  Form 


(12)  £;i-j-i^i  +  #24-2^2  H  ----  h 

gebracbt  warden  ;  worin  die  z\.  .z%i  unabhangige  Punktionen  der 
Variabeln  xl  .  .  xn  darstellen. 

118.  Da  nach.  Art.  113  auch  umgekehrt  einein  Ausdruck  der 
Form  (11)  die  Klasse  2  1  —  1?  und  einein  Ausdruck  der  Form  (12) 
die  Elasse  2  A  zukommt?  gleichviel  ob  man  die  0t  als  unabhangige 
Variable  oder  als  unabhangige  Funktionen  von  x±  .  .  xn  betrachtet,  so 
ergiebt  sich  der  folgende  wichtige  Doppelsatz,  den  wir  als  das  ,,Grass- 
manrisclie  TJieorem"  bezeichnen  wollen: 

^Ist  die  Klasse  %  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  d  in  n  Variabeln 
xt  .  .  xn  gleicJi  2A;  dann  und  nur  dann  lafst  sich  A  auf  die  Form 

#i+id#i  +  ^+2^1  H  ----  h  02id*i 

redu$iren,  worin  ^^2  .  -  ^i  undbliangige  Funktionen  der  Variabeln 
#!  .  .  xn  bedeuten" 

,,Ist  die  Klasse  K  eines  Pfaff'scfien  Ausdruchs  d  in  n  Variabeln 
X-L.  .  xn  gleicli  2  A  —  1,  dann  und  nur  dann  lafst  sicli  d  auf  die  Form 

(11)      0(0!  #2  -  -  03  A  -l)  (^Z  +  ^  +  1^1  +  ^  +  2^2 


Ijmngen,  worin  #±  .  .  #22—  i  unabhangige  Funktionen  von  x1  .  .  xn  und  6 
eine  gewisse  Function  von  #i#%  •  •  legeiclinet" 

119.  Wir  wollen  diesem  Satze  noch  einige;  leicht  zu  verifizirende 
Korollare  hinzufugen: 

1)  Ist  K  die  Klasse  eines  Pfaff'scken  Ausdrucks  J  in  n  VariaMn} 
so  liifst  sich  A  durch  Einfuhrmg  neuer  Varialeln  auf  eine  Form  "bringen, 
die  nur  mehr  K   Veranderlidie  entMlt;   eine  weitere  Verrmgermg  der 
Variabelmahl  ist  unmoglich. 

2)  Eine  Pfaff'sche  G-leichung  vom  Range  ^   (Art.  101)   ha/m 
durch  Einfiihnwg   neuer   Verdnderliclier   auf  eine   Qleicliung    mit  nur 
^  —  1    Veranderlichen   reduzirt   werden;    eine   weitere   Eeduktion   der 
Variabelmalil  ist  nicht  moglick 


158  Kap.  IV.    Die  Pfaff-Grassmann'sclie  Reduktionsniethode.  [120] 

Diese    beiden   Satze    enthalten    die   Theorems    des   Art.    116    als 
Spezialfall. 

3)  Kann  ein  Pfaff'scher  Ausdnick  A  oder  eine  Pfaff'sclie  Gleiclmng 
A  =  0  in  n  Verdnderlichen  auf  eine  Form  gebracht  tcerden,  die  mtr 

h<-$-n  Differentialelemente  enthalt,  so  ist  die  Invariants  ^   des  Aus- 

~~~~     u 

drucks  A  hochstens  gleich  2h. 

4)  Ein  Pfaff'scher  Ausdruck  A   (oder   eine  Pfaff'sclie  Grleichung 
A  =  0)  mit  der  Invariants  ^  "kann  durch  Einfuhrung  neuer  Variabeln 

auf  eine  Gestalt  gebracht  werden,  die  nur  y  xt  Differentialelemente  ent- 

halt;   eine   weitere   Verringemng  der  Zahl  der  Differentialelemente  ist 
unmoglich. 

5)  Eine  Pfaff'sche  Grleichung  A  =  0  mit  den  Variabeln  %  .  .  xn 
lafst  sich  dann  und  nur  dann  auf  die  Form 

±df,  +  •  •  +  Ji-irf/i-i  =  0 


Iringen,  worin  die  2k  —  1  FunUionen  f,F  von  einander  unabhdngig  sind, 
wenn  der  Hang  ^  der  Gleiclmng  /I  —  0  gleich  2/1  ist. 

120.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  die  Invariantentheorie  einer 
PfafTschen  Gleiclmng  Yollkommen  zu  erledigen.  Es  gilt  natalicli 
der  Satz: 

Demit  &wei  Pfaff'sche  Gleichungen 


(13)  d  =     fat(x^  .  .  xn)  dxt  =  0 


(14)  J'=       a{  (Xi'x,'  .  .  a;,')  dx/  =  0 

1 

aguivalent  seien,  d.  b.  damit  eine  Variabelntransformation 

(15)  #/  =  ^-(^  .  .  xn]        (i  =  1  .  .  n) 


und  eine  FunUion  Q  (x±  .  .  #n)  existire  von  der  Eigenschaft,  dafs  ver- 
moge  (15)  die  Identitdt 

4'  =  $4 

stattfindet,  ist  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  hinreichend,  dafs  die 
beiden  Gleichungen  (13)  und  (14)  denselben  Eang  %  besitgen"  (ygl 
Nr.  101). 

In  der  That,  besitzt  der  Ausdruck  A  die  Invariante  ^  ==  2/1,  so 
ist  seine  Klasse  K  gleich  2  A  oder  2  A  —  1;  in  beiden  Fallen  kann  A 
auf  folgende  Form  gebrackt  werden 
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worm  die  Funktionen  #1;  8%  .  .  £22—1  von  einander  unabhangig  sind. 
Im  Falle  ^  =  2  A  geniigt  es  ja  zu  diesein  Zwecke,  in  dem  Ausdruck 
(12)  (3  statt  #2;.  und  00i^.t  an  Stelle  von  #%+;  zu  setzen.  Besitzt  nun 
d'  ebenfalls  die  Invariante  2  A,  so  lafst  es  sicb  auf  eine  analoge  Form 

Af  =  <?'(<^;;  +  ^'+1  <^i'  H  ----  h  ^~i^;.~i)  , 

wobei  %',  #/.  .  £22—  i  unabhangige  Funktionen  der  Variabeln  #/..#«' 
bedeuten.  Dann  kann  man  ^  —  2  A  -(-  1  weitere  Funktionen  #2;.;  #2^+1  •  •  $n 
der  Variabeln  x  und  ebensoviele  Funktionen  #2'2;  ^'2+1  .  .  %n  der  Variabeln 
a;'  derart  wahlen;  dafs  die  Funktionen  zt  .  .  %n  binsichtlich.  der  x  und 
die  i&i  .  .  %n  Mnsicbtlicli  der  x'  unabhangig  sind.  Die  Grleiclmngen 

8l(Xl$^  .  •  #„')  =  2t(%±%2  .  .  fl?«)  (i  ==  1  .  •  ri) 

lassen  sich  nunmebr  sowohl  nach  den  x',  als  aucb  nach  den  x  auf- 
16sen;  liefern  also  eine  Variabelntransformation,  vermoge  deren  augen- 
scheinlich  die  Identitat 

s=£.j 

6 

stattfindet. 

Der  Rang  %x  ist  somit  thatsacblich  die  einzige  Invariante  einer 
Pfaff^schen  Gleichung  gegenuber  beliebigen  Punkttransformationen  des 
Raums  Bn. 

§  3.     Die  Jacobi'sche  Beduktion;  das  Pundamentaltheorem. 

121.  Die  reduzirte  Form  (11),  die  fur  einen  Pfaff'schen  Ausdruck 
ungerader  Klasse  im  vorigen  §  aufgestellt  wurde,  gestattet  noch  eine 
weitere  Vereinfacbung.  Wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  zunacbst  folgende 
Frage  beantworten: 

Kann  man  in  einen  Pfaff'sehen  Ausdruch 


(1) 

i 

mit  der  Klasse  %  nene  Variable  ylyz..yn—i,  t  derart  einfuliren,  dafs 
identisch: 


(2)  J  =  d  W(t,  y1;  y8,  .  .  yn-i)  +       '6'^y»  '  '  ^—^  dy" 

I 

dafs  sicli  also  J  in  die  Summe  aus  einem  exakten  Differential  und 
einem  Ausdruck  in  n  —  1  Variabeln  verwandelt? 
Die  gesuchten  Transformationsformeln  seien 

(3)  x>  =  Xifa  %  -  -  y»-i  0        (i  —  1  •  •  ») 
oder  nacb  den  y^  und  t  aufgelost: 

(4)  yt  =  cptfa  .  .  jr»),  t  =  ijjfa  .  .  #«)        (i  «=  1  .  .  w  —  1). 
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Setzen   wir  for   die  xi  ihre  Ausdrficke  (3)  in  (2)  ein;   so  folgt 
durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Koeffizienten  von  dy±  .  .  dyn^.1?  dt: 


fr\ 
(o) 


*  JL      JL 
~^         r  an 


_ 


_ 


Diese  Identitaten  bestehen  vermoge  (S)  fiir  jedes  Wertsystem  yl  ..yn-it. 
Differentiirt  man  (5)  nacli  yf,  (6)  nach  t,  so  folgt: 


t    dt 


dfdy; 


tind  dureh  Subtraktion: 


(7) 


ferner  hat  man  wegen  a^zS  —  a^-  die  identische  Grleichung 


St 


Da  nun  die  nach  yl..yn^1t  genommene  Funktionaldeterminante  der 
%k  nicht  identisch  null  sein  kann?  so  folgt  aus  (7),  (8): 


(9J 


TT 


"»   A 

"8T  -  U 


+ 


"1 


~r  a»2-or  4" 


Umgebehrt;  erfullen  die  Funktionen  ^  diese  Relationen  identisch; 
weun  man  in  den  a^  die  x  durch  die  %  ersetzt,  so  gelten  anch  die 
Beziehnngen  (7)  identisch.  Bezeichnet  man  daher  die  linke  Seite 
von  (5)  mit  T;  die  linke  Seite  von  (6)  mit  Yh  so  gelten  die  Identitaten: 
ST  dY. 


Bestimmen  wir  also  mittels  einer  Quadratur  eine  Funktion  W(y1  .  .yn-it) 
derart;  dafs 
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so  erlialten  wir 


,  ___  r       1   0  ^ 

7-  =  oi  I  3  —  )        u  =  1,  ^  .  .  n  —  1). 
t        ct  \oyt  /          v          ;  J 


Demnach  besitzen  die  Ausdriicke  Tf  folgende  Form: 

o  Of 
r'  —  g^  +  kG^a  ••#«-!), 

d.  h.  es  besteht  eine  Identitafc  der  Form  (2). 

122.  Duren  eine  ganz  analoge  Uberlegung  wie  in  Art.  107  er- 
lialten wir  nunniehr  den  Satz: 

Sielkn  die  FunUionen  %  %  .  .  yn  der  Yariabeln  x±  .  .  xn  em  leliebiges 
Losungensystem  der  n  linearen  Gleichungen 

(10) 

rfar,  so  erliillt  man  eine  Variabelntransformation  (4)7  vennoge  deren  J 
die  Form  (2)  annimnt,  indein  man  irgend  n  —  1  unablimgige  Inte- 
grals (p^  .  .  fpn~~\.  der  linearen  partiellen  Differentialgleiclmng 

8f     \          3/i          i          of        A 


sotvie  eine  leliebige  andere,  von  den  (pi  undbMngige  Function  ty  als  neue 
Variable  y±  .  .  yn—±,  le#w.  t  in  den  Ausdmclt  z/  einfiihrt;  und  jede  Trans- 
formation dieser  EigenscJiaft  Tcann  auf  dem  angegebenen  Wege  erlialten 
werden. 

1st  eine  solche  Transformation  (3)  oder  (4)  gefunden,  so  ergiebt  sicli 
W  durcb.  eine  Quadratur  binsicbtlicb  t,  und  ist  infolge  dessea  bios  bis 
auf  eine  additive  arbitrare  Funktion  der  Variabeln  yl  .  .  yei~i  bestiinmt. 
Hat  man  W  irgendwie  fixirt,  so  folgen  die  &;  aus  (6). 

Wir  wollen  die  Losung  des  Problems  ;  den  Ausdruck  ^  auf  die 
Form  (2)  zu  bringen?  als  eine  ?;Jacobi'scbe  Reduktion"  bezeichnen.1) 

Offenbar  ist  die  Jacobi'sche  Eeduktion  nur  dann  unausfuhrbar, 
wenn  die  Gleiclinngeii  (10)  nur  das  Losungensystem  0  .  .  0  besitzen; 
d.  h.  wenn  der  Bang  xs  der  zu  d  geborigen  Matrix  (C)  (Art.  96) 
gleich  n  ist.  Also: 

Im  Falle  eines  ledingungslosen  Pfaff'scJien  Ausdrucks  mit  gerader 
l,  und  nur  in  diesem,  ist  die  Jacobi'scfie  Eeduktion  unmoglicli. 


1)  S.  Jacob!  Werke  Bd  4,  p,  424,  woselbst  das  hier  behandelte  Problem  in 
etwas  anderer  Form  auftritt;  vgl.  auch  die  historische  "ffbersicht. 

y.  Weber,  Daa  Pfaffsche  Problem.  11 
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123.  Aus  der  Beziehung  (5)  folgt,  dais  die  Funktion  W  dann 
und  nur  dann  von  t  frei  wird,  wenn  das  bei  der  Jacobi'sclien  Re- 
duktion  benutzte  Funktionensysteixt  %%  .  .  ij»  die  Gleickung 


(11)  Z(Mi/  =  0 

erfiillt.  Dies  ist  naturlich  nur  moglieh,  wenn  der  Rang  der  Matrix  (A), 
d.  L  die  Klasse  x  von  4  <n  ist,  und  die  Jacobi'sche  Reduktion 
kommt  dann  auf  die  Qrassmann'sche  hinaus.  In  der  That,  benutzt 
man  beirn  Verfahren  der  Art.  114  u.  115  ein  Losungensystem  der  dort 
mit  (1)  bezeichneten  Grleichungen,  von  der  Eigensehaft,  dais  |0  ^  0 
ist,  so  verwandelt  sich  J  in  einen  Ausdruck  der  Form 


1 

der  obne  weiteres  in  der  Form: 


geschrieben  werden  kann.  Da  im  Falle  %==2/l  die  Grleichung  (11) 
stets  eine  Folge  von  (10)  ist,  so  liefert  nns  die  Jacobi'sclie  Reduktion 
nur  im  Falle  #  =  2/l  —  1  etwas  neues,  wenn  die  ^,  so  gewab.lt 
werden,  dafs  die  Relation  (11)  nicht  stattfindet.  Das  allgeineinste 
Losungensystem  der  Gleiclmngen  (10),,  welches  die  Relation  (11)  nicht 
erfiillt,  ist  in  Art.  34  angegeben  worden. 

124.  Wir  betrachten  nun  den  Fall  K  =  2/1  —  1  =  n,  d.  h.  einen 
bedingungslosen  Ausdruck  in  2  K  —  1  Variabeln.  Die  Grleichungen  (10) 
besitzen  jetzt  nur  ein  einziges  Losungensystem,  das  in  der  Bezeich- 
nungsweise  des  Art,  32  so  lautet 

vin  —  —  P';  nt  —  n^       (i<**l,2..n  —  1), 

worin  JP7  wie  gewohnlich  das  Pfaff'sche  Aggregat  (1,  2  .  .  2  A  —  2)  be- 
deutet.  Da  die  Funktionen  ^  die  Relation  (11)  nicht  erfullen,  so 
liefern  sie  eine  Jacobi'sche  Reduktion,  vermoge  deren  A  die  Form  (2) 
erh'alt,  und  W  von  t  nicht  unabhangig  ist.  Ftihrt  man  also  W  neben 
y±  .  .  yn—i  als  neue  Veranderliche  ein,  so  nimmt  d  folgende  Grestalt  an: 

4  =  dyn 

Die  Klasse  von  Af  ist  nun  nach  Art.  102  2)  gleich  %  —  1  5  denn  sie 
kann  wegen  x  =  n  nicht  gleich  K  sein.  Mithin  ist  Ar  ein  bedingungs- 
loser  Ausdruck  in  n  —  l  =  2jl  —  2  Variabeln  und  kann  daher  durch 
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eine  Reihe  Pfaff  'sober  Reduktionen  auf  eine  Form  mit  nur  I  —  1 
Differentialelementen  gebracht  werden. 

Bringen  wir  diesen  Satz  mit  den  Ergebnissen  des  vorigen  §  in 
Verbindung,  so  gelangen  wir  sehliefslich.  zu  dem  naebfolgenden  Theorem, 
das  den  Mittelpunkt  der  ganzen  Theorie  des  PfafFschen  Problems  bildet; 
und  aus  diesem  Grande  immer  als  der  ,,Fundainentalsatz"  unserer 
Theorie  zitirt  werden  soil: 

?)Ist  die  Klasse  ernes  Pfaff'  scJien  Ausdruds  A  in  n  Veranderlichen 
x1  .  .  xn  gleicli  2/l;  dann  und  nur  dann  kann  /I  auf  die  Form: 

(12)  ^+i  d0i  +  ^+2  d#2-\  ----  1-  02  *  dsi 

gebraclit  tverden,  worm  #x  .  .  8%^  unabJidngige  Funktionen  von  x1  .  .xn 
bedeuten. 

1st  die  Klasse  eines  Pfaff  'schen  AusdrucJcs  A  in  n  VeriinderUchen 
x1  .  .  xn  gleicli  2/1  —  1,  dann  und  nur  dann  kann  z/  die  Form: 

(13)  d%i  -f  ^+1  dffi  +  ^+2  fit*  H  ----  h  ^22-1  dsz-i 

erJialten,  worin  0^2  .  .  ^;.-i  undbhcingige  FunMionen  von  xl  .  .  xn  bedeuten. 

Wir  wollen  einen  Ansdruck  der  Form  (12)  oder  (13),  in  dem 
alle  vorkommenden  Grrofsen  z  entweder  unabliangige  Variable  oder 
anch  tmabhangige  Funktionen  irgendwelciier  anderer  Variablen  be- 
deuten;  als  eine  ,,Normalformu  bezeictinen.  Die  Klasse  #  eines  Aus~ 
drucks  A  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  in  seiner  Normalform 
vorkommenden  nnabhangigen  Funktionen.  Aus  unsern  bisherigen  Ent- 
wickelungen  folgert  man  leiclit,  dafs  jedes  ^/7  dessen  Klasse  >  1  1st, 
unbegrenzt  viele  Normalformen  besitzt;  eine  Meth.ode;  um  aus  einer 
speziellen  Normalform  die  allgemeinste  zu  erlialten;  werden  wir  in 
Kap.  VIII  kennen  lernen. 

125.  Durch.  den  Fundamentalsatz  erledigt  sich  aueh  otine  weiteres 
die  Frage;  die  wir  in  Art.  95  aufgeworfen  haben;  es  gilt  namlich 
der  Satz: 

Damit  zwei  Pfaff'  sche  Ausdrucke 


.  .  xn 


l(x^x^  .  .  xn')  dx! 

aquwalent  seien,  ist  nicht  nur  notwendig,  sondern  auek  Unreichend,  dafs 
leide  dieselbe  Klasse  K  besifaen. 

In  der  That,  ist  diese  Bedingung  erfullt;  und  ist  %  etwa  gleicli 
2  A  —  1,  so  hat  ^t  die  Normalform  (13)  ,  ebenso  A'  die  Normalform 
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>i'  -\  ----  h  #2i-id0i-i' 
Bestimmt   man   daim   die  Funktionen  SM  .  .  0n   und  ^  •  •  &*'  so,   dafs 
%  .  .  0n  hinsiehtlich  der  x  und  #/  .  .  #/  hinsichtlich  der  Variabeln  #/ 
unabhangig  sind;  so  definiren  die  Gleichungen 

sl(x^Xi  .  .  .  X*)  =  8i($iXi  .  .  #„)        (i  =  I  .  .  w) 

eine  Variabelntransfonnation,  vermoge  deren  <//'  =  //  ist,  und  analog 
erledigt  sicli  auch  der  Fall  K  =  2/1. 

Die  Klasse  K  ist  also  in  der  That   die   eingige  Invariants  ernes 
Pfaff'schen  Ausdruds  gegeniiber  leliebigen  Transformations  der  x. 

126.    Es   ist   niitzlicli   die  vorstehenden  Entwickelungen  auf  den 
Spezialfall  n  =  3  anzuwenden.    Ein  Pfaff'scher  Ausdruck 
(14)  4  =  X(xyi)  dx  +  Y(xyz)  dy  +  Z(xysi)  dz 

besitzt  die  Elasse  3  dann  .und  nur  dann?  wenn  die  Funktion 


- 
Sx         ~9 

nicht  fur  jedes  beliebige  Wertsystein  xy#  yerscliwindet;  das  Quadrat 
dieser  Funktion  ist  namlich  nichts  anderes  als  die  zu  (14)  geliorige; 
4reihige  Determinante  (B)  (Art.  90). 

Unter  der  eben  gernaahten  Annalime  verschwinden  aucli  nicht  alle 
drei  Ausdrucke 


_.         .__.  _ 

dz         dy  '      dx         ds  '     ~8y         dx 

identisch;  und  wir  konnen;   um  die  Ideen  zu  fixiren;  anneliinen;  der 
erste  dieser  Ausdrucke  sei  nicht  null.     Sind  jetzt 

(17)  9>iO»y*)  =  cl  ;     %  (xye)  =  C2 

die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems: 

/1ft-\         ^^     /7         7.         ldY          8Z\      ldZ          dX\      /SX          2Y\ 

(lo)   ax  :  m  :  a0  =  Hs  ---  5  —  •'  -o  ---  ^—  :  |-n  ---  o  — 
v  j       J      \ds    dy  }  \dx    dz  )  \dy    dx  ] 

oder  also  <px(p2  zwei  unabhangige  Losungen  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

m\    (*]L_W\  W    i(dZ        SX\   df    i    (VX        $Y\   df       A 
(*}    \de         dy)  F^+  \d^~'W]  ^  +  (W~~~^)  8****    ? 

so  sind  die  Funktionen  g?ag?2  hinsichtlich  y  und  8  unabhangig  (Art.  4G); 
daher  stellen  die  Gleichungen 

(20)  x'=*x,  y'=^(xy^    8'=*<pt(xyti) 

eine  Variabelntransformation  dar;  und  wir  wissen  aus  Art.  122,  dafs 
vermoge  dieser  Transformation  der  Ausdruck  z/  die  Form 

(21)  z/  ==  d  W(x'y'.*') 
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erhalt,  wobei  die   Punktion  W  in  folgencler  Weise  gewonnen  wirci 
Man  lose  die  Gleichungen  (20)  nach  x,  y,  &  auf  : 

x  =  x',  y  =  ^(a'y  V);  *  =  ^(x'y'e'} 
und  ersetze  in  dem  Ausdruck 


die  "Variabeln  xy&  durch  #',^^2,  wodurch  man  die  Punktion  9(x'y'&'} 
erhalte.  Dann  ist  W  durch  die  Forrnel 

3?  =     $d%'  +  arb.  Punktion  v.  y'i 

definirt;  und  die  Punktionen  M  uncl  N  ergeben  sich  hinterher  aus  der 
Vergleichung  der  linken  und  rechten  Seite  von  (21),  wenn  links  alles 
durch  die  x'y'z'  ersetzt  wird.  Ist  dann 


die  allgemeine  Integralgleichung  der  gewohnlichen  Differentialgleichung 

Mdy'  +  Nds'  =  0; 
so  hat  man  eine  Identitat  der  Form 

Mdy'+Ndi=  p^O^^'O, 

wodurch  schliefslich  J  die  Grestalt  ^F-j-  p<$a  erhalt,  in  der  ^  ^  0 
drei  unabhangige  Punktionen  der  urspriinglichen  Variabeln  xy$  be- 
deuten.  x) 

Ist  die  Klasse  des  Ausdrucks  (14)  gleich  gwei,   so  diirfen  wir 
annehmen?    dafs   zwar  die  Punktion  (15),   nicht  aber  die  Funktion 

O  -TT  o  nr 

~*  --  j-  identisch  null  ist.  Auch  jetzt  liefern  uns  die  Formeln  (21) 
eine  Variabelntransformation,  rermoge  deren  A  nach  §  2  die  Form; 


annimmt,  also  nach  Integration  der  gewohnlichen  Differentialgleichung 
4'=Q  auf  die  Grestalt  gdco  gebracht  werden  kann.  Wie  man  sieht, 
ist  dies  Yerfahren,  das  zuweilen  als  ;,Ber^and'sche  Methode"  zitirt 
wird,  bedeutend  umstandlicher  als  das  in  Art.  90  angegebene. 

1)  VgL  auch  das  in  Art.  105  behandelte  Beispiel 
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Kapitel  Y. 
Die  vollstaiidigeii  Systeme  V  und  W. 

§  1.     Die  vollst'andigen  Systeme  V  und   W  fur  den  Fall  einer 

geraden  KLasse. 

127,  Nach  dem  Fundamentalsatz  kann  ein  Pfaff'scher  Ausdruck 


(lessen  Klasse  K  =  2  A  ist,  auf  die  Normalform 


gebracht  werden?  worin  die  Funktionen  f± . .  f^tF1 , .  FI  von  einander 
unabliangig  sind.  Aus  der  Identitat  (1)  folgt;  indem  man  die  Koeffizienten 
yon  dx± . .  dxn  links  und  rechts  vergleicht: 


und  hieraus: 


(3) 


dx 


Bilden  wir  demnach  die  beiden  zu  ^/  gehorigen  Matrices 


(B) 


0 


.  .    an 


tin       ®nl 


i(0) 


so  zeigen  die  Identitaten  (3),  dafs  die  Matrix  (C)  entsteht,  indem  man 
die  folgenden  beiden  Matrices: 


(4) 


0 


zeilenweise    komponirt.     Ebenso    ergiebt  sich   die  Matrix   (B)   durch 
zeilenweise  Komposition  der  nachstehenden  beiden  Schemata: 
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(5) 


Fi  •  •  Fi  0    •  •  0 

8Fj_      8F-L  d^       cf. 

0  X-i          0  QG-t  0  Xt          0  OC 

8Ft      cF,  8f\       a/;_ 


0    ••   0       — 


oF 


tfl 


SF 


Da  in  einer  Matrix,  die  chircli  Zeilenkomposition  zweier  Matrices  init 
nur  2  A  Spalten  entsteht,  bebanntlich.  alle  Determinanten  von  hSheren 
als  dem  2>ltea  Grade  identisch  null  sind;  so  folgt  ans  dem  obigen  die 
schon  Mher  bewiesene  Thatsaclie?  dafs  ein  Ausdruck  mit  einer  Nor- 
malform  (1)  notwendig  die  Klasse  2 1  besitzen  mufs. 

Nach  Art.  97  diirfen  wir  im  gegenwartigen  Falle  annelimen?  dafs 
die  Determinante 


0 


0 


nicht  identiscli  null  ist.  Diese  Determinante  entstett  aber^  indein  man 
von  den  beiden  Matrices  (4)  je  die  2  A  ersten  Zeilen  komponirt,  und 
es  folgt 


Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen;  beactten  wir?  dafs  diese  Iden- 
titat  stattfinden  mufs?  was  auch.  die  Funktionen  F,  f  bedeuten  mogen; 
es  geniigt  daher?  fiir  diese  Funktionen  irgend  eine  spezielle  Annahme 
einzufiiliren,  Wir  setzen 

Ft  =  x>h  ft  =  XM-I        (2  =  !..  A); 
dann  werden  die  Grrofsen: 
(6)  #/12j  a34  .  .  ^2^—  1,22 

alle  gleich  1?  die  iibrigen  a^  dagegen  alle  null,  und  P  reduzirt  sich 
auf  das  Produkt  der  Elemente  (6),  d.  k  auf  die  Einheit,  wahrend  die 
nach.  x1  .  .  x^i  genommene  Funktionaldeterminante  der  Fy  f  den  Wert 


(  —  I)2  annimmt. 


Man  hat  daher: 


P  =  (-!)' 


/*!.*«••  JiA/i  ••  ft  y 

\   /y>     /y  /v*_  «  / 

\  iAJ-i    iASn  .    .  t^J}// 


Hieraus  folgt  zunachst:  y,Ist  die  Klasse  %  eines  Pfaff'schen  Am- 
dnwkes  J  gleich  2 A,  und  ist  das  Pfaff'sche  Aggregat  P  nicJit  null,  so 
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sind  die  2  A  Funldionen  FtJ  /',,  die  in  trgend  eincr  Normalform  wn  A 
auftreten,  limsiclitlicli  der  Variabebi  x^  .  .  x%i  von  einander  unabliangig" 
Hat  das  Symbol  J7*,  r  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Art.  31  ;   so  er- 
halt  man  ohne  Weiteres  die  Identitat: 


(8) 


Ferner  entsteht  der  in  Art.  31  mit  U^0  bezeichnete  Ausdruck  dadurch. 
aus  P,  dafs  man  in  der  Funktionaldeterminante  auf  der  rechten  Seite 
von  (7)  die  Zeile: 


dxk  dxk    '  ~3xk  8xk  8xk"  dxk 
durcli  die  folgende  ersetzt: 

F^FI  .  .  FZ  o  o  .  .  o. 

Entwickelt  man   die   so  erhaltene  Determinate  nacL.  den  Elementen 
dieser  Zeile,  so  folgt: 


128.  1st  K  =  2  A  die  Klasse  von  z/,  nnd  das  Pfaff'sche  Aggregat 
P  nicM  identisch  null;  so  besitzen  die  linearen  Grleicliungen 

(10)  OH%I  +  at&*  H  ----  h  ^/»Sn  =  ^-So    (i  =  1,  2,  .  .  M) 

genau  n  —  «  +  1  linear  unabhangige  Losungensysteme;  die  in  Art.  31 
angegeben  wurden.  Wir  wollen  diese  Losungensysteine  folgender- 
mafsen  bezeichnen 

(11)  &•>&<>  ..£„«,  0       (s=.l,2,..»  —  «) 

(12)  ^^(o).  .  |B(o),  |fl(o) 
so  dafs  also  gesetzt  wird 


.  2A;  5,  *  =  l;  2,  .  .  w  —  2A;  5  ^ 
=0   J(0)  =  _  P     f^'  _  1     92.  7- 

U?    ^0     -  ^        V  -  -»•••*  A,    /v 

Wir  setzen  jetzt  zur  Abturznng 

-- 
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oder  ausfiihrlicher  geschrieben: 

Y  /*  ~-  77     df    ,    jj     $f     \        j_  rr        ^f 

^j  _•  u1Q  •«—  -f-  Ji20"o-r-  -r  •  •  -|-  "2A,o  o-^-- 


(A  =  l,2,..«  —  2  A) 

und  betracliten  die  folgenden  beiden  Systeme  linearer  parfcieller  DijBferential- 
gleicliungen,  die  wir  mit  V  und  W  bezeiclinen;  und  von  denen  das 
erste  alle  Gleichungen  des  zweiten  enthalt: 

(V)  X,f=Q        (s  =  0,  !..»  —  «) 

(W)  Xhf=  0        (A  =  1,  2,  .  .  n  -  x). 

Dann  gelten  die  Satze: 

Das  System  V  ist  em  n  —  %  +  ^gliedriges  vollstdndiges  System, 
und  die  Funktionen 


sind  K  —  1  unabMngige  Integrate  desseTben. 

Das  System  W  ist  ein  n  —  n-gliedriges  vollstdndiges  System  und 
J)esit0t  die  K  unabhdngigen  Integrate 

(16)  F1,Fi,..Fl,f1,fi,..fl. 

Im  Palle  K  =  ny  d.  L  wenn  A  einen  bedingungslosen  Ausdruck 
mit  gerader  Variabelnzahl  bedeutet;  existirt  iiberhaupt  kein  System  W, 
und  F  enthalt  bios  eine  GHeichung  (namlich  die  Gleichung  (20)  des 
Art.  108). 

Der  zweite  Teil  des  obigen  Satzes  ergiebt  sich  unmittelbar  aus 
den  Formeln  (7)  (8);  man  findet: 

}i(2+1)  x 

^  J 


of 

d; 

und  demnach: 


daher  sind  die  Gleichungen  W  in  der  That  erfiillt,  wenn  f  eine  will- 
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kfirliche  Funktion  der  Grofsen  (16)  bedeutet;  nach  Art.  64  ist  also  W 
ein  n  —  %-gliedriges  vollstandiges  System. 

Dieses  vollstandige  System  ist  hinsichtlich  der  Ableitungen 

df        of         of 


aufl6sbar?  und  dies  steht  mit  der  Thatsache,  dafs  die  Funktionen  (16) 
hinsichtlich  X1  . .  XM  unabhangig  sind;  im  Einklang. 

TJm   auch    den   ersten   Teil   des   obigen   Theorems    nachzuweisen, 
beachten  wir?  dafs  vermoge  (9)  und  (14)  identisch: 


also,  wie  man  leicht  verifizirt: 

0       F1     -  •     Fi       0      •  •      0 


df     dF1  dF1     df\  df\ 


Diese  2  A  -f~  1-reihige  Determinante  verschwindet  identiscli,  wenii 
/  dtircL.  eines  der  fa  ersetzt  wird.  Subtrahirt  man  ferner  die  Elemente 

F 

der  mit  •—  multiplizirten  A  -)-  ltetl  Spalte  von  denjenigen  der  zweiten; 

und  ersetzt  in  der  so  umgeformten  Determinante  die  Funktion  f  durcli 

F 

den  Quotienten  -=f  ;  so  werden  die  Elemente  der  beiden  ersten  Spalteu 

proportional.  In  derselben  Weise  zeigt  man?  dafs  die  Gleichung  XQf  =====  0 
durcli  den  Quotienten  irgend  zweier  Funktionen  Ft  befriedigt  wird. 
Das  System  V  besitzt  darnacL.  in  der  That  die  K  —  1  Integrale  (15), 
und  ist  daher  nach  Art.  64  vollst'andig. 

Man  erkennt  gleichzeitig:  Ist  das  Pfaff'sche  Aggregat  /T3  ;j0  nicht 
identisch  null;  was  nach  Art.  97  immer  vorausgesetzt  werden  darf,  so 
ist  das  voUstandige  System  V  nach  den  Ableitungen 

Sf 


auflosbar,  und  die  Funktionen  (15)  sind  daher  hinsichtlich  xi  .  .  ^-i 
von    einander   unabhangig.     Ubrigens    verifizirt   man   mit  Hiilfe   der 
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Identitat  (9)  leicht,  dafs  JFT2^0  der  mit  +  J??  multiplizirten,  nach 
x±  .  .  %2i—i  genommenen  Funktionaldeterminante  der  2  A  —  1  Funk- 
tionen  (15)  gleich  isi 


§  2.     Die  voilstandigen  Systeme   V  und   W  fiir  den  Fall  einer 
nngeraden  Klasse. 

129.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  Betraclitung  eines  Pfaff'schen 
Ausdrucbs  d  mit  der  Klasse  %  =  2  A  —  1.  In  diesem  Falle  konnen 
wir  die  beiden  Pfaff'schen  Aggregate 

P'  =  (1,  2,  .  .  2  A  -  2);  $  =  (0,  1,  .  .  2  A  -  2,  2  A  -  1) 

als  nidhtt  identisch  verschwindend  voraussetzen.  Denken  wir  uns  daher 
den  Pfaff  schen  Ansdruck  ^/  nach.  der  Methode  von  §  2  des  vor.  Eap. 
auf  die  Form 

F1df1  +  ..  +  F>dfi 

gebracht;  so  folgt  aus  der  Identitat  (7)  des  vorigen  §;  da  P  jetzt  —  0 
ist,  dafs  zwischen  den  Funktionen  F±  .  .  Fif\  .  .  fi  eine  identische  Relation 
besteht;  aber  auch  nur  eine]  denn  beachtet  man;  dafs  das  Pfaff'sche 
Aggregat  Q  mit  —  JTg^o  identisct.  1st,  so  folgt  aus  der  Schlufs- 
bemerkung  des  vorigen  §;  dais  die  Funktionen 

^  5  .  ^-  f  f     f) 

F?  FI          F7    >  '  1?  /27  '  '  /;' 

hinsichtlicL.   der    Variabeln  x±,  x2?  .  .  ^22—1   unabtangig   sind.     Diese 
Thatsaclie  lafst  sici.  offenbar  auch  so  aussprechen: 
jylst    der  Bang  ^  einer  Pfaff'schen  Gleicliung 

(&fli  -  .  #»)<?#*  =  0 

so  c?ar/'  ma^;  o/me  die  Allgemeinheit  M  beschranken,  das 
Pfaff'sche  Aggregat 


identisch   verschwindend   vorausseteen.     Hat   man    dann   die 
G-leichmg  J  =  0  auf  irgend  eine  redtwirte  Form 

(1)  dh  +  zi+id^  +  ^+2^8  H  ----  f"  ^22-1^-1  =  0 

mi#  A  Differentialelementen  gebracht,  so  sind  die  Funktionen  %%..^2^__i 
insbesondere  MnsicMich  der  Varialeln  x^x^.^x^-i  von  einander  un- 
alMngig" 

130.  Wir  denken  uns  jetzt  den  Ausdruck  J  auf  irgend  eine  Normalform 

(2)  4=dfi  +  F,df\  +  JPS  rf/i  +  -  -  +  Fi-tdft-i 
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gebracht.    Dann  gelten  die  Identitaten: 

cf  9/"9  3/3  __ 

*       1  ~Sli    '       2  "g^~    '    '  '    '       2~1     ?o;. 


[130] 


(3) 


_ 

0(  = 


;.— i 


XL 


^Hi^L]    (ik=i     u] 

t          k  i 


Die  zu  dein  PfafFscHen  Ausdruck  4  gehorige  Matrix  (C)  entsteht 
also  durch.  zeilenweise  Komposition  der  folgenden  beiden: 


ebenso  erhalt  man  die  Matrix  (B)  durch  Zeilenkomposition  der  Schemata 


o, 


0,    •- 


0 


o,   —  i,     o,     o, 


—  Ji-i 


Wi 


2/x 

0,    ^r 


8*2-1 


Aus  diesen  Thatsachen  folgert  man  auch  umgekehrt  leicht,  dais  eine 
Normalform  (2)  mir  einem  Ausdruck  der  Klasse  2 1  —  1  zukommt. 

Ferner  erhalt  man  ganz  ahnlick  wie  im  vorigen  §  die  nach- 
stehenden  Identitaten,  in  denen  die  Bezeichnungsweise  devS  Art.  32  be- 
nutzt  wird: 


(5) 
(6) 


_  ,     ^ 

=  ( —  1J 


z— i 


X«2 
4-iw-D  /-Fi    •  • 


/*i    -••    Jti-i/i 


(ft  =.  1,  2, . .  2A  —  2;  v  =.  2A  —  1,  2A, . .  n); 
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,rn  ^       /         i^*- 

(7)  Q  =  (—  1)- 

(8)  j^(-i)T'a- 


(fc  =  1,  2,  .  .  2  A  —  1;  v  =  2  A,  2A  +  1,  .  .  ri). 

Das  Vorzeiclien  in  (7)  wird  dadurch  bestimmt;  dafs  man  die  spezielle 
Annahme 

fi  =  %;  ft  =  a?2/;  JF/  EE  a?2/+i         (i  =  1,  2;  .  .  A  —  1) 
einfuhrt,    fiir   welche    Q  ^  1,    die   in    (7)   rechtsstehende   Funktional- 

determinante  aber  gleich  (  —  I)2  wird. 

Aus  (5)  und  (7)  folgt  zunachst: 

Unter  den  iiber  J  gemachten  AnnaJimen  sind  die  in  der  Normal- 
form  aufkretenden  Funhionen 

(9)  A,^i^-.^-i,/'1,f2?.-/i-i 
Mnsichtlich  x±  .  .  a^-i,  und  die  FwMionm 

(10)  FlFt..Fi-ifift..fl-l 

hinsicMich  der  Variabeln  x^  .  .  a^-s  umbhangig" 

131.    Unter    den    gegenwartigen    Voraussetzungen    besitzen    die 
Gleichungen 

(11)  atl^  +  a/agg  -)  ----  f-  «,„§»  =  0     (i  =  1  .  .  n) 

(12)  %  gt  +  a2  |3  +  •  •  +  an  %n  =  0 
genau  n  —  %  linear  unabhangige  Losungensysterne 

g^feW  .  .  g>        (5  ~  1,  2,  .  .  n  -  «). 
Dabei  bonnen  wir  nach  Art.  32  setzen: 


(i  =  1,  2,  .  .  2A  —  1;  5;jJ  =  1,  2,  .  .  »  —  2A  +  1;  5  ^  *). 

Die  GHeichungen  (11)  besitzen  aufserdem  nocL.  ein  n  —  % 
Losungensystem;  das  (12)  nicht  befriedigt: 


Dieses  Losungensystem  kann  mit  dem  folgenden  identifizirt  werden: 

i/;,  w-iir,;  «_!  ,  .  n«_8,  «_!,  -  P',  o,  .  .  o. 
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Wir  setzen  jetzt  zur  Abkiirzung: 


oder  ausffihrlicher  gescbrieben: 


(A  =  l,2,..w  — 2A  +  1) 

und  betrachten   die   folgenden  beiden  Systeme  partieller  Differential- 
gleichungen: 

/"VT\  "V  -f  f\  f  C\     "I  \ 

Dann  gelten  folgende  Satze: 

Die  Grleiclmngen   V  bilden   ein  n  —  K -{- 1-gliednges  vollstdndiges 
System  mit  den  %  —  1  undbMngigen  Integralen 

no^  F  F     FI  if  f     &  * 

^IUJ  ^7^2  .  .  JTa-lft/g  .  .  ^_i. 

Die  Gleichungen  W  Ulden  ein  n  —  K-gliedriges  vollstdndiges  System  mit 
den  K  undbhangigen  Losungen 

(9)  fi  F  . .  FI—I   f  ..fi—i. 

Man  findet  namlicli  mit  Riicksiclit  auf  die  Identitaten  (5)  bis  (8) 
und  die  vorhin  definirte  Bedeutung  der  Koefflzienten  |/<9): 


(15)  (_  i)T-    ^  = 

woraus  naeh  Art.  64  die  Kichtigkeit  unserer  Behauptungen  sofort  folgt. 
Auch  ersieht  man  oline  weiteres,  dafs  das  vollstandige  System  V 
nacb.  den  Ableitungen 

df      df         2f_ 
Sx,.  3*x+i ' '  d*,, 

und  das  vollstandige  System  W  nacb.  den  Ableitungen 
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aufgelost  werden  kann,  was  rait  der  Thatsaclie  ubereinstimmt,  dafs 
die  Funktionen  (10)  hinsichtlich  x± .  .  xx-i,  und  die  Funktionen  (9) 
hinsichtlich  x1  . .  xy,  unabhangig  sind.  (Art.  63). 


§  3.     VerscMedene  Eigensehaften  der  Systeme  V  und   W. 

132.  Die  Resultate  der  letzten  zwei  Paragraphen  lassen  sich. 
folgendermafsen  resumiren: 

Zu  jedem  Pfaffschen  Ausdruck  d  der  Klasse  %  gehoren  zwei 
ganz  bestimmte  vollstandige  Systeine  V  und  TF;  das  System  V  ist 
n  —  ^+  1-gliedrig,  besteht  aus  alien  G-leichungen 

(i)  z^^  +  --  +  i^n  =  o, 

deren  Koeffizienten  einein  linearen  Relation  ensystem  der  Form 
(2)          a,  i|i  +  a,^2  -i  ----  f-  ^«l»  =  a/  go  x)    (i  =  1,  2,  .  .  w) 

genugen?  und  ist  unter  den  Voraussetzungen   des  Art.  97  nach   den 
Ableitungen: 


auflosbar;  ist  x  =  2A;  und 

(3)  4  =  F1df1  +  --  +  Fidfl, 

so  bilden  die  /i  und  die  Verh'altnisse  der  Ft  ein  System  von  &  —  1 
unabhangigen  Integralen  des  Systems  F;  ist  K  ==  2  A  —  1  und 

(4)  ^  =  ^  +  Ji^  +  -  -  +  Fi-idfi-i 

so  sind  J^  .  .  jFi—i/i  .  ./i-i  die  unabhangigen  Losungen  yon  F, 

Das  System  W  ist  M  —  ai-gliedrig?   in  V  enthalten  und  bestekt 
aus  alien  Gleichungen  (1),  deren  Koeffizienten  den  linearen  Grleiclmngen  : 

(5) 

geniigen;   unter   den  Annahmen   des  Art.  97    lafst   es   sich   nach   den 
Ableitungen 

of        df          dj^ 


auflosen;   seine  Integrale   sind   die   %   unabhangigen?   in   irgend   einer 
Normalform    von    zt    auftretenden    Funktionen;     hat    man   im    Falle 


1)  bei  ungeradem  %  ist  |0  =  0  eine  Folge  von  (2). 
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%  =  2  A  —  1  den  Ausdruck  z/  nach  der  Grassmann'schen  Methode  au 
die  Form 

<?(/!  •  •  0M-i)(d0i  +  Zi+idZi  H  ----  h  £22-1^1-1) 

gebracht,  so  bilden  auch  die  Funktionen  01  .  .  8%i—i  ein  System  un 
abhangiger  Integrate  von  W. 

133.  Fur  einen  bedingungslosen  Ausdruck  4  giebt  es  kein  System 
TF7  und  F  reduzirt  sich  auf  erne  Gleichung: 

(6)  7I10^+JI20^  +  --  +  ^o^  =  0 
beziehungsweise: 

(7)  Ui'.  ^  +  ^  ^  +  •  •  +  ^-:,  4^  -Vwr"' 

je  nachdem  w==2A  oder  2/1  —  1  ist.  Dabei  haben  ZT^-  und  77/^  die 
in  Art.  31  und  32  erklarte  Bedeutung.  So  besteht  z.  B.  fur  den 
Pfaff'schen  Ausdruck: 

(8)  V  =  Xdx  +  Ydy  +  Zds 

iin  Falle  %  =  3  das  vollstandige  System   V  aus   der  einen  Gleichung: 


Diese  Gleichung  repr'asentirt,  falls  K  =  2;  also  die  Gleicliung  V  =  0 
exakt  ist?  das  yollstandige  System.  TF,  wahrend  jetzt  F  aus  den  2 
Kelationen  besteht  ;  die  sich  duroh  Nullsetzen  aller  zweireihigen 
Determinanten  des  Schemas 


X,      Y, 

ergeben.  Hat  man  den  Ausdruck  (8)  auf  die  Normalform  gdf  ge- 
bracht,  so  sind  die  Funktionen  Q  und  /'  die  beiden  unabhangigen  Inte- 
grale der  Gleicliung  (9)  und  f  ist  die  Losung  des  zweigiiedrigen 
Systems  V. 

Bei  der  Integration  von  (9)  kann  man  sich  des  Satzes  bedienen, 
dafs  diese  Gleichung  den  Jacobi'schen  Multiplikator  eins  besitzt  (Art.  56): 
hat  man  also  ein  Integral  derselben  durch  eine  Operation  2  bestimmt; 
so  erhalt  man  das  zweite  durch  eine  Quadratur.  Allgemein  zeigt  die 
Identitat  (15)  des  Art.  131,  dafs  die  partielle  Differentialgleickmg  (7); 
auf  welche  sich  das  vollstandige  System  V  irn  Falle  %  =  2A—  l=n 
reduzirt,  den  Jacobi'schen  Multiplikator  1  besitzt  ,  und  es  lafst  sich 
auch  direkt  leicht  nachweisen,  dafs  die  Identitat 
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stattfindet. 

Im  Falle  K  =  2  (und  nur  in  diesem)  besteht  das  vollstandige 
System  V  aus  den  n  —  1  unabhangigen  Grleiclmngen,  die  sich  durch 
Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 

L  °f   .  AL 

x^   dx^       Sxn 
%     %  •  •    a* 

ergeben,  also  aus  dem  zu  der  Gleicitung  A  ===  0  adjungirten  System 
partieller  Differentialgleichungen;  das  System  W  ist  dann  n  —  2-gliedrig 
und  enthalt  alle  GHeichungen  der  Form: 

(10)        a(,|^  +  a,^  +  «^  =  0     (i,l,l  -!,..»)- 

Hat  man  etwa  a12=j=0;  so  gentigt  es;  diejenigen  dieser  Gleiehungen 
beizubelialten7  fiir  die  i  =  1,  &  =  2  ist;  die  Gleichungen  (10)  besitzen 
die  Integrale  Q  und  f,  weun  $df  eine  Nonaalform  von  4  bedeutet. 

Im  Falle  K  =  1  wird  V  ^-gliedrig;  also  bedeutungslos,  und  W 
ist  mit  dem  zu  A  =  0  adjungirten  System  identisck 

134.  Aus  der  Definition  der  beiden  vollstandigen  Systeme   V  und 
W  ergiebt  sich  fast  unmittelbar   eine  wichtige  Eigenschaft  derselben. 
FtLhren  wir  namlicH  in  den  Ausdruck  4  statt  der  xt  neue  Verander- 
liche  2/x  .  .  yn  ein;  wodurch  A  in  dr  iibergehe?  so  verwandeln  sicl.  die 
in  der  Normalform  yon  A  auftretenden  %  Funktionen  F,  f  in  gewisse 
Funktionen  4>?  y  der  Variabeln  y,  d.  h.  die  Normalform  von  4  geht 
direkt   in   eine  Normalform   von  d   fiber.    Da   nun   ein  p-gliedriges 
vollstandiges  System  durch  Angabe  von  n  —  p  unabhangigen  Integralen 
bestimmt  ist,  so  erkennen  wir;  dais  die  beiden  vollstandigen  Systeme 
V  und  W  vermoge  unserer  Variabelntransformation  in  die  zu  A  ge- 
horigen    vollstandigen   Systeme    V   bezw.    W   mit  den   Independenten 
y1  .  .  yn    uberbefiihrt    werden.     Wir   geben   dieser   Thatsaclie    dadurch 
Ausdruck,  dafs  wir  sagen:  Die  leiden  vollstandigen  Systeme  V  und  W 
sind  mit  dem  Pf  a  ff  'soften  Ausdruck  d   ^invariant  verlniipft*'  oder 
aucli  yycovariantu. 

135.  Unter  der  Annakme  x—  2/1  besteht  eine  Identitat: 


wobei  |f  =  fh  &+k  =  jj-  gesetzfc  wurde.    Dabei  ist 


(11)  ^  =  d&  + 

v,  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem,  1  2 
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em  bedingungsloser  Pfaff'scher  Ausdruck  in  K  —  1  Variabeln.    Fiiliren 
wir  daker  in  A±  mittels  der  Transformation 


neue  Veranderliche  y1  .  .  j/x-i  ein?  so  erhalten  wir  einen  bedingungs- 
losen  Ausdruck  in  &  .  .yx-i-  Da  nun  die  ^  —  1  Funktionen  &•  das 
allgeineinste  Losungensystem  von  F  darstellen,  so  ist  der  Satz  bewiesen: 
Filhrt  man  unter  der  Voraussetmng  %  =  2/l  in  den  Pfaff'scJien 
Ausdruck  J  irgend  %  —  1  mtalhmgige  Integrate 

(12)  y>  =  <p,  (x&  .  .  a?n)        (*  =  17  2?  .  .  2  A  —  1) 

cfes    wllstdndigen    Systems    V  nebst   leliebigen    andern  FnnUionen  y,, 
r  a?  als  neue  Verdnderliclie  ein,  so  erliittt  z/  die  Form: 


worm   A'   einen   ledingungslosen  Avsdruck   in   den   %  —  1    VariaMn 
yl  .  .  yx_i  bedeutet,  und  (3  nicht  dwrcli  y±  .  .  yx_i  allein  amflriiclclar  ist. 

Umgekehrt  kann  ein  bedingungsloser  Ausdruck  dr  in  %  —  1 
Variabeln  yl  .  .  yx__i  stets  die  Form  (11)  erhalten;  man  schliefst  claraus 
leicht;  dafs  unsere  Transformation  die  allgemeinste  von  der  angegebenen 
Beschaffenheit  ist. 

Die  Funktionen  <p±  .  .  g>x_i  sind  hinsiclitlich  %  .  .  ^-i  unabhangig 
(Art.  128  und  63);  also  stellen  die  Grleickingen  (12)  zusamrnen  mit 
den  folgenden: 

yh  =  xh        (li  =  x,  x  +  1  .  .  ri) 

eine  Variabelntransfonnation  dar,  die  nach  den  x  aufgelost  so  lauten 
moge: 

(13)    Xi  ==  il>,(yiyB  •  .  2/w);  xh  =  yh    (i  =  1  .  .  %  —  1;  li  =  x,  .  .  w.). 
Aus  der  Identitat  d  ^  6^1'  folgt  jetzt: 


(^..^-^  =  0     (i=l..«  —  !;*  =  »,..  w) 

worin  die  ^  uberall  dnrch.  ilire  Ausdrucke  (13)  zu  ersetzen  sind.  Da 
die  Gleichungen  (14)  bios  die  VerMltnisse  der  &,;  bestimmen?  konnen. 
wir  \  =  1  setzen?  wodurch.  (5  und  tibrigen  6/  bestimmt  sind.  Da  nun 
die  Funktionen  0:~F^  und  ^  .  .  ^^.i  ein  System  von  %  unabhangigen 
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Integralen  des  vollstandigen  Systems  W  darstellen,  so  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Slennt  man  im  Falle  %  =  2  /I  ein  System  von  %  —  1  unabhangigen 
Integralen  des  vollstandigen  Systems  V,  so  ergiebt  sick  das  nocJi  feklende 
KiQ  Integral  von  W  durch  llofse  Differentiation  und  Eliminationen. 

136.  Dureh  eine  ganz  ahnliche  Betrachtung  wie  in  der  vor*  Nr. 
erhalten  wir  noch  den  Satz: 

Fiihrt  man  writer  der  Annahme  x  =  2l  in  den  Ausdnick  4  irgend 
K  unablidngige  Integrale  ^  .  .  #x  von  W  als  neue  Variable  ein,  so  ver- 
wandelt  sich  d  in  einen  ledingungslosen  Ausdmck  mit  K  Varidbeln 
^  .  .  2*,,  nnd  man  erh'alt  auf  diesem  Wege  die  allgemeinste  Variabeln- 
transformation  der  genannten  Beschaftenheit. 

Hat  z.  B.  J  die  Form  (8)  und  ist  «  =  2,  so  besteht  W  aus  der 
einen  Grleichung  (9);  und  der  vorige  Satz  liefert  Bertrand's  Methode 
(Art.  126).  Es  zeigt  sich  aucli  jetzt  wieder?  dafs  diese  Metltode  einen 
Umweg  bedeutet.  In  der  That  geniigt  es  ja  nach  dem  Obigen,  um  ^/ 
auf  die  Norrnalforrn  gdf  zu  bringen;  das  Integral  f  des  zu  A  =  0 
adjungirten  zweigliedrigen  Systems  V  durch  eine  Operation  1  zu  be- 
stimmen?  worauf  Q  aus  der  Identitat  /l  =  Qdf  ohne  weiteres  folgt; 
wahrend  bei  Bertrand's  Methode  die  Operationen  2;  0  (Art.  133)  und 
aufserdem  noch  eine  Operation  1  erfordert  wird. 

137.  Unter  der  Annahrne  »  ==  2  A  —  1  besteht  eine  Identitat 

^  =  cifi  +  F,df\  H  ----  h  Fi-idfi-i  =  dft  +  4V 
Setzen  wir  nun 

yt  =  <K*\  .  .  ^_!  ,  £  .  .  £_!)     (i  =  1,  2,  .  .  2A  -  2) 

wobei  die  tjji  irgend  2/1  —  2  unabhangige  Funktionen  der  einge- 
klanimerten  Grofsen;  also  irgend  2/1  —  2  unabhangige  Losungen  yon 
V  bedeuten;  so  wird  z/a  ein  bedingungsloser  Ausdruek  in  den  2/1  —  2 
Variabeln  y1  .  .  yK—i. 

Fiihrt  man  also  im  Fall  x  =  2  A  —  1  irgend  x  —  1  unabhangige 
Integrale 

(15)  yt  =  q)£fa  .  .  xn]       (i  =  1  .  .  %  —  1) 

des  Systems  V  nebst  MieUgen  andern  FunMionen  (p%  .  .  <pn  als  neue 
Variable  yt  .  .  yn  ein,  so  erMlt  z/  die  Form: 

X—  1 


wobei  A  \  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  den  2/1  —  2  VeranderlicJien 

12* 
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y± . .  y^i  ledeutetj  und  die  FunMon  $  niclit  durcli  y^ . .  ^-i  olUin 
ausgedrucld  werden  kann.  Offeribar  giebt  es  auclt  Iteine  andere  Vttriabeln- 
transfomation  der  angegebenen  EigenscJiaft. 

Da   die    pi .  .  yx-i   hinsichtlich   ^..o^-i   unabh'angig   sind,    so 
bilden  die  Gleiclmngen  (15)  zusammen  mit 

lfh  =  #A      (h  =  x,x+l,..  w) 

eine  Transformation,  die,  nacli  den  x  aufgelost?  so  lauten  moge: 
(16)    xt  =  bfa  . .  y«);  a?*  =  2//,        (i  =  1 . .  x  —  1;  ft  =«  x, . .  n). 

Vermoge  dieser  Grleichungen  bestehen  dann  Identitaten  der  Form: 


wobei  die  a,,  verraoge  (16)  durch  die  y  auszudrficken  sind.  Da  die 
Existenz  einer  Funktion  ^;  die  diesen  Identitaten  geniigt;  und  nur  bis 
auf  eine  additive  willkiirliclie  Funktion  yon  yi..yy^i  bestiramt  ist, 
von  vorneherein  feststeht;  so  ist  der  Ausdruck; 

flxdyx  +  ax+1^x+1  ~| f-  &ndyn 

worin 


gesetzt  wurde;  ein  exaktes  Differential  city,  wenn  die  Grofsen  yl*.y/^.i 
als  willktirliclie  Konstante  gelten.  Die  Ermittelaiig  von  ^  erlbrdert 
demnadi  eine  einzige  Quadratur.  Sind  an  der  Stelle  x^  . .  x£  alle  at 
regular  und  P'  und  ^  nicht  null,  so  konnen  wir  unter  den  Funktionen 
<pi  in  (15)  die  Hauptintegrale  des  vollstandigen  Systems  V  Mnsichtlieh 
x  ==  ^°  . .  x  =  x®  verstelien.  Dann  sind  die  y.  und  infolgedessen 

A  ~j~  i.  x  -y~  L  n  n  **i,  o 

auck  die  &h  an  der  Stelle  yl  ==  x£  . .  j/n  =  ^7i°  regular,  und  dasselbe 
gilt  dann  nacli  Art.  92  von  der  Funktion  ^.  Da  nun  die  Funktionen 
i/>?  y± . .  «/x-i;  in  den  x  ausgedriickt;  %  unabhangige  Losungen  von  W 
darstellen,  so  folgt: 

Kennt  man  im  Falle  eines  ungeraden  K  die  Integrate  des  voll- 
standigen Systems  V,  so  Idfst  sicU  das  nock  fehlende  xu  Integral  von 
W  durcfi  Differentiationen,  EUminationen  und  eine  einzige  Qiiadratiir 
emnitteln. 
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138.  Wir  betrachten  wieder  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  A  der  Klasse 
'/,  und  gleichzeitig  einen  Ausdruck  A'  der  Form  (>//,  wobei  Q  irgend  eine 
Funktion  der  Variabeln  x1  .  .  xtl  bedeutet;  es  sei  K  die  Klasse  von  A'. 
Ferner  seien  V  und  TF'  die  zu  A'  kovarianten  vollstandigen  Systeme. 
Dann  haben  wir  nach  Art.  99  folgende  vier  Fiille  zu  unterscheiden. 

1)  jt  =  K'  =  21;  dann  hat  A'  die  Normalform 

;. 


also   stimmen  die  vollstandigen   Systeme   F  und  F'  iiberein,    da   sie   nach 
Art,  128  dieselben  Integrale  haben. 

2)  jc  =  21,  %'  =  21  —  1;   dann  haben  A  und  zT  die  Normalformon 


also  stimmen  jetzt  die  Systeme  IF'  und  F  uberein. 

3)  ac  =  21  —  1;  /=  2  A  —  1;   TF  und  W  sind  identisch. 

4)  K  =  21  —  1;  sc'  =  21;   TF  und  F'  sind  identisch. 

Setzen  wir  ferner  A"  ^  A  -f-  cZw,  worin  w  eine  beliebige  Funktion 
von  .^  .  .  xn  bedeutet,  und  bedeuten  F"  und  TF"  die  zu  z/"  kovarianten 
vollstandigen  Systeme,  ferner  K"  die  Klasse  von  A",  so  gelten,  wie  leicht 
ersichtlich,  die  vier  analogen  Satze  : 

1)  1st  K  =  7/'=  21  —  1,  so  ist  das  System  F  mit  V"  identisch. 

2)  1st  %  =  21  —  1,  %"=21  —  2,    so    ist   das    System  F  mit  TF" 
identisch. 

3)  Ist  %  =  21,  ft"  =  21  -f-  1,  so  ist  das  System  W  mit  F"  Identisch. 

4)  1st  %  =  21,  ft"  =  21,  so  ist  das  System  TF  mit  TF"  identisch. 
139.    Nachdem  wir  die  Existenz  der  vollstandigen  Systeme  F  und  TF 

und  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  erkannt  haben,  ist  es  von  Interesse, 
Grassmamr's  Yerfahren  zur  Herstellung  einer  reduzirten  Form  von  unserm 
gegenwartigen  Standpunkte  aus  noch  einmal  zu  erlautern. 

Bei  geradeni  %  hat  man  nach  Art.  114  die  n  —  1  Integrale  y^  .  .  yn—i 
einer  beliebigen  Gleichung  des  vollstandigen  Systems  F,  nebst  einer  n^n 
Funktion  t  als  neue  Yariable  einznfuhren,  und  erhalt  so  eine  Identitat 
der  Form 

71  —  1 

(17)  A  =  QA'  =  Q  £  lt  (fa  .  .  i/n-i)  dfa  . 


Bei  ungeradem  %  bedeuten  dagegen  die  fa  .  .  yn—i  die  Integrale  einer  be- 
liebigen Gleichung,  die  in  dem  System  TF  enthalten  ist,  und  es  besteht 
wiedermn  eine  Identitat  (17). 

Es  sei  nun  zunachst  %  =  21;  und  A'  besitze  dieselbe  Klasse;  dann 
ist  nach  der  vor.  Nr.  das  zu  A'  gehorige,  kovariante  System  F'  mit  F 
identisch,  wenn  die  n  Variabeln  fa  .  .  2/w—  i  t  ds  Independente  leirachtet 
werden.  Da  a  her  A'  von  t  ganz  unabhangig  ist,  so  lautet  eine  der  Glei- 
chungen  von  F'  augenscheinlich; 
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(18)  |  =  0 

und  die  iibrigen  n  —  K  Gleichungen  von  V'  bilden  fiir  sich  ein  vollstandiges 
System  7  in  n  —  1  Independenten. 

Hat  dagegen  A'  erne  um  eins  kleinere  Klasse  %'  =  21  —  1,  so  stimmt 
nacli  dem  vor.  Art.  V  mit  W  iiberein;  das  System  W  ist  n  —  %'-gliedrig 
und  enthalt  wiederum  die  Gleichung  (18);  die  iibrigen  n  —  %'  —  1—n  —  % 
Gleichungen  bilden  fiir  sich  ein  vollstandiges  System  7  in  n  —  1  Inde- 
pendenten. 

Wendet  man  nun  die  Grassmann'sche  Eeduktion  auf  den  Ausdruek  Af 
von  neuem  an,  so  hat  man  in  beiden  Fallen  die  n  —  2  Integrale  ^  ..  ^—2 
einer  beliebigen,  im  System  7  enthaltenen  Gleichung  nebst  einer  n  —  lteu 
Funktion  u  statt  der  y^  .  .  yn—i  als  neue  Independente  einzufiihren. 

1st  aber  %  =  21  —  1,  so  hat  man,  falls  %  <  n  —  1,  die  Eeduktion 
der  Nr.  115  neuerdings  auf  §Af  anzuwenden;  da  nun  dieser  Ausdruck  von 
t  nicht  abhangt,  so  enthM.lt  das  zu  §Ar  kovariante  System  W'  die  Glei- 
chung (18)  und  geht  aus  W  direkt  durch  Einfuhrung  der  Independenten 
2/!  .  .  yn-i  t  hervor. 

Das  Grassmann'sche  Eeduktionsverfaliren  ist  demnach  gleiclibedeutend 
mit  der  folyenden  Mefhode: 

Man  lestimme  im  Fallc  %  =  2A  die  21  —  1  Integrale  #j/2  .  .  #2Z—  i 
des  su  A  gelwrigen  vollstandigen  Systems  V,  im  Falk  K  =  2h  —  1  die 
2/1  —  1  Integrale  ^  .  .  ^—i  des  Systems  W,  und  sivar  "beideniale  mit 
Hiflfe  der  in  Art.  61  auseinandergesdstcn  Methode  successive  Substitution. 
Fulirt  man  dann  die  &$  statt  elensovieler  x,  als  neue  Independente  ein,  so 
erlidlt  A  die  Form: 


worin  Al  einen  ~bedingungslo$en  Ausdruck  in  21  —  1  Variabcln  bcdcutci, 
bind  <?  diircli  die  ^  allein  aiisdructibar  ist,  oder  niclit,  jenachdem  %  =  %l  —  1 
oder  gleicJi  21  ist.  Hinterhcr  ist  A^  nacli  der  Pfaff'schen  Metlwde  auf  cine 
Form  mit  nur  I  Differ  entialelementen  $u  "bringen.  (Art.  110.) 

Wie  man  sieht,  enthalt  Grassmann's  Keduktionsverfahren  zugleieh 
einen  Beweis  fiir  die  Yollstandigkeit  des  Systems  7  im  Falle  %  =  2/1,  und 
des  Systems  W  im  Falle  %  =  21  —  1.  Dieser  Beweis  beruht  darauf,  dais 
durch  Einfuhrung  der  neuen  Yariabeln  y±  .  .  #«_.  i,  t  das  System  7  (bezw. 

T7  bei  ungcradem  u)  eine  Form  annimrnt,  in  der  es  die  Gleichung  •*--  =  0 

V  t 

umfafst,  wahrend  die  n  —  21  iibrigen  Gleichungen  7  von  t  ganz  una.b- 
hangig  werden,  und  dafs  auf  das  Gleichungensystem  7  wiedernm  eine  ganz 
analoge  Transformation  angewendet  werden  kann  etc. 

Benutzt  man  im  Falle  ^  =  21  —  1  bei  der  Einfuhrung  der  neuen 
Variabeln  yx«/2  .  .  yn—i  t  die  n  —  1  Integrale  yi  einer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung,  die  in  7,  nicht  aber  in  dem  System.  W  enthalt  en  ist, 
so  erhalt  man  die  Jacobi;sche  Eeduktion  (Art.  122).  Durch  geeignete  Kom- 
bination  der  Jacobi/schen  und  der  Grassmann;schen  Eeduktion  gelangt  man, 
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wie  leicht  ersichtlicli,  zu  einem  Verfahren,  das  darauf  hinauskomint,  die 
n  —  1  Integrate  ^  .  .  ,3rx—  i  des  Systems  V  in  A  als  neue  Variable  ein- 
zufuhren,  wodurcli  A  die  Form  dty  +  Al  enthiilt,  in  der  Al  einen  be- 
dingungslosen  Ausdnick  in  den  21  —  2  Variabeln  ^  .  .  2%—  i  bedeutet. 
Den  Ansdruck  Al  kann  man  dann  hinterher  naeh  PfaiTs  Methode  anf  eine 
Gestalt  mit  nur  I  —  1  Differentialelementen  bringen  (Art.  Ill)  nnd  ge- 
langt  so  zu  einer  Norinalform  von  A.  Auch  gewinnt  man  auf  dem  Mermit 
angedeuteten  Wege  einen  Beweis  fiir  die  Vollstandigkeit  des  Systems  V  im 
Falle  x  =  2*  —  "l. 

140.  Die  meisten  Satze,  welche  wir  in  diesein  §  liber  die  voll- 
standigen  Systeme  V  und  W  abgeleitet  haben,  konnen  aueh  oline 
Zutilfenahnie  des  Pundamentaltlieorems  bewiesen  werden.  Wir  be- 
schranken  uns  an  dieser  Stelle  darauf,  die  beiden  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  Systeine  V  und  W,  namlich  ihre  Vollsta-ndigkeit  und  ihre 
Kovarianz7  direkt  zu  begriinden;  dadurch  gewinnen  wir  die  Grundlage 
zu  einem  neuen  Beweis  des  Fundamentaltheorems,  der  im  nachsten 
Kapitel  gefuhrt  werden  soil, 

Die  linearen  totalen  Differentialgleichungen 

(19)       a^dxi  +  0/2  ^#2  +  •  •  +  UindXn  =  0        (i  =  1;  2  .  .  n) 

reduziren  sicli  auf  K  oder  %  —  1  linear  unabhangige,  je  nacMein  die 
Klasse  %  des  Pfaff'schen  Ausdrucks  4  gerade  oder  ungerade  ist.  Dieses 
Gleicbungensystem  ist  nach  Art.  79  einerseits  unbeschrankt  integrabel, 
andererseits  im  Falle  »  =  21  zu  dem  Gleichungensystem  W,  im  Falle 
x  =  2  A  —  1  zu  dem  Gleicliungensystem  V  adjungirt.  Damit  ist  die 
Vollstandigkeit  des  Systems  W  im  Falle  eines  geraden  #?  und  die  Voll- 
standigkeit  von  V  fiir  ungerades  %  bereits  nachgewiesen. 

Um  unsern  Beweis  zu  vollenden,  flihren  wir  eine  n  +  lte  unab- 
hangige  Variable  XQ  ein?  und  betrachten  den  Pfaff'schen  Ausdruck  in 
n  -f-  1  Veranderlichen 


Dann  ist 

•  a0'  ^0;    a/  =  x^  .  .  ,     an'  =  xQatt 

(20)  a('k  =  ^  -  ^  =  xQalk        (f,  ft  -  1  .  .  ») 

K  t 

,  aw  =  —  a^'o  ^  —  &k  (k  =  1  .  .  n\ 

Die  uuabhangigen  unter  den  Gleichungen 

n 

^f  a/*  dXk  =  0        (i  =  0,  1  .  .  n) 
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liefern   uns  darm   unter  alien  Umstanden  ein  unbeschrankt  integrables 
System  mit  n  ~\-  1  Veranderlichen  #0?  x± .  .  xn  (Art.  79). 

Wegen  (20)  aber  schreibt  sich  dieses  Gleichungensystem  so: 


a 

2'- 


%  dxk  =  0. 

i 

1st  x  ungerade,  so  stellen  die  Gleichungen  (21)  genau  K  +  1  linear 
unabh'angige  Gleichungen  dar;  eine  derselben  ist  rf#0  =  0,  und  die 
iibrigen  x  Gleichungen  erhalt  raan;  wenn  man  aus  den  Belationen 


a,  k  dxk  =  0,         ak  dxk  =  0 


i 


irgend  K  linear  unabhangige  auswahlt;  diese  %  Gleichungen  sind  von 
XQ  vollkominen  unabhangig?  bilden  also  nach  Art.  75  fiir  sich  ge- 
nommen,  ein  x-gliedriges?  unbesclirankt  integrables  System  in  den 
Variabeln  xl  ..xn.  Dieses  System  ist  nun  zu  dem  Gleichungensystem 
W  adjungirt,  und  es  ist  somit  die  Yollstandigkeit  von  W  aucli  iin 
Falle  %  ==  2  A  —  1  erwiesen. 

Ist  andererseits  %  =  2A?  so  ist  %  der  Eang  der  Matrix  (B)  (Art.  96), 
also  reduziren  sich  die  Gleichungen  (21)  auf  genau  K  linear  unab- 
hangige. Ist  nun  etwa  %  nicht  identisch  null,  so  giebt  es  genau 
K  —  1  linear  unabhangige  Linearkombinationen  der  Gleichungen  (21), 
die  XQ  weder  in  den  Differentialen,  noch  in  den  Koeffizienten  enthalten, 
n'amlich  die  folgenden: 


(22)  (<*'  <k  *  -  <*•  a>  *)  dx*  =  °        (<  =  2,  3  .  .  n), 

i 

die  sich  offenbar  auf  u  —  1  linear  unabhangige  Gleichungen  reduziren, 
und  fiir  sich  genommen  ein  K  —  1-gliedriges  unbeschrankt  integrables 
System  bilden  (Art.  75).  Die  Gleichungen  (-22)  sind  aber  zu  dern 
System  V  adjungirt,  denn  aus  den  linearen  Gleichungen 


n 


^  =  °        (i  =  2,  3  .  .  n). 


folgfc: 


i 

Damit    ist    gezeigt;    dafs    aixch    bei   geradem   K   das   System    V  voll- 
standig  ist. 
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141.  Urn  zu  erkenneii,  dais  die  beideu  vollstandigen  Systeme  V 
und  TF  mit  dem  Pfaffscben  Ausdruck  A  invariant  verkniipffc  sind, 
geniigt  es  offenbar,  dies  fur  die  bezw.  adjungirteu  Systeme  totaler 
Differentialgleicliungen  nachzuweisen.  Geht  nun  vermoge  der  Variabeln- 
transformation: 


der  Ausdruck  A  in 


iiber,  so  verwandeln  sicli  gleicbzeitig  die  Kelationen  (19)  in  die  nach- 
stehenden: 

(24)  ^  *       £a* 


Bezeichnet  man   die  linken  Seiten  von  (24)  mifc  ViVg-.V^,   so  ist 
das  Gleicliungensystem  (24)  gleichbedeuiend  mit  dem  folgenden 


(' 1C          T  \ 
'  l  * '  *  n }  nicht  null  ist 
y1  ,  .  yn> 

Setzt  man  aber 


so  folgt  ganz  abnlicb  wie  in  Art.  98: 

dx, 


und  mitbin  konnen  die  Grleichungen  (25)  aucb  so  gescbrieben  werden: 
bridyi  +  &r2^2/2  -) f-  &rw^j/ft  =  0        (r  =  1  . .  «), 

also  ist  das  System  (19)  mit  dem  PfafTscben  Ausdruck  J  in  der  That 
invariant  verkniipft. 

Wir  versteben  ferner  wie  oben  unter  x$  eine  w  -f-  1{C  Independente, 
und  fiigen  den  Transformationsformeln  (23)  die  folgende  binzu 

(26)  ^0  =  y0. 

Vermoge  der  Variabelntransformation  (23),  (26)  vei*wandelt  sicb  nan 
das  Gleichungensystem  (21)  in  das  nacbstebende: 
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(27)        V/=fl,-^ 


1  1 


11 
Die  Gleichungen  (27)  sind  aquivalent  mit  diesen: 


also  erh'alt  man  schliefslich  vermoge  unserer  Transformation  (23)  (26) 

aus  dem  System  (21): 


(28)    &,     2.  +      *  &,*^*  =  0,  hdyk  =  0 


Daher  verwandeln  sicb.  auch  die  von  XQ  unabhangigen  Gleichungen, 
welche  man  durch  lineare  Kombination  der  Relationen  (21)  erlialt,  in 
die  von  y0  freien  GUeidningen,  welche  durch  Linearkombination  aus 
(28)  bervorgeiien.  Nach  der  vorigen  N"r.  sind  daher  die  unbesclirankt 
integrabeln  Systeme;  die  bezw.  zu  den  Systeinen  Fund  W adjungirt  sind, 
und  in  Folge  dessen  die  Systeme  V  und  W  selbst  mit  dein  Pfaff 'schen 
Ausdruck  4  ko variant;  m.  a.  W.  verwandelt  sich  A  bei  Einfulirung 
neuer  Variabeln  in  A\  so  verwandeln  sick  gleichzeitig  V  und  W  in 
die  Grleichungensysteine  V  und  W,  die  zu  z/'  bezw.  in  denselben 
Beziehungen  stehen,  wie  F  und  W  zu  z/. 


§  4.     Erganzungen  zu  den  Frobenins'schen  Satzen. 

142.  Die  Entwickelungen  des  vorigen  §  setzen  mis  in  den  Stand, 
die  in  Kapitel  III  abgeleiteten  Frobenius'schen  Satze  in  einigen  wesent- 
liclien  Punkten  zu  erganzen. 

Es  sei  z/  ein  Pfaff'scher  Ausdruck  der  Klasse  %,  ferner  Q  irgend 
eine  Funktion  von  xl  .  .  xn.  Setzen  wir  dann: 


z/'  ^  pz/  ^        at'dxt  , 
so  folgt: 

i         So  So 


at  = 


ist  nun  ^  =  2A,  so  besitzt  z/'  die  Klasse  u  oder  K  —  1,  je  nachdem 
die  Matrix: 

II  a**  ||        (i,7i;  =  1  .  .n) 


[142] 
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den  Bang  2 A  oder  2  A  —  2  besitzt.     Dividiren  wir  aber  alle  Elemente 
dieser  Matrix  init  p,  so  erlialten  wir  das  Schema: 

(1)  ||  4*11        (»,£  =  !..»), 


worm 


0  log  Q 


8  log  Q 


gesetzt  wird.     Damit  nun  das  Schema  (1)  den  Rang  2  A  —  2  besitze, 
ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dafs  das  Schema: 

0         6V>        <?in     .  .         Citl      a,    0 


^  />  r  0  n        A    ! 

wi  1  t/w  2  wz  3      .    .  U  "'«     ^    I 

__    ,7  /-/  /y  /*  01 

{Jji  (A/i.)  tt/o  .      .  Lv  ft  \J  JL      | 

0  0          0      .  .         0—10  ! 

den  Rang  2  A   besitze.  Subtrahiren    wir   aber   hierin   die   mit     ^  ta  Q 


multipizirte  n  -f-  lte  Spalte  von  der  fcten?  und  die  mit 


multipli- 


zirte  n  +  lte  Zeile  yon  der  iiQ11  Zeile?  und  fHhren  diese  Umformung 
fur  i}  Jc  =  1  . .  n  aus;  so  entsteht  das  Schema 


(2) 


0 


<ht 


ttln 


2  log  <? 


3  log  (» 


*** 
1 

0 


Damit  nun  die  schiefsymmetrische  Matrix  (2)  den  Rang  2  A  besitze, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  dasselbe  fur  dasjenige  Schema  gilt, 
das  aus  (2)  durch  Weglassung  der  letzten  Spalte  entsteht,  m.  a.  W., 
dafs  die  Punktion  Q  jede  Gleichung  der  Form: 

t    SlQgQ   j ,     g     glQgg      .     g     =  o 

3  x  ^    3  x 

i  ti 

befriedige,  wenn  unter  den  ^  irgend  ein  Losungensystem  der  linearen 
Gleichungen 

e— «  <a.'    HI 


verstanden  wird. 
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Damit  also  hn  Falle  K  =  2  A  der  Pfaff'scJie  Ausdruck  pz/ 

2  A  —  •  1  besitz'e,  ist  nach  Nr.  128  notivendig  und  hinreichend  ,  dafs  di 

Funktion  $  den  liomogenen  linearen  purtidlcn  Differentialgleiclmngeii 

(3)  Xp  =  0        (i  =  1,  2  .  .  'rt  —  a) 

und    mfscrdem  der   niclit   hotnogenen    linearen  partiellen   Differential 

gleicliung: 

(4) 


genuge. 

143.    Denken  wir  uns  also  die  Funktion 

<y  EE  log  p 
durch  eine  Relation  der  Form 

(5)  /*(<*,  a,,flg,..  a*)  =  ° 

definirt;   so   mills   die  Funktion  f  den  linearen  homogenen  partiellei 
Differentialgleichungen  : 

(6)  X/'=0; 


geniigen1^  wenn  %  —  1  die  Klasse  von  pz/  sein  soil. 

Die  Gleickungen  (6)   bilden   nun   ein  n  —  K  -f"  1-gliedriges  yoll 
standiges    System,   mit   den  Independenten   x^  x%  .  .  xn,  <$>     Denn    daj 

adjungirte  System  totaler  Differentialgleichungen  ist  das  folgende: 
__     ^  _^ 

y.  cbkdXk  =  07     ^/.  at-kdxk  =  cit  d<5        (i  =  1  .  .  M) 


und    die    2  A    unabhangigen    unter    diesen    Gleichungen    stellen    nact 
Art,  140  ein  unbeschrankt  integrables  Grleichungensystem  dar. 
Beilaufig  folgfc,  dafs  die  Gleichungen 


ein  n  —  %  -(-  1-gliedriges  Jacobi'sches  System  bilden.     Denn  zunachsi 
stellen  die  n  —  %  letzten  dieser  Gleichungen  ein  vollstandiges  System 

ri  f  P  f 

dar,   welches  nach  g~~  •  •  y~   aufgelost  ist  (vgi  Art,  128),   bilden 
also  fur  sich  ein  Jacobi'sches  System  (Art.  59);  setzt  man  ferner: 

* 


1)  Dies  folgert  man  leicht  aus  clem  Schlufs  des  Art.  50,  wenn  man  beachtet, 
dafs  vermoge  einer  delation  (5),  die  G  wirklich  entlialt,  nicHt  alle  Funktionen 

•^10^20  •  '   ^2^,0'  -^ 

identisch.  verscnwinden  konnen. 
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so  folgt;  da  die  Funktionen  II,  j.  und  P  von  <?  imabhangig  sind: 


und  dieser  Ausdruck  ist  eine  lineare  Kombination  von  YQf,  X^f.  .  X^if, 
also  identisck  null. 

Kennt  man  %  —  1  unabkangige  Integrate  g^z*  .  .  ^_i  des  voll- 
standigen  Systems  V,  so  erk'alt  man  das  noch  feklende  Integral  sy  von 
W  durck  Differentiationen  und  Eliininationen  (Art,  135).  Fiikrt  man 
jetzt  die  neuen  Independenten 

%  .  .^^+i.  .XH 
ein;  so  erhalt  man  nack  Art.  51  eine  Identitat  der  Form: 


Dafs  $  die  Variabeln  ^x+i  -  •  %n  nicht  enthalt?  folgt  leicht  aus  der 
Thatsache;  dafs  die  Gleichungen  (7)  ein  Jacobi'sches  System  bilden. 
Die  Grleicliung  (4)  wird  jetzt 


und  man  findet: 

=  arb.  F.  von 


Aus  dieser  Form  el  folgt  beilaufig:  Kennt  man  im  Falle  %  =  21 
gwei  verscMedene  Funktionen  $  und  Q'  von  der  Eigenschaft,  dafs  die 
Ausdrilclte  QZ!  und  $  A  alle  beide  die  Slasse  K  —  1  liaben,  so  ist  der 

Quotient  4-  entweder  Constant  oder  ein  Integral  des  wllsfandigen  Systems  V. 

Es  ist  dies  die  Verallgemeinerung  eines  in  Art.  94  ausgesproclienen 
Satzes. 

Hat  man  in  dem  vorliegenden  Fall  %  =  2/L  den  Ausdruck  J  auf 
die  Normalform 


gebracht,  so  findet  man  folgendermafsen  die  allgemeinste  Funktion  ^ 
derart,  dafs  $d  die  Klasse  2Z  —  1  besitzt: 

Damit  letzteres  der  Fall  sei?  mufs  nack  Art.  Ill  zwiscken  den 
Grofsen  $F1}  .  .  pJFi;  f±  .  .  f\  eine  (und  naturlick  auck  Eur  eine)  iden- 
tiscke  Relation  stattfinden.  Jede  solcke  Beziekung  kann,  wie  man 
sofort  erkennt,  die  Form 


erkalten;  und  kieraus  folgt: 
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7.  % 


d.  L  ()^/  iesifetf  etown  amrf  nur  dann  die  Klasse  2/1  —  1? 

FunUlon  der  2  A  Grofsen 

(8)  Fi..Fl9ft..t\ 

ledeutet,  die  UnsicUlicli  F1  .  .  JA  homogen  der  Ordmmg  —  1  isfc 

In  Art.  259  werden  wir  nachweisen,  dafs  der  Ausdruck  —^- 
wenn  man  die  neuen  Independenten 

F1  ..Ft,  /i-./i,  «x+i--^« 
einfiihrt;  direkt  in  den  Ansdruck 

•^  aJ\  +  ^  FJ^  "!       ^  -^  2^ 

fibergeht;  die  Bedingungen  (3),  (4)  sagen  somit  in  der  That  nichts 
anderes  aus;  als  dafs  p  eine  Fnnktion  der  Grofsen  (8)  und  in  den  Ft 
homogen  —  lter  Ordnung  sein  mufs. 

144.  1st  die  Klasse  %  des  Pfaff'scken  Ausdrucks  d  gieick  2  A  —  1; 
so  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks  §A^A(  offenbar  dann  und  nur  dann 
ebenfalls  gleich  x,  wenn  die  Matrix  (1)  den  Eang  2  A  —  2  besitzt. 
Durch  eine  ganz  analoge  Betracttung  wie  in  Art.  142  erkennt  roan: 
damit  K  —  1  die  Klasse  von  $A  sei;  ist  notwendig  und  hinreichend; 
dafs  p  dein  zu  A  gehorigen  vollstandigen  System  W  geniigt.  Dies 
folgt  auch  leicht  aus  der  Betrachtung  der  Normalform 

a—  i 


und  aus  der  SeHufsbemerkung  des  Art.  100. 

Darnaeh   konnen   wir   die  Satze  des  Art.  99  in  folgender  Weise 
erganzen: 

1)  Ist  die  Klasse  x  von  4  gleicli  21,  so  ist  die  Klasse  von  $zl 
gleicJi  K  —  1  oder  gleich  x,  je  naclidem  die  Function  Q  den  Idenlitaten 

Z0p-~(>.P  —  0,  XtQ  =  Q        (i  =  i..n  —  x) 
genugt,  oder  niclit. 

2)  Ist  die  Klasse  x  von  J  gleich  21  —  1?  so  ist  die  Klasse  von 
$4  gleich  x  oder  gleich  x  -{-  1,  je  naehdem  Q  dem  m  A  gelwrigen  voll- 
standigen System  W  geniigt,  oder  nicht. 

145.  Bs  sei  die  Klasse  %  des  Ausdrucks  z/  gleicb.  2  A  —  1.     Soil 
dann  der  Ausdruck 

J'  =  4  +  d& 

die  Klasse  ^  —  1  besitzen?  so  mufs  2  1  —  2  der  Rang  der  Matrix 
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0  «,13  «13 


0>)i  1  $>i  2  fttt  3  0  dtl  -j~  7   „ 

sein.  Dazu  ist  notwendig  und  hinreicbend,  dafs  die  Matrix,  die  aus 
(9)  durcb  Streicbung  der  letzten  Spalte  entsteht,  den  Rang  2  A  —  2 
besitze;  dafs  also  ii  jeder  Relation  der  Form 


i 
geniige,  worin  die  |/  die  linearen  (jleiclmngen 

(10) 


befriedigen.     Gebraucht  man  die  Bezeichnungsweise  des  Art.  130  und 


beacbtet  man;  dafs  identisci. 


so  ergeben  sicb.  ftir  ift  folgende  Bedingungen: 
(11)  X*a  =  0        (i=l,2..» 


Denken  wir  mis  fi  durcb  eine  Relation 

f(&,  X^..  Xn}  =  0 

deflnirt;   so  mufs  f  dem  folgenden  System  linearer  tomogener  Glei- 
cbungen  geniigen1) 

(13) 


worin  x±  *  •  a?w,  iJ  als  unabhangige  Variabeln  figuriren. 

Das  Gleicbungensystem  (13)  ist  vollstandig;   denn  das  adjungirte 
System 

(14) 


(15) 

ist  ein  %-gliedriges  unbescbrankt  integrabeles  System  in  den  n  -}-  1 
Variabeln  xl . .  xn,  SI.  In  der  That;  die  Grleiekungen  (14)  bilden  nacL. 
Art.  79  fiir  sich  genommen  ein  %  —  1-gliedriges  yollstandiges  System 


1)  Ygl.  die  Anmerkung  p.  188. 
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in  xl.*x)i.     Uin  also  unsere  Behauptung  zu  erweisen?  haben  wir  nur 
£u  zeigen,  dafs  die  Bilinearforni 


die  aus  der  linken  Seite  von  (15)  nacb  den  Regain  des  Art.  76  ge- 
bildet  wurde,  fur  jedes  Funktionensystein  MO%  .  .  u,t  VQVI  .  .  vtl9  das  den 
Relationen 


atkUk  =  0?          au  Vi  =  0,          «*%  -f  «0  =  0, 


gentigt?  identiscb.  yerschwindet;  dies  aber  ist  umnittelbar  evident. 
Bs  folgt  wiederum;  dafs  die  Grleicbungen 

(16)  i  X/=  0,  -J-  ^/-=  0,  •  •  1  X_,/-=  0 

ein  Jacobi'sches  System  bilden.  Fiihrt  man  also  die  K  —  1  Integrale 
^  .  .  £V-~i  d^s  vollstandigen  Systems  (16)  (cl  b.  also  des  Systems  F), 
sowie  das  noch  iibrige  Integral  ^  des  Systems  TF"  neben  x/t+i  .  .  ocn  als 
nene  Independente  ein?  so  erbalt  man  Identitaten  der  Form: 


und  da  die  Gleicbnngen  (16)  ein  Jacobi'sches  System  bilden;  so  schliefst 
man  leicbt;  dafs  vermoge  unserer  Variabelntransformation  der  Ansdruck 

•rj  XQf  folgende  Form  annimrnt: 


wobei  ^  die  Variabeln  ^/+i  .  .  XA  nicbt  naebr  entbalt.    Die  allgemeinste 
Funktion  fl?    die   den   Bedingungen  (11)  und  (12)    genflgt,   hat   also 

die  Form 

dex 

-~~  --   arb.  F.  von 


/dex 
-~~  -f-  (arb.  F. 


und  es  folgt  beilaufig: 

Kennt  man  im  Falle  K  =  2  A  —  1  <wei  verschiectene  FunMonen  £i 
und  &  von  der  Mgenschaft,  dafs  die  Pfaff'scJien  Aus&riicke: 

4  +  d&;   4  +  d& 

die  leide  die  Klasse  K  —  1  lesifaen,  so  ist  die  Different  ft  —  &  ent- 
weder  eine  Eonstante  oder  eine  Losung  des  $u  z/  gelwrigen  vollstandigen 
Systems  V. 

Hat  man  4  auf  die  Normalform 
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gebracht,  und  soil  A  +  dSi,  die  Klasse  2  1  —  2  besitzen,  so  ist  nach 
Art.  102  and  113  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dafs  zwischen  den 
2  A  —  1  Funktionen 


eine  identische  Relation  besteit,  dafs  also  <fl  die  Form 

(i?)  a  =  -  ft  +  sr(j;  .  .  #_„  /•  .  .  ft_t> 

besitzt.    In  Kap.  X  warden  wir  zeigen;  dafs;  werin  man  die  Grofsen 


als  neue  Independente  einffibrfc,  der  Ausdruck  —  -^  XQf  direkt  in  den 

8f 
Ausdruck  ^~-  tibergeht.     Die  Bedingungen  (11)  nnd  (12)  driicken  also 

in   der  That   niclits  anderes  aus;   als  dafs  ii  in  der  Form  (17)  dar- 
stellbar  ist. 


146.    Ist  K  =  2A  und  soil  J  +  ^^  dieselbe  Klasse  besitzen,  so 
inufs  2  A  der  Rang  der  Matrix  (9)  sein.     Da  jetzt  die  Grleielmng 


eine  Folge  von  (10)  ist;  so  schliefst  man  leicht:  der  Ausdruck  ^/  -f" 
besitzt  dann  und  nur  dann  die  Klasse  2  A,  wenn  ii  dem  zu  A  ge- 
borigen  System  W  genugt,  eine  Thatsache;  die  auch  ohne  weiteres 
aus  der  Betraehtung  der  Kormalform  und  aus  der  Schlufsbemerkung 
der  Art.  102  erschlossen  wird.  Fassen  wir  die  Resultate  dieser  und 
der  vorigen  Nr.  zusammen?  so  konnen  wir  die  Satze  des  Art.  102  in 
folgender  Weise  erganzen: 

1)  Ist  die  Klasse  K  wn  A  gerade,  so  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks 
J  +  dQ  gleich  %  oder  gleich  K  +  1?  3&  nacMem  ii  dem  #u  A  gelwrigen 
vollstandigen  System  W  genugt  oder  nicht. 

2)  Ist  die  Klasse  K  von  A  ungerade,  so  ist  die  Klasse  des  Aus- 
drucJiS  A  -)-  &&  gleicli  K  —  1  oder  gleicJi  K,  je  nachdem  £1  den  Identitaten 

Xf,&  =  0          i=  12.  .n  —  x 


geniigt,  oder  nicht.     Dabei  liaben  die  Symbole  X%f  die  in  Art.  131  an- 
gegebene  Bedeutung. 

147.  Die  Entwickelungen  dieses  §  entbalten?  wie  man  sofort  er~ 
kennt;  einen  neuen  Beweis  des  FundamentaltJieorems.  Wir  erinnern 
zunachst  daran;  dafs  die  Satze  der  Art.  140  —  145  okne  Zubilfenahme 
dieses  Theorems  begriindet  wurden.  Ist  nun  %  der  Rang  der  zu  A 

T,  Weber,  Das  Haffsche  Problem  13 
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gehorigen  Matrix  (A)  (Art.  96),  und  ist  K  =  2A;  so  kann  man  nach 
Art.  143  erne  Funktion  Fl  derart  bestimmen,  dafs  der  Ausdruck 


die  Klasse  K  —  1  besitzt;  dann  lafst  sich  nach  Art.  145  erne  Funktion 
f\  so  ermitteln,  dafs  die  Klasse  des  Ausdrucks  J'^J'  —  dfa  gleich 

K  —  2  ist;  ferner  kann  man  ein  jP2  finden;  derart,  dafs  y  A"  die  Klasse 
K  —  3  besitzt  etc.  Man  gelangt  so  der  Reihe  nach  zu  den  Funktionen 
-^1/1-^2/2  •  •  fi  e*ner  Nonnalform,  und  zeigt  dann  hinterher  nach.  Art.  127, 
dafs  diese  Normalfona  auch  nur  in  deni  Falle  existiren  kann,  dafs  die 
Matrix  (A)  den  Rang  2  1  besitzt;  und  dafs  dann  die  Funktionen  F?  f 
unabhangig  sind.  Im  Falle  %  ==  2  A  —  1  bestimme  man  zunachst  f\  so; 
dafs  A  —  dfa  die  Klasse  ^  —  1  besitzt  u,  s.  w. 

Ist  %==22?  so  erfordert  die  Bestimmung  einer  Funktion  ^  von 
der  Eigenschaft;  dafs  §A  die  Klasse  K—\  besitzt;  naehi  Art.  143  eine 
Operation  %,  namlich  die  Ermittelung  eines  yon  a  nicht  unabhangigen 
Integrals  des  n  —  K  ~f  1-gliedrigen  yollstandigen  Systems  (6)  mit  den 
Independenten  ^  ..%n<t.  Ebenso  verlangt  im  Falle  K  —  2^  —  1  die 
Aufsuchung  einer  Funktion  &  von  der  Bescbaffenlieit;  dafs  A  +  d& 
die  Klasse  K  —  1  besitzt;  nach  Art.  145  eine  Operation  K}  namlich  die 
Bestimmung  eines  von  £1  nicht  unabhangigen  Integrals  des  n  —  x  -f  1- 
gliedrigen  vollstandigen  Systems  (13)  mit  den  n  -j-  1  unabhangigen 
Veranderlichen  xi..xnyfi.  Daraus  folgt  sofort;  dafs  die  soeben  an- 
gedeutete  Methode  zur  Herstellung  der  Normalform  von  A  unter  alien 
Umstanden  je  eine  Operation 

*,  x  —  1,  x  —  2,  ..  3,  2,  1,  0 

verlangt;  obwohl  diese  Methode  darnach  weit  einfacher  ist;  als  das  in 
Kap.  IV  entwickelte  Pfaff-flrassmann'sche  Reduktionsverfahren?  so  wollen 
wir  doch  nicht  naher  auf  sie  eingehen;  da  wir  im  nachsten  Kapitel 
eine  noch  vorteilhaftere  Methode  kennen  lernen  werden. 
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Kapitel  VI 
Das  implicite  Reduktionsverfahreii. 

§  1.    Die  Eeduktionsmethode  von  Clebsob.. 

148.    In  einen  Pfaff'scben  Ausdruck 

,  .  #„)  dxt 

von  der  Klasse  %  denken  wir  uns  mittels  der  Formeln 

/O\  '  /  *\  '  /  /*»    "\ 

statt  der  x  die  neuen  Variabeln  x'  eingefiibrt,  wodurcb  zf  die  Form: 

(3)  S  = 

erbalte.    Wir  setzen  nun: 

mithin 

\*)  1      1     i        1; 

und  wollen  untersucben^  welclie  Klasse  der  Pfaff'sche  Ausdruck  J± 
lesitet,  ivenn  man  darin  x«'x%  . .  xnf  als  Variable,  die  Grofse  x^  dagegen 
als  willMrlicJie  Konstante  betrachtet.  Diese  Klasse  werde  mit  x'  be- 
zeicbnet. 

Die  fundamentalen  Matrices  (A')7  (B')?  (C'),  die  zu  der  transfor- 
mirten  Gestalt  (3)  des  Pfaff'scben  Ausdrucks  A  gehoren;  sind  die 
folgenden: 


Dabei  1st 


\       &2      .  .  In 

0  \    .. 

In 

0      &12    ..hn 

5     (BO 

—  \   0   .  . 

6l. 

&»i6«...    0 

-6.6.1.. 

0 

(C')    |  btk  ||        (i,  ifc  «=  1  .  .  ri). 

8  a?/ 


gesetzt  worden.  Nacb  Art.  98  stimnaen  die  Rangzatlen  dieser  drei 
Matrices  bezw.  mit  den  Rangzablen  der  in  Art.  96  analog  bezeicbneten 
Matrices  tiberein. 

13* 
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Die  Matrices  (A/),  (B/),  (<Y),  die  in  demselben  Sinne  zu  ^  ge- 
horen,  wenn  darin  #/  als  Konstante  betrachtet  wird;  werden  erlialten; 
wenn  man  in  (A')  die  erste  Spalte  und  die  zweite  Zeile,  in  (B')  die 
zweite  Zeile  und  Spalte  ;  endlich  in  (C')  die  erste  Zeile  und  Spalte 
weglafst.  Da  der  Rang  einer  Matrix  durch  Weglassung  einer  Zeile 
oder  einer  Spalte  entweder  ungeandert  bleibt  oder  urn  eins  abnimnit, 
so  ist  der  Rang  yon  (A/);  d.  h.  also  die  geswchte  Klasse  K  entiveder 
gleicli  K  —  2  oder  gleich  x  —  1  oder  gleich  x. 

149.  Soil  erstens  der  Rang  von  (A/)  gleicli  %  —  2  sein,  so  mufs 
der  Rang  YOU  (Ar)  urn  eins  abnelimen?  wenn  man  die  zweite  Zeile 
daraus  fortlafst.  Infolge  dessen  miissen  die  linearen  Gleiclmngeii 

(5) 

nach  Art.  13  die  Relation  |x  ^  0  znr  Polge  haben.    Ist  mm 

(6)  ii^.-Uo 

ein  beliebiges  Losungensystem  der  Gleichungen  (5)?  so  ist  nach.  Art.  132 
und  141  die  partielle  Differentialgleicliung: 


in  dem  yollstandigen  System  V  entltalten;  das  aus  dem  zu  d  ge~ 
horigen  System  V  durch  die  Variabelntransformation  (2)  heryorgelit; 
und  zu  A'  in  derselben  Beziehung  steht;  wie  F  zu  A.  Nacli  dem 
yorhin  gesagten  wird  daher  jede  Gleichung  yon  V  durcL.  die  Punk- 
tion  fr::x^  identiscli  befriedigt?  und  infolge  dessen  ist  die  Funktion 
9i(^i^2  •  -xn)7  die  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  (2)  auf- 
tritt;  ein  Integral  des  yollstandigen  Systems  F. 

Wir  wollen  nun  umgekehrfc  annehmeu;  dais  letzteres  der  Pall  sei. 
Dann  ergiebt  sich,  dais  jede  Grleichung  der  Porm  (7),  deren  Koeffi- 
zienten  einem  Relationensystem  (5)  geniigen?  durch  die  Annahine 
fr^Xi  identiscli  erfullt  wird;  dafs  also  ^ivO  eine  Polge  des  Q-lei- 
chungensystems  (5)  ist.  Demnach  yerrnindert  sich.  der  Rang  yon  (A') 
um  eins;  wenn  man  die  zweite  Zeile  daraus  fortlafst. 

Es  sei  nun  zunachst  «==2A;  dann  hat  jede  der  Matrices  (A'); 
(B'),  (CO  den  Rang  2  A.  Perner  ist  jetzt  die  Gleichung 

(3) 


eine  Folge  yon  (5),  und  wir  bonnen  daher  sagen,  dafs  die  Gleichung 
|x  =  0  eine  Folge  des  Systems  (5)  (8)  ist.    Also  yermindert  sich  der 
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Rang  von  (B')  um  eins;  wenn  man  die  zweite  Spalte  fortlafst,  nnd 
infolge  dessen  ist  der  Rang  von  (B/)  gleich  %  —  2;  da  er  eine  gerade 
Zahl  sein  mufs.  Da  ferner  in  (A!)  alle  diejenigen  x-reihigen  Determi- 
nanten  verschwinden,  an  deren  Bildung  die  zweite  Zeile  sich  nicht 
beteiligfc;  so  vermindert  sicli  der  Rang  von  (0')  um  eins;  wenn  man 
die  erste  Zeile  weglafst,  d.  li.  der  Rang  von  (C/)  ist  ebenfalls  x  —  2. 
Daraus  folgt  unmittelbar  xf  =  x  —  2. 

1st  x  =  2/1  —  1,  so  sind  die  Koeffizienten  jeder  in  V  enthaltenen 
Gleichung  (7)  Losungen  der  linearen  Relationen: 

(9) 

und  es  ist  daher  unter  den  oben  gemaehten  Annahmen  ^  .—  0  eine 
Folge  von  (9)?  d.  h.  der  Rang  von  (C');  der  gegenwartig  gleich  x —  1 
ist,  vermindert  sick  nm  eins?  wenn  man  die  erste  Zeile  fortlafst  Dei- 
Rang  von  (C/)  ist  darnach  %  —  3;  also  der  Rang  von  (A/)  notwendig 
K  —  2,  da  er  einer  der  drei  Zahlen  %,  K  —  1,  x  —  2  gleich  sein  mufs; 
aber  nur  um  eine  Einheit  grofser  als  x  —  3  sein  kann. 

150,  Soil  zweitens  x'  =  %  —  1  sein;  so  darf  die  Matrix  (A')  beim 
Weglassen  der  zweiten  Zeile  ihren  Rang  nicht  andern,  da  sonst  nach 
dem   eben  bewiesenen  %'  =  x  —  2  ware.    Dann  mufs  sich  der  Rang 
von  (A')  notwendig  um  eins  vermindem,  wenn  man  die  erste  Spalte 
streich.t;  d.  h.  das  Grleichungensystem  (8)  (9)  mufs  die  Relation  |x  =  0 
zur  Folge  haben.    Ist  nun  ^  . .  |n  ein  beliebiges  Losungensystem  von 
(8),  (9),  so  ist  die  zngehorige  lineare  partielle  Differentialgleicliung  (7) 
in  dem  n  —  x-gliedrigen  vollstandigea  System  W  enthalten,  das  ver- 
moge  der  Variabelntransforrnation  (2)  aus  dem  zu  ^/  gehorigen  System 
W  Liervorgelit7  und  zu  dr  in  derselben  Beziehmg  steht,  wie  W  zu  z/ 
(Art.  132;  141),     Also  ist  jetzt  x±    ein  Integral  von  W  und  demnacli 
(pl(xl..x7^)  ein  Integral  von   W.    Umgekehrt,  ist  letzteres  der  Fall, 
und  ist  qpx  kerne  Losung  von  F;  so  andert  die  Matrix  (A')  iliren  Rang, 
wenn  man  die  erste  Spalte  weglafst;  der  Rang  von  (A/)  ist  also  not- 
wendig x  —  1;  da  ini  Falle  %'  =  x  —  2  die  Funktion  g>x  dem  System  V 
geniigen  wiirde. 

151.  Indem   wir  die  Resultate  der  beiden  letzten  Nummern  zu- 
sammenfassen,  erhalten  wir  das  wiciitige  Theorem: 

,,Fuhrt  man  in  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  d  der  Klasse  x  mittels 
der  Transfomationsformeln 

(2)  Xl  =  q>±  (X^  .  .  Xn)    .  •   Xn  =  <fn(^^  ,  .  Xn} 

statt  der  x  die  neuen  Veranderlichen  x±  . .  x*  ein,  und  erhalt  dadurch 
4  die  Form 
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(4)  4 

so  lesitet  der  Pfaff'sclie  Ausdrucl  Jl  ,  *emw  www  tfarw  #a'#3'  .  .  a;/  afe 
Variable,  #/  aber  als  willkihiiAen  Parameter  letrachtet,  die  Klasse 
%  —  2,  oder  K  —  1,  oder  «,  je  naclidem  die  Function  <Pi(%i%%  •  •  #n)  ^ 
Integral  des  m  J  geliorigen  vollstandigen  Systems  V,  oder  ein  dem 
System  V  niclit  genilgendes  Integral  des  Systems  W  ledeutet,  oder  cndlich 
das  System  W  niclit  erf  Hilt."' 

Der  Satz  gilt  in  dieser  Fassung  nur  fur  K  <  n}  da  es  fur  x  =  n 
ein  vollstandiges  System  W  uberhaupt  niclit  giebt.  In  diesem  Falle 
mtissen  wir  ilan  besonders  ausspreehen;  er  lautet  clann: 

^Fiilirt  man  in  einen  l)edingungslosen  Pfaff'sclien  A^isdruck  zi  mittels 
der  Formeln  (2)  die  neuen  VerdnderlicJien  x±  .  .  x^  ein,  und  erlialt  z/ 
dadurch  die  Form  (4),  so  ist  die  Klasse  von  ^  gleicli  n  —  2  oder 
gleich  n  —  1,  je  nacMem  die  Funktion  <PI(MI%%  .  .  ^«)  der  0u  ^  gehbrigen 
linear  en  partiellen  Differentialgleidmng  V  (Art.  133)  genilgt  oder  niclit" 

152.  Wenn  die  Funktion  <p1(#1..^,)  die  Variabele  x±  wirklich 
enthalt;  so  dtirfen  wir  die  neuen  Variabeln  x%  .  .  xnr  bezw.  mit  x%  .  .  xn 
identifiziren,  d,  Ji.  an  Stelle  von  (2)  folgende  Transformationsformeln 
beniitzen; 

(^  J  j  X-^ 


Unser  voriges  Resultat  lafst  sich  dann  so  aussprechen: 
Druckt  man  mittels  der  Relation 


irgend  eine  der  Variabeln  x}  etwa  x±,  als  Funktion  wn  x%  .  .  xn  und  der 
arbitraren  Konstanten  c±  a^lS)  und  substituirt  den  so  erlialtenen  Wert  in 
einen  Pfaff'schen  Ausdruck  4  der  Klasse  K  (<  n),  so  verwandelt  sicli  J 
in  einen  Ausdruck  Jl  mit  n  —  1  Variabeln  x2  .  .  xn,  der  filr  leliebige 
Werte  von  q  die  Klasse  x  —  2,  H  —  1  oder  K  lesitzt,  je  nacMem  g?t 
das  vollstandige,  m  z/  geliorige  System  V,  oder  das  vollstandige  System  W, 
nicM  aber  V}  oder  endlich  weder  V  noch  W  befriedigt 

Im  Falle  %^n  lesitst  J±  die  Klasse  n  —  2  oder  n  —  1,  je  nacli- 
dem  (Pi  die  partielle  Differentialgleidmng  V  erf  Hilt  oder  niclit. 

Wir  wollen  die  Variabelntransformation  (9)  als  ffer$teff  oder  »zweite 
Clebsctische  Reduktionsmefhode"  bezeiclinen;  je  nachdem  9?1  dem  System  V} 
oder  dem  System  W,  niclit  aber  dem  System  V  gentigt. 

153,  She  wir  an  diese  beiden  Reduktionsmetboden  weitere  Schlusse 
kniipf©n;  wollen  wir  sie  an  dem  Spezialfall  n  =  x  =  3  erlautern.  Das 
System  Y9  das  zu  dem  bedingungslosen  PfafFschen  Ausdruck 
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(10)  /I  EH  Xdx  +  Ydy  +  Zde 

gehort,  reduzirt  sicli  nach  Art.  133  auf  die  einzige  partielle  Differential- 
gleichmig: 


Nehmen  wir,  urn  die  Ideen  zu  fixiren,  an,  dafs  Xy  —  Tx  nicht 
identisch  versehwinde,  so  besitzt  diese  Gleichung  zwei,  hinsichtlich 
x,  y  unabhangige  Integrale  <p,  ip  (Art.  46).  Eins  derselben,  etwa  <p, 
mufs  x  wirklich  enthalten,  und  wir  konnen  darnacli  mittels  der  Gleicliung 

(12)  (p(xyg)  —  xf 
die  Variable  x  in  der  Form 

(13)  x  =  co  (x',  y,  #) 

ausdrficken.     Substituiren  wir  diesen  Wert  von  x  in  (10),  so  erhalten 
wir  fur  A  die  Darstellung: 


Nach  Nr.  151  ist  jetzt  der  Ausdruck 


ein  exaktes  Differential,  wenn  man  sich  in  X,  Y,  Z  die  Variable  x 
durch  a  ersetzt  denkt;  und  x'  als  willktirliche  Konstante  betrachtet. 
Es  ist  nicht  ohne  Interesse?  sich  davon  direkt  zu  tiberzeugen.  Damit 
A  ^  exakt  sei,  mufs  man  haben: 

(«) 

Die  Fankfcionen  XYZ  enthalten  nun  die  Variabeln  y  und  $  sowohl 
explicite  als  auch  implicite;  da  x  durch  &  ersetzt  ist.  Mit  Riicksicht 
darauf  schreibt  sich  die  Bedingung  (15)  folgendermafsen: 


|  I  _r        _     .__^^        I    r-JL-        .  1         — '     ~ 

3 z        oy  \o £        3 x    o% / 


SY 


wobei  natiirlich  ^  iiberall  durch  o  ersetzt  ist;  d.  h.  man  mufs  yermoge 
x  =  CD  identisch  haben 


P  V 

=      etc' 
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ftir  jedes   beliebige  Wertsystem  af,  y,  s.    Dafs  aber  diese  Bedingung 
thatsachlich  erftillt  ist;  folgt  unmittelbar  aus  der  Bedeutung  von  03. 
Demnach  kann  dl  mittels  einer  Operation  null  auf  die  Form 


gebrackt  werden,  worin  aber  bei  der  Ausrechnung  des  Differentials 
J/«  die  Grofse  x  als  Konstante  zu  betrachten  ist.  Fuhrt  man  diesen 
Ausdruck  in  d  ein?  und  versteht  man  unter  dera  Symbol  d  wie  ge- 
wohnlich  eine  Differentiation,  die  sich  auf  alle  drei  Variable  x'y$ 
beziehl,  so  ergiebt  sich: 


won 

TT  _  -Y  8a          3ft 

Jj  -t  mn  j\.   f\     ,  f\    r 

^  ox        dx 

und  /!  statt  x  gescbrieben  wurde.  Ersetzt  man  hinterher  $'  wiederum 
durch  <p(tty3),  so  geben  f^f^F^  in  Funktionen  von  xys  tiber,  und 
man  erhalt  flir  d  die  Normalform 


Dafs  die  Funktionen  fl}  f%,  F±  hinsichtlich.  der  Variabeln  xy$  unab- 
hangig  sind,  folgt  schon  daraus,  dafs  andernfalls  d  mit  einetn  Aus- 
druck in  nur  zwei  unabh'angigen  Veranderlichen  identisch  ware,  also 
nicht  die  Klasse  3  besitzen  konnte. 

Die  vorstehende  Methode  zur  Herstellung  der  Normalform  von  ^ 
erfordert,  wie  man  sieht,  aufser  Differentiationen  und  Eliminationen 
nnr  eine  einzige  Operation  2  und  eine  einzige  Operation  null;  ist  also 
bedeutend  einfaeher,  als  die  bislierigen  Reduktionsmethoden. 

TJnser  Verfahren  bestatigt  aufs  neue  die  auch  aus  der  Multipli- 
katortheorie  folgende  Tkatsache,  dafs  nach  Ermittelung  einer  Losung 
9  der  partiellen  Differentialgleicliung  (11)  die  zweite  Losung  ^  durch 
Differentiationen,  Eliminationen  und  eine  einzige  Quadratur  gefunden  wird. 

Beispiel:  d  ^  ydx  +  gdy  + 

Man  hat  in  diesem  Falle 


also  wird  die  partielle  Differentialgleicliung  V: 

a/  ,  8j[  ,  a/_0 

dx^  dy~T  dt~ 

Eines  ihrer  Integrate  ist  x  —  y*  setzen  wir  daher: 
x  —  y  =  tf-  x  =  y  -[-#', 
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und  substitniren  diesen  Wert  von  x  in  A>  so  koinmt: 
A  EE  ydx'  +  0  +  s)dy  +  (y  +  *>te. 

Man  hat  nun 

Ji  =£?  (y  +  *)<ty  +  (y  +  s'kZ*  =  d       ?/2  +  y*  + 


wenn  bei  der  Differentiation  #'  als  Konstante  gilt;  betrachtet  man 
aber  x  als  Variable  und  substituiri  den  Ausdruck  fur  ^  in  z/, 
so  folgt: 


oder;  wenn  man  ^'  wiecler  durch.  x  —  y  ersetzt: 

-f  (y  —  s)d(x  —  y). 


Man  wird  bemerken;  dafs  die  Fimktionen  x  —  y  mid  y  —  2  zwei  un~ 
abhangige  Losungen  der  Gleichung  V  darstellen,  was  mit  Nr.  131 
ubereinstimmt. 

154.  Grentigt  die  Pnnktion  <p  in  (12)  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (11)  nielit,  ist  sie  also  ganz  beliebig  gewahlt;  so 
verwandelt  sich  d  vermoge  der  Substitution  (13)  in  einen  Ausdruck 
der  Form  (14);  und  ^  besitzt  jetzt  nacli  Art,  151  die  Klasse  zwei; 
wenn  x  darin  als  Konstante  betrachtet  wird. 

Ist  dann 

^(^y^)  —  c 

die  allgeineine  Integralgleichung  der  Grleicliung  z/t.  =  0?  (die  eine  ge- 
wobnliche  Differentialgleichung  in  den  beiden  Yariabeln  y  und  s  dar- 
stellt);  so  hat  Jdl  die  Form: 


wenn  sich  das  Differentiationssymbol  nur  auf  y,  £  bezieht;  und  es  er- 
halt  z/  schliefslich  die  Form 

ft'dx'  -f-  %'dip', 

wobei  jetzt  das  Differential  di//  auf  alle  d^ei  Variabeln  xy#  zu  be- 
ziehen  ist  und 

f  _    -y   SCO  ,   dtp' 

*  =A87~  x  W 

gesetzt  wurde.  Indein  wir  schliefslich  xr  wieder  durch  seinen  Wert  9 
ersetzen,  wodurch  a  '  ^^  bezw.  in  it,  %,  ty  ubergehen  raogen;  erhalten 
wir  die  reduzirte  Form: 

A  =  7t 
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Dieses  Verfahren,  welches  offenbar  mit  der  ?;ungeraden  Pfaff'schen 
Reduktion"  des  Art.  109  ubereinstiinmt,  erfordert,  wie  man  sieht,  nur 
erne  einzige  Operation  1,  liefert  aber  dafiir  aucli  keine  Normalform, 
sondern  nur  eine  reduzirte  Form  mit  2  Differentialelementen. 


§  2.    Diitter  Beweis  des  Fnndamentalttteorems. 

155.  Indem  wir  nunmehr  zu  der  Betrachtung  des  aUgemeinen 
Falles  zuriickkehren,  wollen  wir  uns  auf  den  Pfaff'sclien  Ausdruck  d 
mit  der  Klasse  %  die  erste  Clebsch'sche  Reduktion  angewendet  denken, 
d.  h.  wir  fuhren  mittels  der  Forrnel 

(1)  %1    =fl(%l^  •  •#»)> 

worin  f\  ein  beliebiges  Integral  des  Systems  V  bedeutet,  statt  ocl  die 
neue  Variable  x±  in  A  ein;  walirend  wir  die  iibrigen  Variabeln  x^ . .  xn 
auch.  in  der  Bezeichnung  beibehalten  wollen.  Hierdurch  erhalt  A 
die  Form 


^ . .  x^dx±  -f-  z/1? 

wobei  zll  als  Pfaff'scher  Ansdruck  in  den  Variabeln  x%x% . .  xn  die 
Klasse  K  —  2  besitzi  1st  nun  K  —  2>17  so  existirt  nach  Art.  132 
ein  vollstandiges  System  V^  mit  den  Independenten  x% . .  %nj  das  zu 
z/x  in  der  analogen  Beziehung  steht;  wie  das  System  V  zu  z/.  Die 
Anzahl  der  Gleichungen  von  V^  ist  gleich 

n  -T-  1  —  (K  —  2)  -f  1  =  n  —  K  +  2 
und  die  Zahl  seiner  unabhangigen  Integrale  gleich 

w_l_(w_a  +  2)  =  *  —  3. 

Es  sei  f^(x^x^ . .  Xn)  ein  beliebiges  Integral  des  vollstandigen  Systems 
V(1]-  die  Funktion  f^  wird  natiirlicL.  im  aUgemeinen  von  dem  Para- 
meter x^,  der  in  die  Koeffizienten  der  GHeichungen  V®  eingeht,  eben- 
falls  abhangen.  Ferner  diirfen  wir  voraussetzen?  dafs  f^  die  Variable 
x%  wirklich  entlialt,  da  wir  dies  notigenfalls  dadurch  erreichen  konnen; 
dafs  wir  die  Variabeln  #2i. .  xn  anders  nummeriren.  Mittels  der  Forrnel 

X^    =  J"2      \%i  j  ffl%  •  •  ffiyi) 

ffthren  wir  dann  statt  x%  die  neue  Variable  #27  in  ^  ein,  wahrend  wir 
die  andern  Variabeln  x% . .  xn  beibebalten.  Dadurck  erhalt  J1  die  Form: 


[156]  §  2.    Dritter  Beweis  des  Fundamentaltheorems.  203 

wo  /ID  als  Pfaff'scher  Ausdruck  in  den  Variabeln  x$..xn  betrachtet, 
die  Elasse  %  —  4  besitzt.  1st  jetzt  %  —  4  >  1;  so  gehort  zu  z/2  ein 
vollstandiges  System  F(2)  in  demselben  Siane  wie  F  zu  J9  mid  zwar 
besteht  V^  aus  n  —  K  +  3  Grleichungen  in  n  —  2  Independents 
$3  .  .  xnj  besitzt  also  %  —  5  Integrale.  1st 


eines  dieser  Integrale,  so  fuhren  wir  mittels  der  Forrnel 


statt  x3  die  Variabeln  xBf  in  z/2  ein  etc. 

Nach  v  derartigen  Schritten  kommen  wir  zu  einena  Ausdruck  z/7-; 
der  mit  dem  vorliergehenden  Ausdruck  z/r__i  folgendermafsen  zu- 
sammenhangt: 


Dabei  sind  <&(*'>  und  a^  Funktionen  der  Variabeln  a?/.  .%v%v+i*  -%n> 
und  2/v  besitzt  als  Pfaff'scber  Ausdruck  mit  den  Veranderlicben  xv+i..xn 
die  Klasse  %  —  2v.  Die  Grofsen  2^'  .  .  xj  bangen  mit  den  ursprimg- 
licben  x  durch  die  Formeln 

X'  =  fi(i-l](x^X^  .  .  Xi-iXf,  Xf+i   .  .  %n)  (i  =  1,  2  .  .  V) 

zusammen,  und  es  ist  allgemein  f^~~  V  ein  beliebiges  Integral  des 
n  —  K  «|_  i-gliedrigen  vollst'andigen  Systems  F(|~1J  mit  M  —  i  +  1  Inde- 
pendenten;  das  zu  z/^i  in  derselben  Beziehung  steht;  wie  V  zu  z/. 

Wir  bemerken  ein  ftir  allemal,  dafs  bei  der  hier  gewablten  Be- 
zeichnungsweise  der  obere  Index  W  andeuten  soll?  dafs  die  betreffende 
Funktion  ausscliliefslich  die  Variabeln  #/  .  .  a?/^r_j_i  .  .  xn  enthalt;  dar- 
nacb  wird  f®  statt  f  gesckrieben, 

156.  Es  sei  zunachst  3c  =  2/l.  Dann  erhalten  wir  durch  A  —  1- 
inalige  Anwendung  des  soeben  gescbilderten  Verfahrens  einen  Pfaff  'schen 
Ausdruck 


der  die  Klasse  zwei  besitzt^  wenn  darin  XIXJL+I  .  .xn  als  Veranderlidhe, 
dagegen  x^  .  .  xi~i  als  willkurliche  Parameter  betrachtet  werden.  Man 
kann  daber  mittels  einer  Operation  1  eine  Funktion  /^~"1)  so  bestimmen; 
das  ^1—1  die  Form 


annimmt;  wenn  man  mittels  der  Grleichung 
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statt  ,/;;.  die  neue  Variable  x{  einfahrt.    Es  gilt  daim  also  die  Identitat  : 

(3)  J^-^Fp-Vdfp-v, 

weun  rait  Ffi-1}  diejenige  Funktion  der  Variabeln  #/  .  .  xi-i%i  .  .  xn 


bezeichnet  wird,    die  aus   CP(2)   entsteht,  wenn  darin  x{  durch  semen 

Ausdruck  (2)  ersetzt  wird.    In  der  Identitat  (3)  sixid  bei  der  Differen- 

tiation  rechts   nur   Xi  .  .  xn   als   Variable   zu    beliandeln.  Setzen   wir 
daher  fur  J^t  seinen  Ausdruck  (3)  in  die  Gleichung 


ein;  so  erhalten  wir: 
z/,_3 

worin  gesetzt  ist: 


Setzen  wir  hierin  fur  x'/_i  seinen  Wert 

(4)  x/_x  =  /^)«  .  .  «;_,,  «,_ 

so  erhalt  man  fur  z/^_2  folgende  Darstellung: 


darin  bedeuten 

jTO-a)       ;pa-a) 
^1—1   >     -^  I        > 

diejenigen  Funktionen,  die  bez.  aus 

i)     jpa—  i) 

^ 


dad-arch  entstehen,   dafs  man  x^i  durch  seinen  Ausdruck  (4)  ersetzt. 
Setzt  man  die  so  erhaltene  Darstellung  von  Ji~~.$  in  den  Ausdruck 
fur  z/2_3  etc.;  so  erhalt  man  allgemein  fur  Jv  (v  =  I  —  1,  K  —  2;  .  .  1) 
die  Darstellung: 

(5)  j,  -,:.  Fdf      +  FdfU,  +  -  -  + 


alle  in  diesem  Ausdruck  vorkommenden  F^)  f^'\k  sind  Funktionen 
der  Variabeln  x^x^  .  .  sc/a^+i  .  .  xn]  die  Differential  rechts  beziehen 
sich  ausschliefslich  auf  die  Variabeln  xv+i  .  .  xn.  Man  erhalt  /W)  aus 


man  daraus  die  Variabeln 
mittels  der  Relationen: 

(6)  <-^,<-n(1)--< 
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successive  wegschafft.     Ebenso  entsteht  F^k  aus  F^'ff  9   indem  rnan 

aus  dieser  Funktion  die  Yariabeln  x^k}  XV+L—I  .  .  x?+i  mittels  (6) 
successive  entfernt.  Um  also  auch  alle  Koeffizienten  Fy\k  zu  kennen, 
geniigt  es;  die  Funktionen  Fs^  (s  =  A7  A  —  1  .  .  1)  zu  ennitteln.  Diese 
letzteren  ergeben  sicli  aber  mittels  der  Eekursionsformel  : 

g/M  g/<*)  g/(*) 

F(«)  =  $(*)  —  F(»)      -li±i  —  F(«)      _li±!  ____  F(»)  _l£,  . 
•^  ^  -^  /          -r  /  ^  / 


Mittels  dieser  Formel  und  der  nachstehenden: 


lassen  sich  die  Funktionen  Ff~p,  F£~j)  .  .  -Fy}  successive  berechnen, 
da  ja  die  rechtsstehenden  Funktionen  F^\k  sich  aus  F^V  durch 
Elimination  ergeben. 

Setzen  wir  in  der  Identitat  (5)  den  Index  v  =  0;  und  schreiben 
wir  J?\  statt  J7,0  und  //  statt  f\Q,  so  erhalten  wir  flir  JQ  oder  z/  folgeude 
Darstellung: 

(7)  A 

worin  die  I^*;  f}  nur  mehr  die  ursprungliciien  Variabeln  #x  .  .  o:w  ent- 
halten.  Die  Funktion  /^  entsteht  aus  ffi~l\  und  ebenso  Ft  aus  JF/;^ 
indem  man  daraus  die  XL  mittels  (6)  eliminirt.  Statt  aber  die  Ft  in 
dieser  Weise  zu  bereclmen,  konnen  wir  sie  direkt  mittels  der  aus  (7) 
folgenden  Identit'aten 

(8)  «,-Jl        +  Ji        +  ..  +  J?i  (i-l..») 


ennitteln.  In  der  That  sind  ja  die  Funktionen  /i  .  .  /i  itrer  Entstehung 
nach  Mnsiclitlich  xl  .  .  Xn  unabhangig;  also  lassen  sich  die  ersten  I 
Gleichungen  (8)  nach  Fl  .  .  FI  auflosen. 

157.  Im  Falle  %  =  2  A  —  1  bleibt  die  ganze  vorige  Betrachtung 
gfiltig,  nur  init  dem  Unterschiede,  dafs  jetzt  der  Pfaff'sche  Ausdruck 
z/2~i?  wenn  man  darin  x^  XI+-L  ..  xn  als  Variable  betrachtet;  die 
Klasse  1  besitzt^  also  mit  Hiilfe  einer  einzigen  Operation  null  auf  die 
Form  eines  exakten  Differentials 


gebracht  werden  kann,  wobei  die  Differentiation  nur  auf  die  Variabeln 
#a  .  .  xn  zu  beziehen  ist.  Wir  haben  daher  im  vor.  Art.  die  Funktion. 
oder  ®W;  und  infolge  dessen  auch  alle  Funktionen 
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j7iu-2)  _  FjtiFi  identisch  gleich  ems  zu  setzen,  und  erhalten  so  fur  den 
gegebenen  Pfaff'schen  Ausdruck  J  die  Darstellung: 

(9)  J  =  F.dfl  H h  jft-id/i-i  +  dfi- 

158.  Is  sei  vor  allem  hervorgehoben,  dais  die  soeben  auseinander- 
gesetzte  Eedaktionsmethode  uns  einen  neuen,  von  dera  friihereii  voll- 
koinmen  unabhangigen  Seiceis  des  FundamentaWieorems  liefert.    Es  ist 
niitzlich,  die  einzelnen  Stadien  dieses  Beweises  noch  einmal  kurz  anzu- 
geben:  In  Art.  98  wurde  gezeigfc;  dafs  die  Klasse  K  eine  Invariants  des 
Pfaff'schen  Ausdrucks   /I  ist;  in  Art.  140  und  141  sodann,  dafs  die 
beiden  GHeichungensysteme  V  und  W  vollstandig  und  init  A  invariant 
verknttpft  sind,    Auf  Grund  dieser  drei  Thatsachen  zeigten  wir  sodann 
in  Art.  149  die  Moglichkeit  der  ersten  Clebsch'schen  Beduktion,  und 
mit  deren  Hiilfe  in  der  vor.  Nr.  das  Bestehen  einer  Normalform  (7) 
bezw.  (9)  in  den  Fallen  %  =  2^  bezw.  2A  — 1.    Nach  Art.  127  und 
130  lafst  sich  jetzt  hinterher  zeigen;  dafs  die  genannten  Normalformen 
in  der  That  nur  einem  d  mit  der  Klasse  2  A  bezw.  2  A  —  1  zukonotmen, 
und  dafs  die  darin  auftretenden  %  Funktionen  Fy  f  unabhangig  sind. 

159.  Die  oben  geschilderte  Beduktion  liefert  uns  iiberdies  ein  weit 
einfacheres  Verfahren   zur  Herstellung   einer  N*ormalfonn   von  z/  als 
die  bisherigen  Metboden.    In  der  That  geniigt  es  ja;  urn  eine  Normal- 
form  von  z/  zu  erhalten,  die  A  Funktionen 

/;(^~1)  (x^xj  . .  %;~ixv . .  xn}    (v  =  1,  2, . .  A) 

zu  ermitteln;  die  N'ormalforni  ergiebt  sich  dann  durch  gewisse  Differen- 
tiationeu  und  Eliminationen.  Nun  ist  f^v~^  ein  beliebiges  Integral 
des  n  —  K  -f"  v-gliedrigen  vollstandigen  Systems  Y(v~~^  mjt  den 
n  —  v  ^  1  Independenten  xV9  xv+i  . .  %n.  Wendet  man  nun  auf  das 
System  V(v~V  die  Mayer'sche  Methode  an  (Art.  87,  88),  so  erfordert 
die  Ermittelung  von  /*„("- x)  eine  einzige  Operation 

n  _  v  ^«  i  —  (n  —  x  ^  v)  =  x  —  2v  -f- 1. 

Die  Herstellung  der  Normalform  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  J 
mit  der  Klasse  K  erfordert  demnach  aufser  Differentiationen  und  Eli- 
minationen bei  geradem  %  nur  noch  je  eine  Operation 

%  —  1;  x  —  3,  ..  3?  1 
und  bei  ungeradem  x  je  eine  Operation 

a  —  1;  «  —  3,  . .  4,  2,  0. 

Beilaufig  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  /j  eine  teliebige  Losung 
des  Systems  V,  allgemein  ffi-V  eine  leliebige' Losung  von  F(v-1^  be- 
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deutet?   dafs  also   jeder  Pfaff'sche  Ausdruck  d ;   dessen  Klasse  %>1 
ist,  unencllich  viele  Normalformen  besitzt  (vgl.  auch  Art.  124). 

160.  Das  vollstandige  System  V(v~^  mit  den  Independenten 
xv .  .  xn+ij  das  zur  Bestimmung  der  Funktion  fv(v"~1^  dient;  steht  zu 
dein  Pfaff  schen  Ausdruck 


in  derselben  Beziehung,  wie  F  zu  z/;  die  Koeffizienten  der  in  V^'~"^ 
enthaltenen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  sind  darnach  ge- 
wisse  rationale  Ausdrueke  in  den  Grofsen  a^~~V  und  ^7""^  wenn 
gesetzt  wird: 


M       '         CXL  xL 

Um  die  Funktionen  a^v~^  zu  erhalten,  hat  man  vermoge  der 
Formeln 

xf  =  f  .  x  f  _  /ti)      x  r      —.  /tv-2) 

^1  /I)    ^2  '2     **^r~l          /  r  —  1 

oder;  was  offenbar  dasselbe  ist;  vermoge  der  Formeln 

^1    ~"~~  /l?    *^2    ~~~"  /g    •  •    ^v  —  1  ===  /  v  —  1 

statt  #!  .  .  ^r_i  die  Variabeln  a\'  .  .  x^i  in  z/  einzufuliren.  Der  Koeffizient 
des  JDifierentials  dXk  in  dem  so  transforniirten  Ausdruck  J  ist  dann 
fl^-« 

Demnach  hangen  die  Koeffizienten  des  Systems  F^""^  implicite 
ab  von  den  Funktionen  /^  .  .  />__  1;  und  konnen  also  erst  angegeben 
werden,  wenn  die  Form  dieser  Funktionen  wirklich  bestimmt  ist.  Aus 
diesem  Grrunde  haben  wir  das  Eeduktionsverfahren  der  Artikel  155 
bis  157  in  der  tJberschrift  dieses  Kapitels  als  ,,wyplicitesfe  Verfahren 
gekennzeichnet?  und  zwar  iin  Gregensatz  zu  einer  in  Kap.  IX  zu  ent- 
wickelnden  ?;espliciten"  Methode;  bei  dieser  erfolgt  namlicli,  wie  wir 
sehen  werden^  die  Bestimmung  der  in  der  Normalform  auftretenden 
Funktion  fv  durch  Integration  eines  vollstandigen  Systems  VV)  dessen 
Koeffizienten  die  Grofsen  a,-;  a^  und  die  Ableitungen  von  /i/*2../r—  i 
explicite  enthalten;  das  also  der  Form  nach  angegeben  werden  kann; 
aucli  wenn  /i  .  .  fv~i  noch  nielit  bekannt  sind. 

161.  Wir  wollen  auch  auf  die  ewevfo  Eeduktionsmethode  von 
Clebsch  noch  mit  ein  paar  Worten  eingehen.  Bedeutet  ^(x^  .  .  x^) 
ein  beliebiges;  von  x1  nicht  unabhangiges  Integral  des  zu  d  gehorigen 
vollstandigen  Systems  TF,  bezw.  im  Falle  z  =  n  eine  arbitrare  Funktiou 
der  Yariabeln  #7  und  fiihren  wir  mittels  der  Formel 
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statt  ^  die  neue  Variable  a?/  in  den  Pfaff  schen  Ausdruck  J  ein,  so 

erhiilt  z/  die  Form 

4 
worm  der  Ausdruck 


die  Klasse  x  —  1  besitzt,  wenn  o?2  .  .  a?«  als  Variable  betrachtet  werden. 
Netinen  wir  zunachst  ^  =  2A  —  1  an,  so  lafst  sich.  Jl  nach  Art.  156 
auf  die  Form 


reduziren,  worin  die  Funktionen  $^);  y^1)  von  den  Variabeln  %', 
abhangen,  die  Differentiale  dtp*®  aber  nur  auf  die  Veranderlichen 
Bezug  haben.  Es  folgt  dann  eine  Identitat  der  Form: 

^  EE  ^Wrte/  +  <P8Wd9a(D  ^  ----  1- 
worin  gesetzt  ist 


s      dx^ 

und  die  Differentiale  dcp^  sich  jetzt  auf  alle  n  Variabeln  xtf 
beziehen.  Ersetzt  man  x±  liberall  durch  <JPI?  und  geht  dadurch 
in  0i  und  g?/1)  in  ^  liber  so  erhalt  man: 

und  wir  wissen  aus  Art.  129,  dafs  zwischen  den  Funktionen  ®L  .  .  ^ 
(pi . .  <pi  eine  und  nur  eine  identische  Relation  besteht,  die  nach  einer 
von  den  Grofsen  $  aufgelost  werden  kann. 

Diese  Methode  zur  Herstellung  einer  reduzirten  Form  (10)  er- 
fordert,  falls  x  =  2  A  —  1  <  n  ist,  aufser  der  Operation  x,  die  zur  Er- 
mittelung  der  Funktion  ^(^^  . .  #»)  notig  ist,  noch  je  eine  Operation 
K  —  2,  %  —  4,  .  .  33  1,  also  hohere  Operationen  als  das  Verfahren  des 
Art.  159.  Ist  dagegen  %  =  2A  —  1  =  %  so  kann  far  ^  eine  beliebige 
Funktion  gewahlt  werden,  und  es  sind  nur  die  Operationen  %  —  27 
K  —  4?  . .  1  erforderlieh,  also  niedrigere  Operationen  als  bei  der  Me- 
thode des  Art.  159;  freilich  liefert  unser  Verfahren  dafiir  auch  keine 
Normalform  von  z/,  sondern  lediglich  eine  reduzirte  Form  mit  A 
Differentialelementen  (fur  I  =  2  vgl  Art  154).  Nebenbei  zeigt  sich 
hier  neuerdings,  dafs  in  der  reduzirten  Form  ernes  bedingungslosen 
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Ausdrucks  init  ungerader  Variabelnzahl  eines   der  Differentialelemente, 

nainlich  dcp1}  ganz  beliebig  angenornmen  werden  kann  (vgl.  Art.  111). 

162.  1st  %  =  2/l;  so  besitzt  der  vorhin  mit  /ll  bezeiehnete  Pfaff'sche 

Ausdruck  die  Klasse  2  A  —  1;  kann  also  naeh  Art.  157  auf  die  Normalform 


gebracht  werden,   wobei  die   3>(l\  cpM   Funktionen  der  Variabeln  #/, 

x.2  .  .  xn    bedeuten,    und    die    Differentiationssymbole    d   sicli    nur  auf 

x%  .  .  xn  erstrecken.     Man  gelangt  so  zu  der  folgenden  Darstellung  des 
Pfaff'schen  Ausdrucks  z/: 

z/  =  d®  +  *i^??i  +  ^2^/<p2  H  ----  (-  ®id<pi* 

Offenbar  besteht  zwischen  den  Funktionen  3>7  99  eine;  aber  auch  nur 
eine  identische  Relation. 

Dieses  Verfabren  erfordert  aufser  Differentiationen  und  Eliininationen 
je  eine  Operation  x,  K  —  2,  .  .  2,  0;  im  Falle  %  =  n  nur  die  Operationen 
K  —  2^  K  —  4;  .  .  2?  0.  Obwohl  man  auf  diesem  Wege  zu  einer  Form 
von  A  gelangt  ;  die  nicbt  die  Minimalzabl  von  Dififerentialelementen 
entbalt?  so  ist  die  bierrnit  angedeutete  Reduktionsmetbode  docb  fiir 
eine  spatere  Anwendung  von  Wicbtigkeit. 

§  3.     Die  analytische  Besclxaffenheit  der  Kormalform. 
163.  Die  Klasse  %  des  Pfaff'scben  Ausdrucks 


i 
sei  gleicb  2A;  und  die  Pfaff'scben  Aggregate 

P  =  (1,  2  .  .  2A);  H^o  =  (1;  2  .  .  2A  -  1,  0) 
naogen  nicbt  identiscb  null  sein.     Bs  sei  jetzt 
(1)  x*xf  .  .  a?a° 

eine  Stelle,  an  der  alle  Koeffizienten  at  .  .  an  regular  und  die  beiden 
Funktionen  P  uncl  ZTg^o  nicbt  null  sind.  N"acb  Art.  128  kann  dann 
das  zu  A  geborige  System  V  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden 


und  samtliche  Koeffizienten  |/t  sind  an  der  Stelle  (1)  regular  (Art.38;5);6)). 
Das  System  V  besitzt  daher  unbegrenzt  viele  Integrale,  die  an  der 
Stelle  (1)  regular  sind.  Es  sei  /i(#i--#/0  ei&  solcbes  Integral;  die 
Funktion  ^(x±  .  .  #*_i);  auf  die  sicb  /x  vermoge  xy,  =  xx*  .  .  xn  =  x£ 

v,  Weber,  Das  Pfaffsclie  Problem,  14 
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reduzirt,    kann  beliebig  gewahlt  warden  (Art.  62)  und  infolge  dessen 
darfen  wir  auch  axmehmen,  dafs  die  Ableitung  ^    an   der  Stelle   (1) 

nicht  null  1st.    Bezeichnen  wir  dann  mit  #/  den  Wert,  den  f±  an  der 
Stelle  (1)  annimmt,  so  lafst  sici.  die  Gleichung 

(3)  <  =  /iUi^2  •  •  ''>'«) 
folgendermafsen  auflosen 

(4)  xl  =  <p(ff/#a  .  .  #«), 

und  die  Funktion  (p  ist   eine  gewolmliche  Potenzreihe  der  n  Grofsen 

(5  j  $i          J*i  }   X%          #2    •  •  ^n         %n  5 

sie  nimmt  an  der  Stelle 


den  Wert  x±    an?  und  es  ist  ^~,  daselbst  nicht  null.    Piihrt  man  nun 

CXi 

mittels  der  Porinel  (3)  die  neue  Variable  #/  statt  x±  in  z/  ein,   so 
erhalt  man 


=  a/^'  -f 


/  -f- 


wenn  gesetzt  wird: 
(7)  < 


ak 


Ersetzt  man  in  den  Funktionen  a,-  die  Grofse  x±  iiberall  durch  <pl9  so 
erhalt  man  fur  die  Funktionen  a/  . .  an'  nach  Art.  38,  6)  gewohnliclie 
Potenzreihen  der  Grofsen  (5).  Schreiben  wir  jetzt: 

o;          f  r*         f 

f^^Ji;    ~'.'."T.:'  T>        ™  ~~~~*  7S    '    ~f    "''""'   r   ~ "   Cl/fc  J_  (A/   """'•—   2j*   t).   .   .  /&  1 

(9  3Gk  CXl 

(k  g^  g^  ki  \  ;    t  w,  .  .      j 

so  flndet  man  auf  Grund  der  Formeln  (7): 


Wir  betrachten  jetzt  die  beiden  Matrices: 


(B-) 


c\        r  f  ' 

/  r\  >                       I 

i            '  i  ^\ 

"Lr'm-    Q/II  (ufil  vvnO      .    «           v/ 


(CO 


0 


i  0     . 


.  0 
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sie  besitzen  beide?  ebenso  wie  die  Matrices  (B)  und  (C);  den  Bang  21 
(Art.  98).  Wir  schreiben  nun 

(9)  (0,  #  =  a,f  ;  (i,  *)'  =  at'k        (>;  /.-  =  1,  2  .  .  n) 

und  verstehen  unter  (i\7r2  .  .  AS,,)'  das  Pfaff'sche  Aggregat,  das  aus  den 
Blementen  (9)  genau  nach  denselben  Regeln  gebildet  wild,  wie  das 
Pfaff'sche  Aggregat  (/^  .  .  7t'2r)  aus  den  Elementen  (0;  i)7  (i,  A)  (Art. 
18  —  20;  97).  Dann  sind  die  beiden  Pfaff'schen  Aggregate 

(10)  (1,2,..2A)';(1,2,..2A-1,  0)' 

Funktionen  der  n  Variabeln  #/,  x%  .  .  xn  und  verschwinden  an  der 
Stelle  (6)  nicht.  Denn  diese  beiden  Ausdrucke  sind  bezw.  mit  den 
folgenden  identisch: 

^,-(1,2.  .21);   ^(1,2^.21-1,0); 

es  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Thatsache;  dafs  auf  Grand  der  Fonneln 
(7)  und  (8)  die  Determinanten,  die  aus  (B')  durch  Streichung  der 
letzten  n  —  2/1  -j-  1  Zeilen  nnd  Spalten,  bezw,  aus  (C')  durch  Streichung 
der  letzten  n  —  2/1  Zeilen  und  Spalten  entstehen,  den  entsprechenden; 

mit   (0-^7)  "  multiplicirten  Unterdefcerminanten  der  Matrices  (B)  bezw. 

(C)  gleich  sind. 

Ferner  durfen  wir  annehnien;  dafs  nicht  alle  Funktionen  a%7 
a%  .  .  a%z—i  an  der  Stelle  (6)  null  sind.  In  der  That  hat  man  mit 
Riicksicht  auf  (7): 


__ 

ak  =  %  — 


da  aber  die  Funktion  JI2  2,0  an  der  Stelle  #3°  .  .  #M°  nicht  null  ist;  so 
konnen  auch  nicht  alle  Funktionen  a^a^  ,  .  ttzi—i  daselbst  verschwinden; 

fif 
ferner  is£  an  dieser  Stelle  -^  nicht  null.    Da  nun  die  Werte?  welche 

die  Ableitungen  ^-^  ^  •  •  «  —  -  —  an  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  annehmen, 

0  £Cet    0  CGf>         0  ^?g  2  _  i 

ganz  beliebig  gewahlt  werden  konnen  ;  so  lafst  es  sich  stets  erreichen., 
dafs  die  Grleichungen 


an  der  Stelle  x^  .  .  xJtQ  nicht  stattfinden,  was  zu  zeigen  war. 

14  " 
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Es  seien  jetzt  A'1?  h  .  .  7^-2  i**gend  welche  Zahlen  der  Reihe 
(11)  0,2;3,..2A  — 1; 

dann  existirt,  behaupten  wir,  unter  den  Pfaff 'schen  Aggregaten  der  Form 


mindestens  ernes,  das  die  Ziffer  0  enthalt,  und  vermoge  #/  =  x^9 
a\2  =  %* . .  Xn,  =  #»°  nicht  null  ist.  Denn  nach  der  Festsetzung,  die 
wir  gerade  fiber  die  Funktionen  <%  .  .  a^-i  getroffen  haben,  mtifsten 
im  entgegengesetzten  Fall  iiberhaupt  alle  aus  der  Eeihe  (11)  zu  bilden- 
den  Pfaff 'schen  Aggregate  der  Form  (12)  verschwinden  (Art.  26);  also 
ware  auch  das  Aggregat 

an  der  Stelle  (6)  null,  was  nicht  der  Fall  ist.  Daher  konnen  wir 
uns,  ohne  die  AUgemeinheit  zu  beschranken,  die  Variabeln  #2?  #3? . .  #22—1 
von  vorneherein  so  numerirfc  denken,  dafs  das  PfafFsche  Aggregat 

(13)  (2,3,..2A-2,0)' 

an  der  Stelle  (6)  nicht  null  ist. 

Da  nun  der  Eang  der  Matrix,  die  aus  (B')  durch  Streichung  der 
zweiten  Zeile  und  Spalte  entsteht,  gleich  2  A  —  2  ist,  so  reduziren 
sich  die  Pfaff 'schen  Gleichungen: 

auf  nur  2A  —  2  unabhangige,  und  lassen  sich,  da  das  Aggregat  (13) 
an  der  Stelle  (G)  nicht  verschwindet ,  in  folgender  Form  aufiosen 

(Art.  25): 

(A 9    q  .  .  9  ;         o^ 

\%  —  ^;  o?  *     ^A  —  6), 

und  die  £/&  sincl  Funktionen  der  n  Variabeln  x±x% . .  xn)  die  sich  an 
der  Stelle  (6)  regular  verhalten.  Bezeichnen  wir  denmach  wie  im 
vorigen  §  mit  V^  dasjenige  n  —  K  +  2-gliedrige  vollstandige  System 
mit  den  Independenten  x%  . .  xn,  das  zu  ^tl  in  derselben  Beziehung 
steht,  wie  V  zu  z/?  so  bilden  die  Gleichungen  (14)  em  unbeschrankt 
integrabeles  und  zu  V^  adjungirtes  System,  also  hat  V^  die  Form 
(Art.  72): 

^f        «.  /     of     .    j.  f    df    ,         ,    4.  /           df      f,  -  v 

^-  =  5* a  ^r"  +  g*ft  QTT  1 T  6*,»-.s^; (K  —  x—l,x..n), 

aJr,  C/aJo  0#a  Ctt^^o     ^  '  x 
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164.   Es  sei  jetzt  die  Klasse  x  des  Ausdrucks  d  gleich  2  A  —  17 
und  x^  . .  x^  erne  Stelle,  an  der  alle  at  regular  sind  and  die  Aggregate 

P'i--(l,2,..2A-2),  Q.   .fO,l,..2A-l) 

nicht  verschwinden.  Daxm  hat  das  zu  A  gehorige  vollstandige  System 
F  wiederum  die  Form  (2),  worm  alle  £,&  an  der  Stelle  x^..x^  re- 
gular sind.  Infolgedessen  besitzt  V  unbegrenzt  viele,  an  dieser  Stelle 
regulare  Losungen;  ist  /^(^  ..  xn}  eine  solche;  so  konnen  wir  annehnien, 

dafs  £-J~   an   der   Stelle   x^..x,LQ   nicht  null  ist.    Fiihren   wir   dann 
ox1  i         « 

mittels  (3)  die  Variable  «#/  statt  ^  in  z/  ein?  und  behalten  wir  alle 
Bezeichnungen  des  letzten  Artikels  bei;  so  zeigt  sicli  wie  oben?  dafs 
die  beiden  Aggregate 

(l,2,..2A-2)',  (0,1..2A-iy 

an  der  Stelle  2^x^  . .  x*  nicht  null  sind.  Infolgedessen  verschwinden 
an  dieser  Stelle,  wenn  wir  I  ^  3  annehmen,  nicht  alle  Aggregate 

(k^  .  .7,2^-4)', 

deren  Ziffern  aus  der  Reihe  2;  3,  ..  2/1  —  2  entnoninien  werden. 
Daher  konnen  wir  die  Variabeln  #2#8  . .  x%i -2  von  vomeherein  so 
numeriren,  dafs  clas  Pfaffsche  Aggregat 

(2,3,..2A-3)' 

an  der  Stelle  (6)  nicht  null  ist.  Da  %  —  2  die  Klasse  von  ^  ist,,  so 
reduziren  sich  die  Pfaff'schen  Grleichungen 


n 

^af'idxk  =  0        (i  =  2,..ri) 


auf  nur   x  —  3  =  2A  —  4   unabhangige,   und  lassen   sich   nach   dem 
eben  Gesagten  in  der  Form 

dxt  =  6a^-3,»^32-3  +  IsJl  — 1,  /^3^-l  + 1-  %n,id$n 

(»  =  2,3,..*-2) 

auflosen;  wobei  alle  ^4  an  der  Stelle  (6)  regular  sind.  Auch  in  diesem 
Falle  hat  also  V^  die  Form  (15). 

165.  In  alien  Fallen  diirfen  wir  daher,  olme  die  AllgemeinJieit  0u 
leschrcinken,  annelimen,  dafs  das  vollstandige  System  F(1)7  das  lei  der 
Eeduktion  des  vor.  §  auftritt,  nacli  den  Ableitungen 

Sf       J/     ..    £/. 

2^x-i;  ?^7  "  8** 

auflosbar  ist,  und  dafs  die  Koeffigienten  dieser  cmfgelosten  Form,   als 
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Funldionen  der  Variabeln  x±,  ,ra  '  .  .  xn  letraclitet,  an  der  Stelk  x±', 
^;/J  .  .  #B°  regular  sind,  wenn  J\'  =  f\(^  .  .  #»°)  gesetzt  wird 

Daraach  besitzt  F(x)  unbegrenzt  viele  Integrate,  die  an  der  Stelle 

(Gj  regular  sind;   1st  /2(1)(^/;  #2  .  .  xn)  em  solches  Integral,  so  diirfen 

£/;,(1) 

wir  amiehmen,  dais  -J-  an  der  Stelle  (6j  nicht  null  1st;  benutzen  wir 

clann  bei  der  iiachsten;  nach  dem  vor.  §  auszufiihrenden  Reduktion 
die  Pormel 

x»  =/2(1)(%'?^2  --^») 

so  zeigt  eine  tFberlegung;  die  der  in  den  letzten  beiden  Artikeln  durch- 
gefuhrten  genau  analog  ist:  Man  darf  ohne  Beschrankung  der  All- 
gemeinheit  anneinnen;  dafs  das  n  —  x  +  3-gliedrige  vollstandige  System 
mit  den  Independenten  x3  .  .  xn,  welches  wir  im  vorigen  §  mit  V^ 
bezeichnet  haben;  nach  den  Ableitungen: 

of         df     _    df_ 

Sxx-S    Sxx-l    '  '    dxn 

anfgelost  werden  kann;  und  dafs  die  Koeffizienten  dieser  aufgelosten 
Form,  als  Fnnktionen  der  n  Variabeln  x^x^x^..xn  betrachtet,  an 
der  Stelle 

x  '  ,/•  0          /yi  0 


samtlich  regular  sind. 

Allgemein  diirfen  wir  liber  die  Formelnserie: 

(16)  <=/i(^..<>;  Xi'=tivfa'%..xn)..x;=^^^ 

die   bei  der  Methode  des  vor.  §  benutzt  wurde,  folgende  Annahnien 
machen: 

1)  Wenu  gesetzt  wird: 


-  •)  etc., 


so  ist  die  Funktion 
an  der  Stelle 


f    — 

regular,  und  die  Ableitung  -4^—  ist  daselbst  von  Null  verschieden. 

2)  Das  System   J7V-i)   mit  den  Independenten  xh  rp,+1  .  .  xn  ist 
nach  den  Ableitungen 

of  df 
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auflosbar,  und  die  Koeffizienten  dieser  Auflosung  sind,  als  Funktionen 
der  n  Groisen  x±  .  .  #/_i#,  .  .  xn  betrachtet,  an  der  Stelle  (17)  regular; 
/J('~1)  1st  ein  Integral  dieses  Systems. 

Es  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  V(>^  alle  n  —  x  +  *  Gleiehungen 
enthalt,  die  sick  aus  dem  System  F('~^  ergeben;  wenn  man  darin 
vermoge  der  Formel 


statt  x(  die  nene  Independente  x't  einfuhrt;  anfserdem  enth'alt  F('}  noch 
eine  weitere  Gleichung. 

166.  1st  nun  zunachst  #  =  2  A,  so  erhalten  wir  durch  das  Ver- 
fahren  des  vor.  §  K  Gleichungen  der  Form  (16):  durch  geeignete  Sub- 
stitutionen  lassen  sich  diese  Gleicliungen;  wie  man  naeh  Art.  38^  6) 
leicht  erkennt7  auf  folgende  Form  bringen: 


dabei  sind  die  Funktionen  f\  ,  .  f\  an  der  Stelle  x^  .  .  xn°  alle  regular, 
und  die  Funktionaldeterminante 


ist  an  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  nicht  null.     Daher  lassen  sich  die  ersten  A 
unter  den  Gleichungen 


nach  den  Unbekannten  J^  .  .  F*  auflosen?  und  liefern  fur  dieselben 
augenscheinlich  Funktionen,  die  an  der  Stelle  xf  .  .  xtl°  regular  sind. 
Aus  der  Identitat  (7)  des  Art.  127  und  aus  den  Annahmen?  die  wir 
uber  die  Stelle  x^  .  .  xn°  gemacht  haben,  folgt  iiberdies;  dafs  die  nach 
x±  .  .  x%i  genommene  Funktionaldeterminante  der  F,  f  an  der  genannten 
Stelle  nicht  Null  ist. 

Ist  zweitens  x  =  2  A  —  1,  so  erhalten  wir  I  —  1  Gleichungen  (16), 
also  durch  passende  Substitutionen  ein  Gleichungensystein  der  Form 


die  Funktionen  f\  .  .  /i_i  sind  an  der  Stelle  x^  .  .  o?n°  regular  und  die 
Funktionaldeterminante 


yerschwindet  daselbst  nicht.  Der  Pfaff'sche  Ausdruck,  der  im  vorigen  § 
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init  ^/;-i  bezeiehnet  wurde?   und  der,   wie  wir  wissen;  einem  exakten 
Differential 


gleich    ist,    besitzt   nunmelir   Koeffizienten,   die,   als   Funktionen   von 

j'/  .  .  x^iXi  .  .  xn  betrachtet;  an  der  Stelle 


regular  sind.  Also  ist  auch  /2(;"~1)  an  dieser  Stelle  regular  (Art,  92), 
verwandelt  sich  also,  wenn  die  a*'  daraus  mittels  (16)  eliminirt  werden, 
nach  Art.  38,  6)  in  eine  an  der  Stelle  #/  .  .  #,,°  regulare  Funktion 
fi(n.\  .  .  xlt).  Bie  I  —  1  erst  en  miter  den  Eelationen 


lassen  sich  jetzt  nach.  den  Unbekannten  F^  .  .  i^-i  auflosen,  und  liefern 
fur  dieselben  offenbar  Funktionen  ?  die  an  der  Stelle  %0  .  .  x®  regular 
sind.  Aus  unsern  Annalimen  fiber  diese  Stelle  und  aus  den  Identitaten 
(5)  und  (7)  des  Art.  130  ergiebt  sich  ferner,  dafs  die  nach  x1  ..XM—I 
genommene  Funktionaldeterminante  der  %  Funktionen  F,  f  sowie  die 
nach  a^..;^;.—  2  genommene  Funktionaldeterminante  der  Funktionen 
F!  .  .  Fz—ijfi  .  .  fi  —  i  an  der  Stelle  x®  .  .  xnQ  von  null  verschieden  sind. 

167.  Damit  haben  wir  den  nachstehenden  Doppelsatz  gewonnen, 
der  eine  funktionentheoretisch  scharfere  Formulirung  des  Fundamental- 
theorems  darstellt: 

,,Besit0t  em  Pfaff'scher  Ausdruck 


die  Klasse  x  ==  2/l;  und  ist  insbesondere  das  Pfaff'scJie  Aggregat 

P=(1,2,..2A) 

nicJit  identiseli  null,  ist  ferner  ^%0  .  .  a?w°  eine  Stelle,  an  der  die  a, 
regular  sind  und  P  nicht  vcrschwindet,  dann  und  nur  dann  Jcann  J, 
und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  auf  eine  Normalform 


gebracht  werden,  von  der  EigenscMft,  dafs  an  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  die 
Funktionen 
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sicli  regular  verlialten,  uncl  cite  Funldionalcldmninante 


daselbst  von  Null  verscJiieden  ist" 

i,Besit#t  em  Pfaff'selier  Ausdrucl'  /I  die  Klasse  %  =  2A  —  1,  und 
verseliwinclen  insbesondere  die  leiden  Pfaff'schen  Aggregate 

P'  ~  (1,  2,  .  .  2A  -  2);  Q  -  (0,  1  .  .  2A  -  1) 

nicJtt  identiscJt,  ist  ferner  x®..x®  eine  Stelle,  an  der  cdle  at  regular 
uncl  P',  Q  nicht  null  sind,  dann  and  nur  dann  Itami  zl,  uncl  mar  auf 
unendlicli  viele  Arten,  auf  eine  Normalform 


yebraclit  werden,  von  der  Eigenschaft  ,  da/s  an  clcr  Stelle  x^  .  .  x/L°  alle 
Funldionen 

f1f,..fl,F1F9..F1-1 

regular  uncl  die  "beidcn  Funldionaldeterniinanten 

/F.F,  .  .  F^f,  .  .  /}._!  x  ^   /F,  .  .  Ft-Ji  ..f,      \ 

\X1X2  ......  X^i-J  'V-Tt  ......  ^2;.  —  !^ 

von  Null  verseliieclen  sind" 

168.  Sind  im  Falle  %  =  2/l  die  Bedingungen  des  vorliergehenden 
Satzes  erfullt,  so  diirfen  wir?  oline  die  Allgeineinheit  zu  beschranken, 
annehmen,  dafs  das  Aggregat 

J78M  =  _er—  (1,2,..2A  —  1,0) 

an  der  Stelle  x^  .  .  x£  nicht  null  ist.  Dauu  konnen  an  dieser  Stelle 
nicht  alle  Funktionen  F1  .  .  F^  verschwinden;  da  andernfalls  daselbst 
alle  aty  und  infolge  dessen  aucli  ZTa^o  null  waren.  Es  sei  etwa  Fi(x±  ..x^} 
von  Null  verscHeden.  Nach  Art.  38;  5)  sind  dann  die  Funktionen 


.  .  .  .  .., 

F  >         F  ~  '       F  :    >       F  >    /I?        /* 

an  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  samtlict  regular.  Nach  der  Schlufsbemerkung 
des  Art.  128  ist  nun  J722,o  gleich  der  mit  +  (F^)1  multiplizirten;  nach 
x±  .  .  x^i—i  genommenen  Funktionaldeterminante  der  2  A  —  1  Funktionen 

F,        FI    1 
i          /,  —  i     /»       /» 

___    .  .    __        ^    /  1   •  •  /  ^  ; 

oder  auch;  wie  man  leicht  erkennt?  gleieh  der  rait  +  (F^  multiplizirten, 
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nach  denselben  Variabeln  genommenen  Punktionaldeterrninante  der 
Fuiiktionen  (18).  Diese  letztere  Determinate  ist  daher  unter  den 
gegenwartigen  Voraussetzungen  nicht  null. 

Aus  dem  soeben  Bewiesenen  und  aus  dein  zweiten  Satze  des 
vorigen  Artikels  folgt  dann  unnrittelbar  der  Satz: 

Besitzt  ein  P  faff*  seller  Ausdntek 


a,  (i\  x»  .  .  xfl)  dxt 
i 

die.  Klasse  2/1  oder  21  —  1,  ist  ferner  x^  .  .  XA°  eine  Stette,  die  den  Se~ 
dinyungen  der  vorigen  Nr.  geniigt,  so  Itann  man  die  Gleichung  z/  =  0; 
urnl  sivar  anf  unendlich  viele  Arten,  in  der  Form: 


n]  =  0 


sckreiben,  derart,  dafs  sicli  die  FunMionen  Z,ftt,  ^-  an  der  Stelle 
samtlieli  regular  verJialten,  und  die  FunhUonaldeterminante 

£;  #1    -   -   ^  —  lli   .   .   I/I  —  1 


d<iselbst  von  Nidi  verseliieden  ist. 

§  4     Lie's  EeduktionsverfaiireB.. 

169,  Es  seien  an  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  wiedeniro.  alle  Koeffizienten 
a£  regular,  und  im  Falle  %  =  2  A  die  Aggregate  P5  JTai,o7  ™  Palle 
x  =  2A  —  1  die  Aggregate  P',  §  an  dieser  Stelle  nicht  null.  Dann 
hat  das  vollstandige  System  F,  welches  zu  z/  gehort?  die  Form: 


und  alle  |^  sind  an  der  Stelle  a^°  .  .  a?»°  regular. 

Will  man;  um  eine  Losung  /i  des  Systems  (1)  zu  bestimmen?  die 
Mayer'sche  Theorie  (Kap.  II,  §  5)  zur  Anwendung  bringen,  so  hat  man 
mittels  der  Formeln; 


(2) 


1)  Anstatt  xy  —  x£  durch  yx  zu  ersetzen ,  wollen  wit  der  bequerneren  Be- 
zeiclanuiigsweise  halber  xx  beibehalten. 
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statt  OCA+I  .  .  xn  die  rieuen  Variabeln  y^i  .  .  yn  einzutuhren.  BezeicL.net 
dann  [9]  diejenige  Funktion  der  Variabeln  x^  .  .  o?x,  z//+i  .  •  y«,  die  aus 
(p(xl..xn)  durcb.  die  Substitution  (2)  hervorgeht  ,  so  reduzirt  sicti 
nach  Art.  85  die  Integration  des  vollstandigen  Systems  V  auf  die- 
jenige der  einzigen  linearen  partiellen  Differentialgleichung 


die  wir  kurz  als  die  Grleichung  [V]  zitiren  wollen. 

Wir  betrachten  nun  andererseits  den  Pfaff  schen  Ausdrack  4,  der 
aus  /I  dadurch  hervorgeht;  dafs  wir  darin  ^4-1  •  •  ^»  durch  ihre  Werte 
(2)  ersetzen,  und  die  Grrofsen  y^+i  .  .  y«  als  Konstante  behandeln.  Es 
ist  also  identisch 


wobei  gesetzt  ist: 

%  =  [<%];  a2  ~  [a,]  . .  «x_i  =  [ax_ 


(3s) 

lax  =  [aj  +  2//+iK+i]  H h  2/»K] 

Wir  fragen  zunachst,  welclie  Klasse  der  Ausdruck  A  besitzt;  wenn 
man  darin  nnr  $± . .  x%  als  Variable  behandelt.  Den  Fallen  %==2A 
bez.  2  A  —  1  entsprecheud,  denken  wir  tins  A  auf  die  eine  oder  die 
andere  Normalforrn 


gebraclit?  die  wie  in  Art.  167  definirt  sei.    Dann  gestattet  z/  die  eine 
oder  die  andere  Darstellung 


wobei  das  Differentiationssymbol  d  sich  ausschliefslich  auf  die  Variabeln 
xi  .  .  X*  bezieht.  Ist  nun  9  eine  beliebige  Funktion  von  x±  .  .  xn?  so 
liat  man; 


==     ^.  4.  f/  J_1     ^     J  ____  L  v  ££.1. 

"3V"     /)<>•      '     ^H-1  ^r  i          T^i/no 

®  V^  Ot* 
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Betraehteii  wir  daher?  urn  die  Ideen  zu  fixiren,  den  Fall  %  =  2A.   so 
niinint  die  Funktionaldeterminante 


(V)) 

wenn  man  duriu  die  Substitution: 


ausfuhrt,  emeu  Wert  an,  den  man  andererseits  auch  erhalt,  wenn  man 
iu  der  Funktionaldeterminante 

,  ..F;f\          ..  f, 


zuerst  die  Substitution  (2)  imd  hinterher  die  Substitution 


ausfiihrt,  oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  wenn  man  in  (7)  die  Grofsen 
xl  .  .  xn  bezw.  durch  x^  .  .  x£  ersetzt.  Naoh  den  Annalimen?  die  in 
Art  167  iiber  die  Stelle  x^..oc^  gemacht  wurden;  ist  sonacli  der 
Wert,  den  die  Determinante  (5)  vermoge  der  Substitution  (6)  an- 
nimint,  von  Null  verschieden,  und  da  analoges  auch  im  Falle  K  =  2/1  —  1 
gilt?  so  folgt,  dafs  der  eine  oder  der  andere  der  beiden  Ausdrficke  (4) 
erne  Normalform>  von  ^  darstellt,  dafs  also  der  Pfaff'sche  Ausdmclc  ^J 
wit  den  K  Variabeln  d\x%  .  .  xx  ledingungslos  ist 

Das  vollstandige  System  V  mit  den  Independenten  xt  .  .  xX}  welches 
zu  J  in  derselben  Beziehung  steht  wie  V  zu  ^/;  reduzirt  sicli  sonacb 
auf  eine  einzige  lineare  partielle  Differentialgleichung;  es  ist  dies,  be- 
liatipten  wir,  keine  andere  als  die  Grleichung,  die  vorhin  mit  [F]  be- 
zeichnet  wurde.  In  der  That  besitzen  ja  alle  beiden  Gleichungen  [V] 
und  F?  ihrer  Definition  nach;  die  «  —  1  unabhangigen  Integrale 


im  Falle  %  =  2  A,  bezw.  die  %  —  1  Integrale 


im  Falle  x  =  2/1  —  1  und  sind  daher  notwendig  identisch. 

170.  Nach  der  Mayer'schen  Theorie  (Art.  87)  lafst  sich  aus  einem  be- 
kannten,  nicht  nur  von  yy.+  l..yn  abhangenden  Integral  y  (%  .  .  a?*  #*+  1  •  •  yn) 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  [F]  durchi  blofse  Differen- 
tiationen  und  Eliminationen  mindestens  eine  Losung  des  Systems  F 
ableiten.  Wir  nehmen  an,  dais  auf  diesem  Wege  eine  Losung  /i  (#!••#„) 
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von    V  gefunden    sei;    die   iiberdies   den   in  Art  103  bezw.  1G4  for- 
inulirten  Bedingiingen  geniigen  moge. 

In  derselben  Weise  wie  auf  V  laist  sicli  die  Mayer'sche  Theorie 
nun  aucli  auf  die  successiven  vollstandigen  Systems  Y(l\  F(2)  etc.  den 
§  2  auwendeu.  Da  das  vollstandige  System  F^  nach  den  Ableitungen 

df  of  cf 


auflosbar,  und  die  Koeffizienten  dieser  aufgelosten  Form  als  Funktionen 
von  %i  .  .  X;  Xt+i  .  .  x)t  betraehtet,  an  der  Stelle  ^  .  .  #/  $  .  .  x(]n 
regular  sind;  so  konnen  wir  auf  V^  etwa  die  folgende  Mayer'sche 
Transformation  ausiiben: 


a)  Xy_i+!i  =  xl_!+h  +  (x,  -  aVy,_l+k     (h  =  0, 


und  die  Aufsuchung  einer  Losung  f^}^  des  Systems  V^  ist  so  nach 
Art.  87  auf  die  Bestinimuug  einer  Losung  einer  gewissen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  [V^]  mit  den  x  —  2i  unabhangigen 
Verandeiiichen  ^4.1^4.1,  .  .  ^x_^-_i7  xy,  zuriickgefiihrt. 

Macht  man  andererseits  in  dein  Pfaff'schen  Ausdruck;  der  im 
§  2  dieses  Kapitels  mit  ^  bezeichnet  wnrde?  die  Substitution  (8)  und 
betrachtet  die  y  als  Konstante;  so  erhalt  man  einen  Pfaff'schen  Aus- 
druck  ^,-;  der  als  Ausdruck  in  den  Variabeln  x,+i  .  .  ^x_4_-i?  ^  die 
Klasse  %  —  2i  besitzt,  also  bedingungslos  ist;  das  zu  z/,  gehorige  voli- 
standige System  F/  reduzirt  sich  daher  auf  eine  einzige  Gleichung,  die 
mit  [V^]  identisch  ist. 

Die  Herstellung  der  Normalfonn  von  J  verlangt  also  die  Er- 
mittelung  je  einer  Losung  der  partiellen  Differentialgleichungen 

[V],  [FW],  [F»)].., 

mithin  die  in  Art.  159  angegebenen  Integrationsoperationen,  und  aufser- 
dem  nur  noch  gewisse  Differentiationen  und  Eliminationen. 
171.   Die  Koeffizienteu  a±  .  .  ax  des  Pfaff'schen  Ausdrucks 


sind  ihrer  Entstehung  nach  Funktionen  der  n  Variabeln 

x^  .  • 
die  an  der  Stelle 
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(9)  ^  V  .  .  XXQ,  0  .  .  0 

regular  sind.     Setzen  wir 


uud  yerstelien  wir  miter  P,  IZ^o,  P'7  Q  diejenigen  Pfaff'schen  Aggre- 
gate, die  aus  den  Elementen  a/;  a,*  genau  ebenso  gebildet  sind;  wie 
die  entsprechenden  Aggregrate  P  etc.  ans  a/,  $/*,  so  sind,  wie  man 
nach  Art.  169  leieht  erkennt,  im  Falle  x  =  21  die  Aggregate  P,  JTs^o, 
im  Falle  K  =  2  A  —  1  die  Aggregate  P';  $  an  der  Stelle  (9)  von 
Null  verschieden.  Besitzt  daher  ^/;  diesen  beiden  Fallen  entsprechend, 
die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Wormalformen: 


(10 


( 11  j       d(pi(xi  . .  2/rc)  -j 

so  diirfen  wir  nach  Art.  167  voraussetzen,  dafs  alle  Funktionen  $;  92 
an  der  Stelle  (9)  regular  sind.  Es  besteht  nun  die  bemerkenswerte 
Thatsache: 

yyAus  einer  leliebigen  Normalform  von  J  Mnn  man  bei  geradem  % 
durch  Uofse  Differentiationen  und  Eliminationen,  bei  ungeradem  u  dwell 
Differentiationen,  Eliminationen  und  eine  Quadratur  eine  Normalform 
des  ursprilnglictien  Pfaff'sciien  Aiisdrucks  ^  herstellen." 

Es  seien  h1?  li^  .  .Ji^-i  die  Hauptintegrale  des  vollstandigen  Sy- 
stems V  hinsichtlich  xx  =  ^x°  .  .  xn  =  xn°  (Art.  62) ;  dann  sind  die 
Funktionen  [7&J  . .  [7^_  J  die  Hauptintegrale  hinsicLtlicli  xx  ==  x^  von 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  [F]  (vgl.  Art.  85). 

Wir  betrachten  zun'achst  den  Fall  n  =  2L  Ffihrt  man  statt 
^  . .  xx~.i  die  neuen  unabhangigen  Yariabeln  \  . .  hx—i  in  d  ein?  so 
erhalt  man  nach  Art.  135  eine  Identitat  der  Form 


Setzt  man  darin  x/t  =  ^° . .  a?B  =  ^W07  und  vergleicht  die  beiderseitigen 
Koeffizienten  von  dx^ . .  &xx-i,  so  folgt 

as(x^ . .  ^x_.1;  ;rx° . .  ^°)  ~  tfj,^  . .  a?x_1) 
und  mithin 
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Also  karm  z/  in  der  Form 

y.—  i 
(12)  A  = 

dargestellt  werden,  wobei  p  eine  gewisse  Funktion  YOU  XL  .  ,  xn  bedeutet. 
Maclit  man  ferner  in  dein  Ausdruck  ~d  die  Substitution  xy  =  XXQ, 
so  erhalt  er  einerseits  mit  Rilcksicht  auf  (3)  die  Gestalt 


(13) 

und  andererseits  die  aus  (10)  hervorgehende  Form 


Die  Identitat  der  beiden  Ausdrucke  (13)  und  (14)  lehrt,  einrnal,  dafs 
der  Ausdruck  (14)  die  Grofsen  j/x+i  •  -  2/»  nur  scheinbar  enth'alt,  dafs 
also  samtliche  K  —  1  Funktionen 


cx 


von  den  Parametern  yx+i  .  .yn  vollkommen  unabhangig  werdeu,  wenn 
man  xx  =  x^  setzt;  und  ferner?  dafs  der  Ausdruck  d  wegen  (12)  die 
folgende  Darstellung  zul'afst: 


Da   die   reclite   Seite   dieser   Identitat   von   y^i  .  .  j/w  nicht   abhangt; 
konnen  wir  diesen  Grofsen  irgendwelche  bestiminte  uumerische  Werte 


Nun  stellen  die  %  —  1  Funktionen 


(i=l,2..A—  1;  ft  =  1,2..  A) 

ein  System  von  x  —  1  hinsichtlich  x^  .  .  xy,—±  unabhangigen  Integralen 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  [F]  dar;  da  diese  Gleiehung 
zu  dem  Pfaff?sclien  Ausdruck  /7  in  derselben  Beziehung  steht;  wie  das 
vollstandige  System  V  zu  //.  Versteht  man  daher  in  der  Gleiehung 

(16)    tyfa  .  .  %*-!,  X*,  yx+l  .  .  yn]  =  ^([\]  .  -  [^x-i],  ^°,  y*+i  •  •  J^n) 
unter  ^  der  Reihe  nach  die  K  —  1  Funktionen  (15),  und  lost  die  so 
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erhaltenen  K  —  1  Relationen  nacL  den  Unbekannten  [ht]  auf;  so  erhalt 
man  diese  letzteren  als  Funkiionen  cler  Variabeln  x1  .  .  x^  j/x+i  -  -  yn 
ausgedriickt,  und  damit  auch  die  Hauptintegrale  A,-;  indem  man  die 
Parameter  y/+i  .  .  yn  ans  den  [ht]  mittels  der  Fonneln  (2)  eliminirt 
(Art.  47,  85).  Setzt  man  nuninehr: 

<w<3  •  •  AX-I  »  ^»  y°+i  •  •  20  =  ^A  •  •  *.) 

9,(V*3  .  .  \_,  ,  **,  y«+l  ,  .  yl)  =  />A  .  .  x,)        (i  =  1  .  .  A)  , 

bestimmt  man  ferner  die  Funktion  ^(x^..x^  ans  irgend  einer  der 
Identitaten: 


und   schreibt  schliefslich.  F^  statt  QW^   so  erhalt  man  ffir  4  in  der 
That  die  Normalform 


womit  im  Falle  %  =  21  unsere  obige  Behauptung  erwiesen  ist. 

Man  verifizirt  leicht,  dafs  das  vorstehende  Theorem  im  Falle 
K  =  2  die  Methode  des  Art,  91  liefert. 

Es  sei  jetzt  %  =  2/l  —  1  und  (11)  eine  beliebige  Normalform 
von  z/?  derart;  dafs  die  $n  q){  an  cler  Stelle  (9)  alle  regular  sind. 
Dann  werden  die  [7^]  und  damit  auch  die  Funktionen  \  .  .  hx—i  dadurch 
ermittelt,  dafs  man  in  der  Relation  (16)  unter  ^  der  Reihe  nach  die 
Funktionen 

(17)  ^.(^  .  .  x^  yK+l  .  .  j/n);  qp^^  .  .  a?x,  yx+1  .  .  yn)     (i  =  1  .  .  A  —  1) 
versteht,   und  die  so  erhalteuen  %  —  1  Relationen  nach  den  [7&J  auf- 
lost;  in  der  That  bilden  ja  die  Funktionen  (17)  ein  System  von  %  —  1 
hinsichtlich  %  .  .  ^_i  unabhangigen  Losungen  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung  [FJ. 

Fiihrt  man  nun  die  so  gefundenen  Funktionen  \  .  .  7«x—i  statt 
^..Xx^.1  als  neue  Variable  in  ^/  ein?  so  erhalt  man  nach  Art.  137 
eine  Identitat  der  Form 


1 

Macht  man  hierin  die  Substitution  $K  =  x^  .  .  xn  =  x£  und  vergleicht 
links  und  rechts  die  Koeffizienten  von  dx±  .  .dxx-i,  so  folgt: 

ft  W(fY>  T  /v>    0  0,0\ 

//  f  -r       r         T  °     'r  0>i  —       I  x  '  '    3<""11    x   '  '    »J  j_  -k  (    „       »      \ 
a^  .  .  xx-i,  xx  ..xn)  =  -  -^-  -  -y  -j-  6,(/^2  .  .  o?x__!); 

hieraus  ergiebt  sich: 
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Schreibt  man  dernnach 

afo^  .  .  xrl)  =  Wfafy  . 
so  folgt  fur  z/  die  Darstellung: 


Macht  man  nun  in  dem  Pfaff'sclien  Ausdruck  z/  die  Substitution 
XA  =  ^°,  so  verwandelt  er  sicli  einerseits  in  den  Ausdruck  (13); 
andererseits  in  den  folgenden: 


(18) 


Aus  der  Identitat  der  beiden  Ausdriicke  (13)  und  (18)  folgt 
erstens,  dafs  der  Ausdruck  (18)  die  Parameter  y/+i..yn  nicht  mehr 
enthaltj  und  zweitens;  dafs  A  auf  die  naehstehende  Form  gebracht 
werden  kann: 


Dabei  wird  gesetzt: 


wobei    die  y®is  irgend  welclie  numerischen  Werte  bedeuten.     Perner 
hat  man 


und  es  lafst  sich  fi  entweder  dadurch  bestimmen,  dafs  man  &  aus  der 
Identitat 

n  y.  —  1 


durch  eine  Quadratur  ermittelt;  oder  aber  direkt  durch  Quadratur  aus 
der  Identitat 


dfc 


i 


wenn  die  Funktionen  Ff)  /}  bereits  bestimmt  sind. 

Damit   ist   unser  Theorem   auch   fur    den   Fall  x  —  2A  —  1    als 
richtig  erkannt. 

Y,  Weber,  Das  Pfafische  Problem,  15' 
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172.  IhircJi  das  vorsteJiendc  Theorem  ist  die  H&rstellmg  einer 
Normdform,  fur  den  Ausdruck  J  mit  der  Klasse  %  auf  die  Enmttelimg 
einer  Normalform  fur  cinen  ledingungslosen  Ausdruck  z/  in  x  VariaMn 


Urn  diese  letztere  Aufgabe  zu  losen,  bestimmen  wir  irgend  ein 
an  der  Stelle  (9)  regulares  Integral  ^(^  .  .  #v?/x-fi  .  -  y»)  der  zu  ^  ge- 
liorigen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  [F],  derart  dafs  -^ 
an  der  Stelle  (9)  niclit  verschwindet.  Fiihrt  man  dann  mittels  der 

Formel 

<=9>i(ai--^  !//+!••#*) 

die  Variable   x±    statt  xl  in  z/  ein?   so    erlialt  dieser  Ausdruck  nach 
Art  151  die  Form: 

^f  -;     ^(tf/flg  .  .  irx  y,+l  .  .  yn)  dx{  -f  Vx  ? 
woriu  gesetzt  ist: 


und  V1?  als  Ausdruck  in  den  Variabeln  x%.  .xx  betraditet,  die  Klasse 
x  —  2  besitzt.  Durch  unsere  Transformation  ist  sonach  das  Problem 
der  Herstelhmg  einer  Normalform  fur  /I  auf  das  analoge  Problem  fur  Vt 
zurackgefulirt.  Auf  V1  lafst  sich  nun  aber  das  Theorem  des  vorigen 
Art.  von  neuem  anwenden.  Nach  Nr.  163  diirfen  wir  namlich  voraus- 
setzen?  dafs  das  zweigliedrige  vollstandige  System  mit  den  Indepen- 
denten  %  .  .  a?X;  das  zu  Vx  in  demselben  Sinne  gehort  wie  V  zu  J, 

hinsichtlich  der  Ableitungen  '    °  ............  ,  —•   auflosbar   sei?   und    dafs    die 

oxx  —  'L     OXx 

Koeffizienten  dieser  aufgelosten  Form  an  der  Stelle 

<  =  x^  ^  =  ^2°  .  .  xx  =  xj>,  yy+i  =  0  .  .  yn  =  0 
regular  sind,  wenn  mit  x±    die  Konstante 


bezeichnet  wird.  Nach  Art.  169  verwandelt  sich  daher  Vj_  vermoge 
der  Substitution: 

(19)  \  =  *x°  +  Owi  -  ^°-i)  yx  > 

wenn  yy  als  Konstante  betrachtet  wird?  in  einem  bedingungslosen  Aus- 
druck VA  mit  3c  —  2  Variabeln  ^2..^x_1?  und  aus  einer  beliebigen 
Normalforin  von  V4  erhalt  man  bei  geradem  %  durch  blofse  Differen- 
tiationen  und  Eliminationen,  bei  ungeradem  K  durch  Differentiationen; 
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Eliminationen  und  eine  Quadratur  eine  Normalform  des  PfafFschen 
Ausdrucks  V1?  und  dainit  cine  solclie  von  z/. 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  T^  die  partielle  Differentialgleichung,  die 
zu  Vx   in    demselben  Sinue    gehort  wie   das  System   V  zu  z/;    so  be- 

_  _  rt   /. 

sitzt  T'i    die  Independenten  #„  .  .  #/__i   und  ist  uacli  ,—  ~—  -    auflosbar; 

<>Xy  —  l 

die  Koeffizienten  dieser  aufgelosten  Form  sind  Funktionen  der  n  Variabeln 
^X  •-^__1.VX2//+1  ••?/«  und  an  der  Stelle  .T/^  .  .  x*_v  0  .  .  0  aus- 
nahmslos  regular.  Daher  kann  man  auf  Vj  dieselbe  Reduktionsniethode 
anwenden  wie  vorher  auf  ^  etc.  und  gelangt  so;  wenn  %  gleich  2/1 
oder  gleich  2Z  —  1  ist;  zu  einer  Serie  Pfaff'scher  Ausdriicke 


mit  bezw.  x;  %  —  2?  %  —  47  .  .  Variabeln.  Alle  diese  Ausdriicke  sind 
bedingungslos,  und  aus  der  Normalform  des  Ausdrucks  V;.—  i  kann 
man  die  Nonnalformen  aller  vorhergehenden  ermitteln;  dazu  sind  nur 
Differentiationen  und  Eliminationen  ;  und  bei  ungeradem  %  aucli  nocli 
gewisse  Quadraturen  erforderlicli.  Der  Ausdruck  V;._i  enthalt  ini 
Falle  %  =  2A  nur  zwei  Variabeln;  die  Herstellung  seiner  Normal- 
form  erfordert  darnach  eine  Operation  1.  Ist  K  =  2k  —  1;  so  enthalt 
V^_i  nur  eine  einzige  Variabele;  und  die  Normalform  dieses  Ausdrucks 
wird  durch  eine  Operation  null  ermittelt.  Die  Bestimmung  der  suc- 
cessiven  Ausdriicke  V1;  V2  .  .  geschieht  nach  dern  obigen  durch  Auf- 
suchung  je  eines  Integrals  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(20)  [F],  VifVa.., 

bezw.  mit  «,  x  —  2,  %  —  4  .  .  Variabeln  ;  also  im  Falle  eines  geraden  % 
durch  je  eine  Operation 

x—  1,  x  —  3,  ..  5,3, 

bei  ungeradem  %  durch  je  eine  Operation 

v  _  1       v  _  9  A     9 

fb  J.j>fc  tjy..     *X^    £j  . 

Das  vorstehende,  von  Lie  herrtihrende  Eeduktionsverfahren  erfor- 
dert sonach  dieselben  Integrationsoperationen  wie  die  Methode  des 
Art.  170;  bei  ungeradem  %  aufserdem  noch  gewisse  Quadraturen,  die 
bei  der  Methode  des  Art.  170  nicht  erforderlich  sind.  Ein  wesent- 
licher  Vorzug  der  Lie'schen  Methode  besteht  dagegen  darin,  dafs  bei 
dieser  die  Integrale  der  successive!!  Grleichungen  (20)  umnittelbar  zur 
weiteren  Reduktion  benutzt  werden,  wahrend  nach  dem  Verfahren  des 
Art.  170  fur  jeden  Index  i  =  15  2  .  .  zunachst  ein  Integral  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  [F^]  bestimmt  und  aus  diesem  dann 

15* 


998  Kap,  VI.    Das  implicite  Reduktionsverfaliren.  [173 J 

durcli  die  Metliode  des  Art.  87  eine  Losung  des  vollstandigen  Systems 
7<'>  hergcleitet  werden  mufs.  Bei  der  Lie'schen  Metliode  wird  femer 
die  Substitution  (2)  em  fiir  allemcd  ausgefuhrt,  und  weiterhin  sind  nur 
noch  Substitutionen  vom  Typus  (19)  erforderlich,  wahrend  nach  Art.  170 
eine  Reihe  von  Substitutionen  der  Form  (8),  darunter  die  Substitu- 
tionen (8  a)  immer  wieder  von  neuem  anzuwenden  sind. 
173.  1.  Beispiel.1) 

(21)  ^f  = 


Biltlet  man  die  Ausdrticke  a,i  und  aus  ihnen  die  Matrix  (B)7  die 
zu  dem  Pfaff  schen  Ausdruck  /I  gehort;  so  findet  man,  dafs  das  Pfaff'sche 
Aggregat  (1,  2;  3,  4;  5,  6)  an  der  Stelle  0; .  .  0  yon  null  verschieden  ist? 
dais  also  A  die  Klasse  6  besitzt.  Ferner  zeigt  sich;  dafs  der  Rang 
von  (B)  urn  zwei  Einlieiten  sinkt;  wenn  man  die  Zeile  und  die  Spalte 
rnit  dem  Index  1  weglafst.  Daraus  folgt  leiclit,  dafs  %  eine  Losung 
der  zu  z/  gehorigen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  V  ist. 
Dalier  besitzt  der  Ausdruck 


r^  a2  dx2  -f-  •  •  -j-  O,Q  dx( 


'6; 


wenn  man  darin  xl  als  willkurliche  Konstante  betrachtet;  die  Klasse  4 
(Art.  151). 

Da   die  beiden  Aggregate  (2356)  und  (2350)   an   der  Stelle 
0..0  nicht  null  sind;  verwandelt  sick  z/x  bei  der  Substitution: 


in  einen  bedingungslosen  Ausdruck 


mit  den  Yariabeln  ^2a'3«r4^.    Das  zugehorige  vollstandige  System  FJ 
reduzirt  sich  daher  auf  die  eine  Grleichung: 


i  + 


, 

+ 


Diese  Gleichung  besitzt  das  Integral  ^  +  x^x^  vermoge  der  Sub- 
stitution 


^  1)  Es  ist  naturlich  aufserst  leicht,  fiir  die  Anwendung  der  Methoden  dieses 
Kapitels  einfaclie  Beispiele  in  beliebiger  Anzahl  zu  konstruiren. 
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__  .^=*a  +  .V6& 

nimmt   V1  die  Form  an: 


die  beiden  letzten  Terrne  bilden  fur  sich  einen  Pfaffschen  Ausdruek 
in  3  Variabelu  x^x^x^  mit  der  Klasse  2;  die  Normalforin  dieses  Aus- 
drucks  ist: 


worin  d  sich  nur  auf  die  Variabeln  ,%  jq  bezieht.    Daraus  erhalt  man 


fiir  V1  die  Normalform 


wobei  f?  sich  auf  x^x^x^  bezieht,  und  endlich  erne  Normalform.  fiir  ^/: 

fa  +  x3xG)  r?^  +  %fZCr2  +  x:>x^  +  (1  +  ^)^Cr3  +  -ri^6  +  ^^s)- 

2.  Beispiel.1)     Wir   betrachten   einen    Ausdruck    der   Form    (21)? 
worin: 

a1  =  X^'jj  +  ^Vr6?      CL2  ~  Xl*  ™f"  22'r5?      (1J  ~  '^'l^i?      ^4  ===  ^W? 
%  ==:  ^i^  "T"  ^2-5      %  ^^  '^I'^'o      I     <^'i^V 

Dieser  Ausdruck  besitzt  die  Klasse  4;  und  die  Pfaff'schen  Aggregate 
(1,2,5,6)     und     (1,2,5,0) 

sind  nicht  identisch  null,  Es  sei  x^  .  .  #6°  irgend  eine  Stelle,  an  der 
diese  Aggregate  nicht  yerschwinden.  Dann  yerwandelt  sich  J  vermoge 
der  Substitution 

(22)  x,  =  ^30  +  %  (XB  —  .r6°)  ;    x^  =  x^  +  y,  (XB  -  ^60) 

in  einen  bedingungslosen  Ausdruck  mit  4  Verandeiiichen  xvx\2x:jx6: 


Die  zugehorige  lineare  partielle  Differentialgleichung  [V]   besitzt  die 
Losung  ^^g  +  x%x6.    Daraus  erhalt  man  leicht  fur  J  die  Normalform: 

®i<?g>i  +  ^2  dp?, 


Wir   mussen   nun    zunachst   fur   die   zu  z/   gehorige   lineare  partielle 
Differentialgleichung  [F]  die  Hauptintegrale  [7^],  [7*s],  [A5]  bestimmen; 


1)  Forsyth.  II  §  149. 
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<li<*  sick  fur  ./•,.,  =  ,r(.°  bez.  auf  jci}  X,  s:>  reduziren.  Die  [//,]  bestimmen 


si  eli  aus  den  3  Grleiclmngen 


Aus  den  so  bestimmten  Punktionen  [//v]  ergeben  sicli  die  Haupt- 
integrale  7^  hinsiehtlich  XG  =  X6°?  j'3  =  a'80;  .rt  =  ;r4°  von  dem  zu  z/ 
gehorigen  vollstaudigen  System  V,  indem  man  y3  und  ^  durch  ihre 
aus  ('22j  folgenden  Werte  ersetzt.  Statt  dessen  aber  konnen  wir  die 
Ausdriicke  fur  y«  und  y4  auch  direkt  in  die  Relationen  (23)  einsetzen^ 
und  erlialten  so 


/^fc>  -f  A5  V    :  ^,r3  +  ^5^6  +  ^3^i  —  ^°^°- 
Die  auf  den  linken  Seiten  dieser  Grleiclmngen  stehenden  Ausdriicke 
ergeben  sicli  aber  aucli;  wenn  man  in  den  Funktionen 


die  Grofsen  x^ic,^  bezw.  durch.  /^/^/^7  ferner  a?6  durch  ^'6°  und  ya,  j/4 
durch  Null  ersetzt.  Darnach  besitzt  d  eine  Normalform  von  folgender 
Gestalt  (vgL'S.  223): 


und  die  Vergleichung  init  /I  liefert  scHiefslich  p^.  ic1;  also 


Kapitel  VII, 
Die  Integralapiyalente  einer  Pfaff'schen  ftleicliung. 

§  1.     Frachenelemente  und  Elementvereine.  ^) 

174.  Die  Frage  nach  den  Integralaquivalenten  einer  Pfaff'schen 
Gleichung  wollen  wir  zunachst  unter  der  Voraussetzung  erledigen;  dafs 
die  gegebene  Pfaff'sche  Gfleichung  folgende  Form  besitzt: 

1)  Lie  II  Kap.  3  und  4. 


[174]  §  1.    Flilchenel  entente  und  Elementvereine  231 

(1)  V     -  da  —  fa  dx±  —  j>2  dx%  —  • pm  dxM  =  0 , 

worin  die  Grofseu 

(2)  0yx19..xMf  2h  -  'P»* 

irgend  2m  -f-  1  unabhangige  Variable  bedeuten.     Es  sei 

(3)  <&,(*,  xl . .  xtll,  PI  • .  JV)  =  0     (s  =  1;  2, . .  r;  r  <  2w  +  1) 

em  Integralaquivalent  der  Gleichung  (1)?  d.  h.  ein  r-gliedriges  Glei- 
chungensystem  (Art.  40;  82)  von  folgender  Eigenschaft:  Lost  man  die 
Relationen  (3)  nach  r  von  den  Variabeln  (2)  auf^  nnd  substittiirt  die 
erhaltenen  Ausdriicke  in  V?  so  verschwindet  das  Resultat  dieser  Sub- 
stitution identisch.  fur  alle  Werte  der  2m  -f-  1  — ^  iibrigen  Variabeln 
(2)  und  ihrer  Differentiale. 

Aus  den  Relationen  (3)  mufs  sich  nun  mindestens  cine  Relation 
ableiten  lassen;  die  nur  die  Variabeln  ^xl9.xinj  nicht  aber  p^.-pm 
enthalt.  Andernfalls  konnte  man  die  Grleichungen  (3)  nacit  r  von  den 
Variabeln  p{  auflosen;  und  durch  Substitution  der  erhaltenen  Ansdrucke 
in  V  wiirde  sich  kein  identiscii  verscbwindendes  Resultat  ergeben,  da 
der  Koeffizient  von  dz  mit  1  identiscii  ware. 

Wir  konnen  daber  annetimen;  dafs  sich.  aus  (3)  genau  v  -f-  1  un- 
abhangige Grleichungen  der  Form 

(4)  #,(*,  xly  %, . .  a?m)        (i  =  1,  2, . .  v  +  1) 

ableiten  lassen;  wobei  v  eine  Zahl  der  Reihe  0?  1; .  .  m  bedeutet;  und 
dafs  jede  andere,  aus  (3)  folgende  Relation  in  0,2^..  xm  allein  eine 
Folge  des  Systems  (4)  ist.  Aus  demselben  Grunde  wie  soeben  ergiebt 
sich;  dafs  die  Gleichungen  (4)  nicht  auf  eine  von  &  unabhangige  Form 
gebracht  werden  konnen.  Daher  ist  das  System  folgendermaXsen 
auflosbar: 

|^    =9 
la?ff.=  9,( 

wobei  die  Zahlen  ax,  as  . .  am  eine  gewisse  Permutation  des  Indices 
1  . .  m  bedeuten ;  die  Determinate 


(6) 


verschwindet  also  nicht  vermoge  (4)  identisch.    Wenn  wir  nun  mittels 
der  Relationen 
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tn 


^ 

"  1    '  "* 

die  Differentiate  dz,  dxUl  . .  dxar  als  lineare  homogene  Ausdriicke  in 
den  Differentialen 

darstellen  und  in  V  substituiren,  so  miissen  in  dem  so  erhaltenen 
Substitutionsresultat  die  Koeffizienten  der  Differentiate  (8)  vermoge  (3) 
null  sein;  es  mills  also  die  Gleichung  (1),  als  lineare  homogene  Glei- 
chung in  d&',  dx1  . .  dxm  betrachtet,  yermoge  (3)  eine  Polge  der  Ee- 
lationen  (7)  seiu;  d.  h.  es  mtissen  insbesondere  die  Relationen 

!  -1* 


dxt 
(9) 


0  (5  =  «r 


+1 


vermoge  (3)  stattfinden.  Umgekehrt,  sind  die  Gleichungen  (9)  eine 
Polge  des  Systems  (3),  und  beachtet  man,  dafs  die  Determinate  (6) 
vermoge  (4)  der  Annahme  nach  nicht  verschwindet,  so  yerschwinden 
tiberhaupt  alle  v  -f*  2-reihigen  Determinanten  der  zu  dem  Grleichiingen- 
system  (1)  (7)  gehorigen  Matrix  yermoge  (3)  (Art.  7);  also  bilden  die 
GleichuBgen  (3)  wirblich  ein  Integralaquivalent  der  Gleichung  V  =  0. 
Damit  sind  folgende  Satze  bewiesen: 

Jedes  Integralaquivalent  der  G-leichung 

(1)  d&  —pidXi  ----  pmdxm  =  0 
entMlt  mindestens  m  +  1  Relationen  gwisclien  den  VariaMn 

(2)  8,  XiX%  .  .  XmPil>*  .-JPm 

mid  mindestens  eine  Relation  #wisclien  0,  xl  .  .  xm  allein. 

Das  allgemeinste  m  +  1-gliedrige  Integralaquivalent  der  Gleichung 
(1)  wird  folgendermafsen  gefunden: 

Man  verstehe  unter  v  irgend  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1,  .  .  m,  wahle 
v  -f-  1  beliebige  Relationen  der  Form 

(4)  ^(^^1?^2,.^,m)  =  0        (i=l,..v  +  l) 

die  sich  nach  0  und  nach  v  von  den  Varialeln  x9  etwa  nach  xu  xae>  ..xa, 
auflosen  lassen,  und  filge  die  m  —  v  Relationen  hwau,  die  dwrch  Eli- 
mination der  Grofsen  QI  aus  den  Gleichmgen 
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(10) 


ocler,  was  dasseTbe  lesagt,  dwell  Elimination  der  Verhaltnisse  der  p,  aus 
den  Gleiclmngcn 


' 


i  _..      .  .        ].+i  ___ 

. 

Das  so  erhaltene  »z-  -j-  1-gliedrige  Gleichungensystein  ist  oftenbar 
nach  den  Variabeln 


auflosbar. 

Das  allgemeinste  aus  m  -f-  T  +  1  (<  2>w.  +  1)  Grleichungen  be- 
stehende  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung  (1)  ergiebt  sich 
dann  folgendermafsen: 

Man  lestimme  nach  dem  vorigen  ein  lelicbiges  m  -j-  1  -gliedriges 
Integralaquivalent,  das  nach  den  Variabeln  (11)  auflosbar  sein  ntocje, 
und  wobei  v^x  gewdMt  warden  mu/s,  und  filge  ein  System  von  t  will- 
Idirliclien  Eelationen 

%,  (Pa,  -  .pttr,  ^,,+1  .  .  xaj  =  0         (i  ==  1,  2  .  .  r) 

Mngu,  die  Jceine  neue  GleicJmng  in  den  x  allein  liefern,  also  nach  t  von 
den  Variabeln  pai  .  .  pav  aufgelost  werden  konnen. 

175.  Indem  wir  uns  das  Gleichungensystein  (4)  yon  vorneherein 
in  der  Form  (5)  aufgelost  denken,  lassen  sich  die  vorstehenden  Satze 
atich.  so  aussprechen: 

Jedes  m  ~\~  l-gliedrige  Integralaquivalent  der  Gleidmng  (1)  Jwnn 
auf  die  folgende  Form  gebraclit  werden: 

*  = 


bedeuten  ^  .  .  aw  i/v/eweZ  eiwc  Permutation  der  Indices  l..m  ; 
v  ist  eine  ZaJil  der  Reihe  0;  1  .  .  m;  die  Funktionen  <p,  y,  sind  beliebig, 
Jedes   m  4-  1  +  1  -gliedrige  Integralaquivalent   der    GleicJiung    (1) 
1mm  nacJisteJiende  Form  erlialten: 
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/n   bcdcnten   ax  .  .  a/w   c/«c   Pcrnnttation  der  Zahlen   1  .  .  m,   v 

ffcr  Jte///e  0,  1  ..;;/,  welclte  ^>r  cjewlihlt  werd&n  mufs,  endlidi 
/Ji/ijj../Jr  //9<?^^  ^/^c  Permutation  der  Indices  a±  .  .  <xr;  die  Funldionen 
y>}  cp^  G)h  shid  arbitmr. 

Um  die  Gleiclumgen  (12)  in  einer  eiufacheren  Form  zu  schreiben, 
setzen  wir: 


Dann  schreibt  sich  das  allgemeinste  in  +  1-gliedrige  Integralaquivalent 
von  (1)  folgendermaisen: 


(13) 


Xav       —  — 


8W 


Darin  bedeutet  W  eine  Punktion  der  Variabeln 

(14)  Pa±^Pav9   %<*v+1»Xam, 

die  in  pai  ••$&,,  ganzlinear,  im  iibrigen  aber  beliebig  ist.  Doch.  ist 
hervorzuheben,  dafs  die  Gleichungen  (13)  auch  dann  ein  m  -f-  l~gliedriges 
Integralaquiy-alent  von  (1)  darstellen,  wenn  W  eine  ganz  beliebige 
Funktion  der  m  Variabeln  (14)  bedentet.  Aus  (13)  folgt  namlich: 


(15) 


ET  d  W  +  (Xa.dpai  + 


Substituirt  man   fiir   d0,   dxcci..dxctv  nnd   fiir  Pavii*-P<xm 
Ausdriicke  (13)  (15)  in  V,  so   erhalt  man  ein  identisch  verschwinden- 
des  Restiltat,  was  zn  zeigen  war. 

Das  allgemeinste  m  +  1-gliedrige  Integralaquivalent  der  Gleichung 
V  =====  0  hat  also  die  Form  (13),  worin  W  eine  arbitrare  Funktion  der 
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m  Variabeln  (14)  bedeutet;  insbesondere  lafst  sicli  stets  erreichen?  dais 
W  eine  ganze  lineare  Fimktion  von  pai  .  .  pUy  ist. 

176.  Um  fur  die  vorstehenden  Resultate  eine  geometrisehe  Aus- 
drucksweise  zu  gewinnen,  wollen  wir  die  2m  +  1  Variabeln  (2}  nicht 
als  Punktkoordinaten  eines  JR2?;t_|_1;  sondern  im  Raum  Rlu+i  (£;  x1  ..xm) 
folgendermafsen  interpretiren  : 

Es  seien  #;  x1  .  .  xm  die  Koordinateu  irgend  eines  Punktes  P  des 
lt,n+i'  Wir  betrachten  daiin  eine  beliebige,  durcli  P  gehende  Ebene 
JT;  deren  Grleichung,  in  laufenden  Koordinaten  g?  %,  geschrieben,  so 
lautet: 


(16)  t  ~  $  =l>l(ll  —  ^i)  H 

Der  Inbegriff  des  Punktes  P  mid  der  durcli  ihn  gehenden  Bbene 
%  bezeichnen  wir  als  em  rFlaclienelenmif  des  Raums  JRw+i  (^^i-^V)? 
die  2m  +  1  Groisen 

\£)  3-)  %\   •   •   %W)    Pi   '   •  P»l 

heifsen  die  ,,Koordimtcnu  dieses  Flaclienelements.  Der  Punkt  P  heifsfc 
3,der  zu  dem  Flaehenelement  (2)  geborige  Punkt"  oder  auch  kurz  J;cler 
Punkt  des  Fladaenelements  (2)",  die  Ebene  %  wird  ;?die  zu  dein  Flaehen- 
element (2)  gehorige  Ebene"  oder  auch:  ;?die  Ebene  des  Frachenelements 
(2)"  genannt. 

Zwei  unendKch  benaclibarte  Flachenelemente  c,  e,  die  bezw.  die 
Koordinaten 

(e)  2,  K!  .  •  a,*,  Pi  .  -Pm 

(e'}         0  +  d#,  $1  +  dxi  .  .  xm  +  d$m,  Pi  +  dpi  .  .  pm  +  dpm 

besitzen;  beifsen  ^veremigt  liegend",  wenn  die  Bedingung  (1)  erftillt  ist; 
letzteres  kommt  darauf  liinaus?  dafs  der  Punkt  des  FKchenelements  e 
auf  der  Ebene  von  e  gelegen  ist.  In  der  That  geht  die  Crleichung 

(16)  in  (1)  iiber,  wenn  man  £,  ^  bezw.  durcli  0  -f  ^?  x?  +  &&  ersetzt. 
Zwei  benacKbarte  Flachenelemente  liegen  stets  vereinigt;  wenn  zu 

ihnen  derselbe  Punkt  gehort;  wenn  also  die  Inkremente  d$,  dxi  alle 
verschwinden. 

177.  Es  giebt  oo2"4"*"1  Flachenelemente  in  Em+i.  Ein  2m  +1  —  9- 
gliedriges  Grleichungensystem 

(17)  9t(z9  $1  .  .  xm,  p1  .  -  jpm)  =  0    (i  =  1,  2,  .  .  2m  +  1  —  9) 

definirt  eine  p-fach  ausgedehnte  Schar  von  Flachenelementen.  Ist  das 
Grleichungensystem  (17)  ein  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Grleichung 
(1),  dann  und  nur  dann  hat  die  genannte  Schar  die  Eigensehaft,  dais 
jedes  Flaehenelement  der  Schar  mit  alien  unendlich  benachbarten  und 
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gleichfalls  der  Sehar  angehorenden  Flachenelementen  vereinigt  liegt. 
Eine  derartige  oo?-Schar  nennen  wir  dann  eine  p-fach  ausgedehnte 
vEkmmtmaiwigfaltigk&ft'  oder  einen  ;?o-/a<^  ausgedelmten  Elementverein" 
oder  auch  kurz  eine  ,,Element  M^  des  Raums  Rm+i.  Die  Grleichungen 
(17)  heifsen  die  wDefinitionsgleicb.ungen"  des  Elementvereins. 

Es  ist  nun  leicht,  die  Resultate  des  Art.  174  durch  begriffliche 
Uberlegungen  wiederzugewinnen.  Zunachst  ersieht  man  sofort?  dafs 
die  Definitionsgleichungen  einer  Eleinent-Jf^  mindestens  eine  Relation 
in  £,  #!  . .  xm  enthalten  miisseu.  Andernfalls  namlich  wtirde  jeder 
Punkt  des  Bm+i  mindestens  zu  einem  Flachenelement  der  Element- M() 
gehoren.  Ist  dann  e  ein  Flachenelement  derselben,  P  der  zugehorige 
Punfcfc,  %  die  zugehorige  Ebene,  so  giebt  es  zn  P  stets  oom  Nactbar- 
punkte,  die  nicht  auf  it  liegen;  andererseits  aber  zu  je  einem  Flachen- 
element der  Element- M0  gehoren;  d.  h.  e  konnte  nicht  mit  alien  be- 
nachbarten  Flachenelementen  der  Element- MQ  vereinigt  liegen. 

Es  mogen  demnach  die  bez.  zu  den  Flachenelementen  unseres 
Elementvereins  gehorigen  Punkte  P  eine  m  —  v-fach  ausgedehnte 
Punktmannigfaltigkeit  II  erfiillen,  die  durch  (4)  definirt  sei.  Dabei  ist 
v  eine  Zahl  der  Eeihe  0,  1  . .  m.  Unter  einer  0-fach  ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeit  verstehen  wir  insbesondere  einen  einzelnen  Punkt 
des  -R,,,-f  i.  Nach  der  Schlufsbemerkung  der  vorigen  Nr.  erhalten  wir 
dann  jedenfalls  eine  Element- MQ  (Q  <C  m),  wenn  wir  irgend  ooC  Flachen- 
elemente  betrachten^  die  alle  zu  demselben  Punkt  £°?  x^  . .  xm°  gehoren; 
die  also  durch  ein  Gleichungensystem  der  Form 

8  =  #°;  xi  =  a?,0;  o^OPijpg  . .  pm]  =  0    (i  =  1  .  .  m;  5  =  1  . .  m  —  Q) 

definirt  werden. 

Es  sei  jetzt  v  <m\  sind  dann  die  Grrofsen  (2)  die  Koordinaten 
eines  beliebigen  Flachenelements  unserer  Element -Jf^  ferner  P  der 
zugehorige  Punkt ;  a  die  zugehorige  Ebene,  so  ist  P  auf  der  Punkt- 
mannigfaltigkeit II  gelegen,  und  die  Ebene  it  nrafs,  der  Definition 
eines  Elementvereins  entsprechend,  nicht  nur  P,  sondern  auch  samt- 
liche  auf  U  gelegenen  Nachbarpunkte  enthalten?  d.  h.  die  Relation  (1) 
naufs  fiir  jedes  beliebige  Wertsystem  ds,  dxt  erfiillt  sein,  das  den 
Grleichungen  (7)  geniigt.  Wir  schliefsen  daraus  wiederum;  dafs  die 
Grleichungen  (4)  nicht  auf  eine  von  &  freie  Form  gebracht  werden 
konnen;  denn  andernfalls  wiirde  das  Grleichungensystem  (7)  durch  die 
Annahme  dx±  =  0  . .  dxm  =  0  und  durch  beliebiges  d0  erfaflt,  was 
fiir  die  Gleichung  (1)  nicht  zutrifft. 

Die  soeben  gefundene  Bedingung  liefert  uns  fur  die  Koeffizienten 
Pi  der  Ebenengleichung  (16)  wiederum  die  m  —  v  Relationen,  die 
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durch  Elimination  der  Qt  aus  (10)  ent$tehen;  d.  h.  es  giebt  durcli 
jeden  Punkt  P  der  Maiinigfaltigkeit  Jtt  genau  ocr  Ebenen  von  der  ge- 
ibrderten  Eigenschaft;  es  sind  dies  oftenbar  die  ex/1'  zu  dem  Punkte  P 
gehorigen  Tangentialebenen  der  Puuktmannigfaltigkeit  II  (Art.  44). 
Sie  bestiminen  mit  P  zusammen  ebensoviele  Flaehenelemente;  die  sich, 
wie  wir  sagen  wollen;  ??im  Punkte  P  an  die  Pimktrnannigfaltigkeit  JT 
anscliliefsen",  oder  anders  ausgedruckt,  sie  bilden  einen  Buschel,  dessen 
;;Axe"  die  za  P  gehorige  Tangential-f&m_,  der  Punktrnannigfaltigkeit 
II  ist  (Art.  44).  Lafst  man  P  auf  H  alle  nioglichen  Lagen  aimehmen, 
so  erbalt  man  oo'm  Flachenelemente,  die  einen  Elementverein  bilden. 
Die  Dimensions  Mill  Q  einer  EleMent-M^  ist  also  Itoclistens  yleicU  in. 
Die  Gerade;  die  ini  "B>m+\  durch  die  Gleichungen 

^  =  0  . .  ym  =  0 

definirt  wird?   ist  uacb  Art.  43  als  die  ,/-Axea  unseres  Koordinaten- 
systems  zu  bezeicbnen.     Die  Gleichungen 

1  1         *    *          HI  ^  III 

stellen  dann  eine  ,?zur  ^-Ase  parallele  Gerade"  dar.  Eine  m  —  v-fach 
ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit ;  die  durch  v  -j-  1  Gleichungen 
zwischen  den  Variabeln  x± .  .  xm  allein  definirt  ist;  warden  wir  dem- 
gemafs  im  Falle  i>  <  m  als  ?,eine  %ur  z-Axe  parallele  cyllndrisdie  Ptinkt- 
mannigfaltiykeit?  im  Falle  v  =  0  insbesondere  als  »einen  mr 
parallelen  Cylinder1'  bezeichnen;  da  sie  offenbar  oom~v-1  zur  ^- 
parallele  Gerade  enthalt. 

Nunmehr  konnen  wir  die  Ergebnisse  des  Art.  174  so  aussprechen: 
Im  JSm-f- 1  (&)  %i  •  •  #w)  giebt  es  ^  4-  1  verschiedene  Kategorien  von 
Element- Mm  ;  je  nachdem  die  zugeliorige  P'ttntimannigfaltigkeit  m- fetch, 
m  —  1-fachj  . .  1-fach,  Q-fach  ausgedeJint  ist.  Die  allgemeinste  Element- 
Mm  der  Jiten  Kategorie  besteht  aus  alien  oow  Flachenelementen,  die  sieli 
an  eine  lelielige  m  • —  7t  +  1  -fach  ausgedelmte  Pmildmannigfaltigkeit  des 
RM+I  ansdiliefsen;  diese  let#tere  darf  aber  l-eine  zur  &-A%e  parallele 
eylindrisclie  Mannigfaltigkeit,  im  Falle  k  =  m  insbesondere  I'eine  &ur 
z-Axe  parallele  Gerade  sew. 

Eine  Element- Mm  der  7^°  Kategorie  wircl  kurz  als  ein  ^Element- 
jyrwpi+i  t^eicjjmet-  eine  Element- J^  besteht  aus  alien  oom  Flachen- 
elementen,  die  sich  an  eine  ;;Flache^  des  Rm+i  anschliefsen3  ist  also 
durch  ein  Gleichungensystem  der  Form: 

KC(p  8<p 

w*  -  •  -*w;  A  —  gir  •  •  P*  =  jr 

°xl  °  xm 

definirt. 
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Fiir  jeden  Index  Q  der  Reihe  0?  1  .  .  w  giebt  es  5?  +  1  ver- 
schiedeno  Kategorien  von  Element  -J^J;  je  nachdem  die  zugehorige 
Punktmannigfaltigkeit  p-fach,  Q  —  1-facli,  ..  1-fach,  0-fach  ausgedehnt 
ist.  Eine  Element-J^  wird  auch  ein  ,,Slmfrnf'  genaunt. 

178.  lin  dreifacli  ausgedehnten  Rauin  jK3  (>j/#)  haben  wir  miter 
eineiii  Flachenelement  den  Inbegriff  ernes  Punktes  xy#  und  einer  durch 
ilin  ehenden  Ebene 


zu  verstelien;  die  5  Grolsen  xyzpz  sind  die  Koordinaten  dieses  Placlien- 
elements.  Es  giebt  drei  Kategorien  von  Element-  Jf2  ,  d.  h.  von  drei- 
gliedrigen  Integralaquivalenten  der  Pfafif'schen  Gleichung 

d&  —  pdjc  —  qdy  =  0; 

eine  Element-  Jf2  der  ersten  Kategorie  bestebt  aus  den  Pnnkten  und 
zugehorigen  Tangentialebenen  einer  beliebigen  Plache?  die  aber  kein 
zur  ,e-Axe  paralleler  Cylinder  sein  darf?  ist  also  durcb  ein  Gleicbungen- 
system  der  Form 


definirt.    Die  Flachenelemente  einer  Element-  Jf3  der  zweiten  Kategorie 
scliliefsen  sicb.  an  eine  beliebige  Raumkurve  an,   die  keine  zur 
parallele  Gerade   ist;   die   3  Definitionsgleicbungen   einer  solcben 
baben  also  die  Gestalt: 


y  = 

worin  <p  und  iff  arbitrage  Funktionen,  <p';  ?//  ibre  Ableitungen  bedeuten. 

Endlicb  bestelit  eine  Element-  M%  der  dritten  Kategorie  aus  alien 
oo2  Flachenelenienten,  die  denselben  Punkt  %2/0^0  entbalten. 

Eine  Eleinent-H^  oder  ein  Streifen  des  JB3  ist  entweder  definirt 
durch  Grleichungen  der  Form 

*  =  g>(0),  y  =  ^(«);  ff  =  jt(o?);  j?  =  <p'  —  %^f, 

entsteht  also,  indem  man  jedem  Punkte  P  einer  beliebigen  B.aumkurve; 
die  keine  zur  ^-Axe  parallele  Gerade  ist;  nacb  irgend  einem  Gesetze 
eine  von  den  oo1  durch  P  gehenden  Tangentialebenen  der  Raumkurve 
zuweist;  oder  die  4  Definitionsgleicbungen  der  Element-  M^  haben  die  Form  : 

(18)  a?  =  ^  y  =  y0,  a  =  $Q,  f(p9  2)  =  0 

d,  b.  der  Streifen  bestelit  aus  oo1  Elementen;  die  zu  deinselben  Punkt 
gehoren,  also  einen  Kegel  mit  der  Spitze  P  umbullen.  Dieser  Kegel 
kann  auch  in  ein  Ebenenbuschel?  dessen  Axe  durch  P  geht;  oder  in 
mebrere  solehe  Biisehel  degeneriren. 
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Ein  Streifen,  dessen  Definitionsgleichungen  die  Form  (18)  haben, 
heiist  auch  ein  ^ElementarJiCgel". 

179  Im  Raume  R2  (.r?/);  d.  h.  in  tier  Ebene  rait  den  eartesischen 
Koordinateu  ,r?y  verstehen  wir  unter  einein  ??Lmienelemeut"  den  In- 
begriff  eines  Punktes  ;;'?/  mid  einer  durcli  ihn  gelienden,  zur  y-Axe 
nicht  paralielen  Geraden 


und  nennen  xyy'  die  3  ;rKoordinaten"  des  Linienelements.  Zwei  be- 
nachbarte  Linienelemente  wyy  und  x  -j-  ^',  y  +  dy,  y  +  ^/  teifsen 
;;vereinigt  liegend";  wenn  die  Eelation 

(19)  dy  —  y'd£  =  Q 

erfullfc  ist,  wenn  also  der  Punkt  des  zweiten  Linienelements  auf  tier 
Geraden  des  ersten  liegt.  Es  giebt  zwei  Arten  von  Element-  M1  im 
Ji,(,r?/J;  d.  h,  von  zweigliedrigen  Integralaquivalenten  der  Pfatf'schen 
Gleichung  (19).  Eine  Element-  M^  der  ersten  Kategorie  besteht  aus 
den  oo1  Punkten  und  zageliorigen  Tangenten  einer  beliebigen  Kurve; 
wird  also  dureh  zwei  Grleicnungen  tier  Form 


definirt.     Eine  Element-  Mt    der   zweiten  Kategorie   besteht  aus   alien 
Linienelementen  durcli  denselben  Puukt  der  Ebene. 

180.  Wir  wollen  nun  im  Raume  J2w-|_i  (0,  x±  •  .  .^H4)  insbesondere 
alle  diejenigen  Element-^  ins  Auge  fassen,  deren  Definitionsgleiehungen 
die  Relation  z  =  0  enthalten;  die  Punktmannigfaltigkeit,  an  die  sich 
eine  solche  Element-  MQ  anscliliefst;  ist  also  ganz  in  der  Ebene  z  ==  0 
gelegen.  Werden  die  Grleichungen;  durcli  die  ein  Elementverein  dieser 
Art  definirt  ist;  auf  die  Form 

£  =  0 
(20)       ®i(x&  .  .  a?m^i  j?2  •  •  IV)  =  0        (i  =  l,2,..2m  —  Q) 


gebracht;  so  bilden  die  Relationen  (20)  offenbar  ein  Integralaquivalent 
der  Pfaff'schen  Gleichung 

(21)  p^dXi  +  jPgdiTg  -|  ----  1-  pmdXni  =  0. 


Umgekehrt;  genugen  die  Gleichungen  (20)  dieser  Pfaff'schen  Glei- 
clinng;  so  definiren  sie  mit  8  =  0  zusainmen  eine  Element-  M^  der 
oben  erwiibnten  besonderen  Bescliaffenheit;  durch  die  Aufsuchung  aller 
dieser  Elementvereine  ist  also  die  Frage  nacli  dem  allgemeinsten  Inte- 
gralaquivalent von  (21)  miterledigt. 
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181.  Um  zunachst  alle  m-gliedrigen  Integralaquivalente: 
(22)  0>j  —  0;  <P3  =  0; . .  ®m  =  0 

der  Pfaffselien  Gleichung  (21)  zu  erhalten,  nelimen  wir  erstens  an, 
dais  sich  aus  (22)  keine  Relation  in  x1  . .  xm  allein  ableiten  lafst.  Die 
Gleichungen  (22)  sind  danu  offenbar  mit  den  folgenden  identiscli: 

(23;  pL  =  0,  j%  =  0,  . .  pm  =  0. 

Es  rnogen  sich  zweitens  aus  (22)  genau  v  unabhangige  Relationen 
der  Form 

(24)  ^  (xl  x2 . .  xm)  =  0        (i  =  1,  2,  . .  v) 

herstelleri  lasseu;  die  nacli  xuix^..x^v  auflosbar  seieu.  Ersetzen  wir 
die  Gleichungen  (4)  durch  %  =  0  und  das  System  (24),  so  nehmen  die 
Relationen  (9)  nachstehende  Foi'in  an: 


f25) 


=  U 


die  sich  auch  durch  Elimination  der  p,  aus  den  Beziehungen 
(26)  *- 


ergeben,  und  mit  (20)  und  mit  3  =  0  zusammen  im  Raume  -Rm+i  eine 
Element-  Mm  der  oben  geforderten  Beschaffenheit  darstellen. 
Lost  man  die  Relationen  (24)  nach  $a  .  .  scUv  auf: 

(27)  $«<  =  9i(^+1  •  -  ^J       (i  =  1  .  .  v)  , 

so  schreiben  sich  die  Gleichungen  (25)  so: 


(2$}    0  =s        ei  w        a^  ~ 

tf  if 

Unter  Gebrauch  der  Abkurzung 


lafst  sich  das  Gleichungensystem  (27)  (28)  ersetzen  durch  das  nach- 
stehende: 

(29)      xk  =       ;  ^  = 


~ 
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Dabei  bedenfcet   U  erne  Punktion  tier  Variabeln 
(30)  Pui-P^a^*.*^, 

die  hinsiehtlieh  pai  -  -  p«v  ganz;  linear  und  homogen  isfc.  Doch  liefern 
die  Gleichungen  (29)  anch  dann  ein  m-gliedriges  Integralaquiyalent 
der  Pfaff'schen  Gleichung  (21),  wenn  U  eine  beliebige  Funktion  der  m 
Variabeln  (30)  bedeutet,  die  nur  der  einen  Bedingung  zu  genugen 
hat,  dais  sie  hinsichtlich  pai  .  .  pav  homogen  erster  Ordming  1st,  also 
die  Euler'sche  Identitat 

8U        rr 


befriedigt.     Zurn  Beweise  unserer  Belianptiing  bemerken  wir,  dafs  ver- 
moge  (29)  (31)  identisch: 


8U 


•• 
__.        ui  _____ 

Ferner  hat  man  nach  (29): 
Pav1dxa>,1  -\  ----  f-  paadxttn  =  —      —~ 


Durch.  Addition  der  beiden  letzten  Identitaten  folgt,  dafs  vermSge  (29) 
identisch: 

pldxl  -f-  •  •  ~\-  pmdxm  ^  dU  —  dU=  0, 


was  zu  zeigen  war. 

Demnach  ist  folgender  Satz  bewiesen: 

Ein  Integralciqmvaknt  der  Pfaff'scJien  Gleiclmng 

(21)  fadXi  -f  fodfy  H  ----  \-pmdxm  =  0 

entJialt  mindestens  m  Gleichungen.  Das  allgeineinste  m-<jliedrige  Integral- 
dguivalent,  das  nicht  die  Form 

(23)  p,  =  0,  p,  =  0,  .  .  pm  =  0 

be$it#t,  wird  erJialtm,  indem  man  M  einem  lelieligen  v-gliedrigen  Glei- 
ehungensystem  der  Form 

(24)  ^(x,x,  .  .  xm)  =  0        (i  —  1,  2,  -  .  v) 

diejenigen  m  —  v  G-leicliungen  Mnmfugt,  die  sicJi  durefi  Elimination  der 
Qi  aus 
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t'Whwi.    Bin  solches  Integraliiquivalent  kann  stets  die  Form: 

(1>tl  ,       it.h  =  |—  ;   pt  =  —  -.  f     (h  =  *!  .  .  «,:  Z  =  av+i  .  .  a 

(  Ph  c  J  i 

erhalten,  worm  U  eine  arbitriire  Funktion  der  Variabeln 


bedeutet;  die  in  der  $lt  homogen  erster  Ordnung  ist.  Insbesondere 
1511st  sicli  stets  erreichen,  dafs  U  in  den  pa(  ganz;  linear  und  ho- 
mogeii  wird. 

Das  allgeineinste  m  -f-  r-gliedrige  Integralaquivalent  von  (21) 
wird  erhalten,  inclem  man  entweder  m  den  G-leichungen  (23)  irgend 
r  Itelationen  in  a^  .  .  .r/w;  oder  zu  einem  Gleicliimgensystem  der  Form 
(29)  nocli  %  beliebige  Relation  en 


liinzufugt,  die  kerne  neue  llelation  in  den  x  allein  liefern. 

Alle  diese  Resultate  batten  wir  natiirlicb  aueli  obne  Bezugnalinie 
auf  die  Pfatf'sche  Gleicbung  (1);  direkt  aus  der  Form  der  Grleicliimg 
(21')  ableiten  konnen. 

182.  Wir  betrachten  jetzt  gleichzeitig  den  Raum  Blti+i(g,  xi  .  .  xn^) 
und  den  Kamn  ^(x^  .  .  ,r/rt);  der  aus  dem  Rm+i  durch  die  Gleichung 

(33j  0  =  0 

ausgeschnitten  wird,  der  also  mit  der  ;;Ebene  &  =  0^  identisch  ist. 
Die  Ebene  des  Rm+i,  die  zu  dern  Flackenelement  mit  den  Koordinaten 
0;  ot\  .  >  'Xm'Pi*  -Pm  gehort,  sclmeidet  die  Ebene  (33),  d.  h.  also  den 
Raum  Etn  nacb  einer  linearen  m  —  1-fach.  ausgedebnten  Punktmannig- 
faltigkeit,  die  im  Jtm  durcb  die  Gleicimng: 

(34)  2h  (li  —  tf'i)  -I  ----  h  Pm(%m  —  ^m)  =  0 

mit  den  laufenden  Koordinaten  |,  dargestellt  wird.  Es  ist  dies  eine 
durcli  den  Puukt  xi  .  .  xm  gebencle  ;?Ebene"  des  ttm. 

Wir  bezeicbnen  nun  allgemein  den  Inbegriff  eines  im  Em  gelegenen 
Punktes  x^  .  .  $m  und  einer  beliebigen  durcli  ibn  gehenden,  im  Em  ge- 
legenen Ebene  (34)  als  ein  ;;Flacbenelement  des  Emu]  die  Grrofsen 

(35)  X\Ji\2     .XniPiPs..}),* 

sollen  die  ^Imnogenen  Eoordinaten"  dieses  Flacbenelements  genannt 
werden.  Die  2m  Grofsen  (35)  sind  natiirlicb  dann  und  nur  dann  die 
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liomogeuen   Koordinaten    eines   Flachenelements    des   It/fl,    wenn   nieht 
alle   p,    versehwmden,    und    das   Flaehenelenient  (  35  1  ist  sell  on   durch 
Angabe  cler  tu  —  1  Verhaltnisse  der  p{  bestimint;  es  giebt  also  oc2'"™1 
Flacheneleinente  in  Rm.     Wir  erkeimen  jetzt  immittelbar: 
Jcdem  Fiachenelement  des  JSw_|_i;  das  die  Koordinaten 

(36  )  0;  X^2  .  .  Xmp^s  •  •  Pm 

besitzt,  und  fur  welches  nicht  alle  p?  null  sind;  ist  in  der  geschilderten 
Weise  ein  und  nur  ein  Fiachenelement  (35  )  des  Sm  zugewiesen.  Uni- 
gekehrt  bestimmt  jedes  Fiachenelement  (35)  des  Iim  einfach  unendlich 
viele  Flacheneleinente  des  Rmi  dereu  Koordinaten  die  Form 


(37)  0,  x±  -  -  jcm,  <%,  apt  -  -  <spai 

besitzen,  wo  6  eine  arbitrage  Konstante  bedeutet.  Wir  konnen  diesen 
Sachverhalt  kurz  so  aussprechen  ;  Jedes  Fiachenelement  (3G)  des  Rtn+i 
fur  das  nicht  alle  p,  null  sind,  schneidet  aus  dem  Rauni  11  m  ein  ganz 
bestimmtes  Fiachenelement  (35)  aus,  and  umgekehrt  gehen  durch  jedes 
Fiachenelement  (35)  des  Em  einfach  unendlich  viele  Flacheneleinente 
(37)  des  jRm-f.i  hindurch. 

So  schneidet  z.  B.  ein  Fiachenelement  ,r;  y?  0,  _p7  q  des  Jt^xyz) 
aus  der  ^y-Ebene  ein  Linienelement  aus,  bestehend  aus  dem  Punkt 
a1,  y  und  der  durch  ihn  gehenden  Geraden 


umgekehrt  gehen    durch   dieses  Linienelement  die  oo1  Flacheueleinente 
#,  y,  0,  <yp,  <3q  cles  J?3  hindurch. 

183.  Die  homogenen  Elementkoordinaten  des  Em  bieteii  den  Vor- 
teilj  dais  sie  jeden  Punkt  des  Em  und  jede  beliebige  durch  ihn  gehende 
Ebene  des  Hm  darzustellen  erlauben^  wahrend  bei  dem  Gebrauch 
der  nichthomogenen  Elementkoordinaten  2,  x±  .  .  pm  im  Rm+i  alle  die- 
jenigen  Flachenelemente,  deren  zugehorige  Ebenen  znr  ^-Axe  parallel 
sind,  von  der  Betrachtung  ausgeschlosseu  sind.  Es  liegt  daher  nahe? 
auch  im  Jf?w+i  homogene  Elementkoordinaten  einzufiihren,  indem  wir 
setzen  : 

^. 

(38)  xm+  1  =  g-     —  —  -  —  =pt        (i  ==  1  .  .  m] 

Unt+l 

und  die  Grofsen 

(39)  *     x^  .  .  xrn+lj  qtfa  .  .  %>i+l 

als  Koordinaten   desjenigen   Fl'achenelenients  bezeichnen,   das   aus  deni 
Punkt  xl  .  .  xm+i  und  der  durch  ihn  gehenden  Ebene 

2i(6i  —  ^  H  ----  h 
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des  liiuuns  Jiilt^ii,f\  .  .  SMJL  i)  berfteht,   vorausgesotzt,   dafs  nieht  alle  qt 

vt'rst'hwimlen.  Di<>  Miller  von  der  Betrachtuug  ausgeschlossenen  Flaehen- 

ulejnente  siml  jetzt  elniach  dureh  die  Bediiigung  #,„+  1  =  0  charakterisirfc. 

XiitliriicL  kaiin  man  aueli  andererseiis  von  den  homogenen  Koor- 

dinaten  ,;>f>i  im  11,,.  xu  nichthomogeuon  dadurch  libergehen,  dafs  man 

_  « 

>/  inul  ^  .  .  i/'m™i^,,  durck  ,r/  .  .  3C,'n—\8   ersetzt;  wo- 


durch  fiber  alle  Fluelieneleinente  des  ////0  deren  Koordinate  j9m  gleich 
null  ist;  von  <ler  Betrachtuug  ausgeschlossen  werden. 

ls4.  Die  in  Art.  17(>  imd  177  gegebenen  Definitionen  nehnien  irn 
J?/«l''i  -  -fin)  unt^i'  Gebmuch  der  homogenen  Elementkoordinaten  folgende 
Form  an: 

Zwei  benachbarte  Flacheuelemente  ^  .  .  pm  ^nd  a?t  -f  dxt  .  .J;/M  +  djpni 
heifsen  veroinigt  liegend;  wenn  die  Bedingung  (21)  erfiillt  ist;  wenn 
also  die  Ebene  des  ersten  Flachenelexnents  den  Punkt  des  zweiten  ent- 
halt.  Eine  Scliar  von  oo?  Flachenelementen  des  HM  von  der  Eigen- 
scliaft7  dais  jedes  Element  nait  alien  benaclibarten;  der  Scliar  angehorigen 
Flacheiielementen  vereinigt  llegt;  heifst  ein  p-fach  ausgedehnter  Element- 
verein  oder  eine  vEleinent-Jif,/^  des  Eill7  und  ist  definirt  durch  ein 
2w  —  Q  —  1-gliedriges  Gleichungensystem  zwischen  den  Grofsen  (35), 
das  Idnsiclitlich  der  Varialdn  p±  .  .  pui  Jiomoyen  ist,  die  Pfaff'sche  Glei- 
climig  (21)  befriedigt  nnd  nicht  alle  Eelationen  pL  =  0?  .  .  $m  =  0 
enthalt.  Dann  folgt  aus  den  Entwickelungen  des  Art,  181  sofort 
der  Satz: 

Die  Dimensionszahl  Q  einer  Elenient-lL  des  R)n  ist  hochstens 
m  —  1.  Die  m  Definitionsgleichungen  jeder  Element-  Mm—i  konnen 
auf  die  Form  (29)  gebracht  werden,  worin  U  in  den  pa.  homogen 
erster  Ordnung  ist;  die  allgemeinste  Element-  J/J,  (p  <  m  —  1)  wird 
erhalten,  wenn  man  zu  eineni  Gleichungensystem  (29)?  in  dem  v^m  —  Q 
zu  wahleu  ist?  uoeh  m  —  p  —  1  weitere  Relationen: 

to  w          i}  \ 

"&v  "tt£  *CCV  \  / 

-S  —  -  •  —  ,  ^       -  -  :r%t    —  0         (i  =  1,  2  .  .  m  ~Q  —  1) 

Parj  ^         J'aj  ^  y 

hinzufugt;  die  nach  m  —  Q  —  1  von  den  Yerhaltnissen 


auigelost  werden  konnen, 

Urn  auf  diese  Weise  alle  Element  -l/^  des  jR^i  in  homogenen 
Koordinaten  (39)  ausgedruckt  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  in  den 
Gleichungen  der  Art.  174  und  175  die  Substitution  (38)  auszufuhren, 
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Die  Relationen  (4)  konnen  jetzt  ancli  eine  zur  £-Axe  parallele  cylin- 
drisclie  Mannigfaltigkeit  darstellen,  d.  h.  von  z  (bezw.  x)tt+i)  frei  sein; 
die  Definitionsgleichuugen  einer  Element-!/^  die  sicli  an  eine  solclie 
cylindrische  Mannigfaltigkeit  anscliliefst,  enthalten  offenbar  die  Relation 
2m+i  =  0. 

Die  Relationen  (29),  (32)  definiren  ein  Integralaquivalent  der 
Piaff'schen  Gleichung  (21)  auch  dann,  wenn  die  Grleichungen  (32  )  in 
den  pt  niclit  homogen  sind.  In  diesem  Falle  konnen  wir  die  Glei- 
cliungen  (32)  immer  auf  folgende  Form  gebracht  denken: 

(40)  o>,  I  ^  ,    p-  .  -  -^  ,  XL(       .  - 

\/  ^   ^  «i     ^i 

(41)  «tf  =pl  —  9  '—  -  -  ~ 
v    ;             icq         ^,  ^     ^ 

Jetzt  liefern  die  Relationen  (29);  (40)  zusammen  einen  m  —  t-facli  aus- 
gedehnten  Elementverein  des  lini*  ist  x^  .  ,j;W4°  ein  belieloiges  Flachen- 
eleinent  dieses  Elementvereins,  nnd  substituiren  wir  statt  der  x(  mid  pt 
die  Grofsen  xf  und  d[p,°  in  die  Gleidmng  (41)  ?  so  liefert  UBS  diese 
fur  <5  einen  ganz  bestimrnten  Wert,  d.  li.  die  Relation  (41)  ordnet 
jedem  Flachenelement  x*  .  .  jpM°  der  durcli  (29)  ;  (40)  definirten  Ele- 
ment Mm—t  des  Rm  ein  ganz  bestinimtes  Flaclienelement  0;  x^..xn? 

3Pi°  *  •  <*P»?  ^  -5/w+i  zu* 

Wir  diirfen  dalier  schliefslicli  folgende  Satze  aussprecten: 
Jedes  m-gliedrige  Integralaqitivalent  der  Pfaff'sclien  G-kichung 


(21)  1\  dXi  H  ----  h  Pmd%m  =  0 

ist  in  den  pi  Jiomoycn,  tmd  hat  enticeder  die  Form 
(23)  ^  =  0^.^  =  0 

oder  es  stellt  in  homogenen  Elementkoordinaten  x,pt  eine 
des  Eaimies  Em(x^  .  .  a^n)  dar. 

Enthdlt  ein  Integralaquivalent  der  Pfaff'sclien  Gleidmng  (21)  meJir 
als  m  Grleichungen,  imd  ist  es  in  den  p,  Jwnwgen,  so  bestelit  es  entweder 
aits  den  Relationen  (23)  und  Miebigen  Gleiclmngen  in  xi  .  .  xmj  oder  es 
stellt  im  Rm  einen  Elementverein  dar,  liat  also  die  Form  (29)  ?  (32). 
Jedes  in  den  pt  niclit  homogene  Integraldguimlent  entsteht  cms  den  Deft- 
nitionsgleidnmgen  eines  Elementvereins  des  Rm  durch  Himufugung  einer 
in  den  p,,  unliomogenen 


±    Die  Intogralaquivalente  oiner  beiiebigen  Pfaff'sohen  Gleielmng. 

lsr>.    I)ii*  Enhvidkelimgeu  d^s  vorigeu  g  setzen  tins  in  den  Stand, 

ii*  Fruife  nm'h  alien  Integraliiquivaluiiten   einer  beiiebigen  Pfaffscben 


J 


x/ 


0 


zu   erledigen,     Wir  neliiiien  zuniichst  an,  dais  die  Klasso  x  des  Ans- 
drueks  J   ^Inch  2  A   sci,    dais   also   z/  auf  die  folgende  Nonnalform 

(trebracht  werden  kann: 


F,  (j\  ./  o  •  •  #  J  ^A  U  i  -r2  •  •  ^'/O 


und    wir   diirfeii   nacli   Art.   107    die   Existenz   einer   Stelle   ,c^  .  .  ^/z° 
voraiisset/.eii  ,    an    der    alle   Jf/7  /^    regular    sind    und    die   Funktional- 

detenninante 


nicht  verscbwindet.   Pfiliren  wir  jetzt  statt  3\  .  .  ^  mittels  der  Formeln 

*i  =ft"  ti  =  A;  jV  =  jPi;  -  -  PI  =  -P7;. 

die  neuen  Yeiiinderlielieii  x't}  pff  ein,  so  nimmt  die  Pfaff  sche  Grleichnng 
fl)  die  nachstehende  Gestalt  an: 

(3;  j)/  (te/  +  ^dti  +  .  .  +  j)/  r/.r/  =  0. 

Auf  diese  Gleichung  lassen  sich  jetzt  unmittelbar  die  Resnltate  des 
vorigen  §  tibertragen,  indem  man  daselbst  die  Zahl  m  durch  A?  und 
die  .Variabeln  jL\pt  durcli  a'/j)/  ersetzi  Darnach  besitzt  die  Pfaff'sche 
Qleicbung  (8;  insbesondere  Integralaquivalente,  die  aus  I  Gleichungen 
j  und  die  Form  liaben 
^  Cr/,r;  .  .  x{)  =  0  (i  =  1,  2  .  .  v]  v  <T  /I) 


(4) 


o  a? r  js, ' 


oder  in  aufgeloster  Form 
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Darin  ist  v  erne  Zahl  der  Reihe  1  .  .  A;  ferner  bedeuten  cq  .  .  «; 
irgend  eine  Permutation  dieser  Indices;  endlich  sincl  miter  den  ^/;  <p, 
willkurliche  Funktionen  zu  verstehen.  Ersetzt  man  in  den  Relationen 
(4)  oder  (5)  die  #/,  $!  bezw.  durch  die  in  der  Normalform  von  z/ 
auftretenden  Funktionen  /*,,  JP,;  so  erhalt  man  ein  A-gliedriges;  in  den 
ursprflnglichen  Variabeln  x1  .  .  xn  ausgedriicktes  Integralaquivalent  der 
Pfaff'sclien  Gleichung  (1). 

180.  Weitere  Integralaquivalente  der  Pfaff'sehen  Gleickung  (I) 
oder  (3)  erbalten  wir  nach  den  Regeln  des  yorigen  §,  indem  wir  zu 
einern  System  der  Form  (4)  oder  (5)  noch  andere  Relationen  in  den 
x'pi  Irinzufiigen,  die  mit  den  rorhergehenden  zusammen  keine  weitere 
Beziehung  in  den  x[  allein  liefern.  Da  aber  gegenwartig  niciit  nur 
die  Xt'jpi,  sondern  ancti  noch  die  Grofsen  &xj_i?  itx+s,  -  -  xn  als  Variable 
zu  betrachten  sind;  so  entsteht  die  Frage:  Welches  ist  das  allgemeinste 
Gleichungensystem  der  Form 

(G)          &f(xL'  .  .  xi$i  .  .2)1,  x/f+i  .  .  xn)  =  0        (*  =  1,  2,  .  .) 

welches  die  Gleiclmng  (3)  befriedigt? 

Wir  nehmen  an;  dais  sich  aus  den  Gleiclnmgen  (6)  genau  v  -f-  r 
Relationen  der  Form 

(7)  fyfa  .  .  xi,  x*+l  .  .  xn]  =  0        (%  =  1  -  .  v  +  *} 

ableiten  lassen;  x  dieser  Relationen  inogen  nur  die  Variabelen  ^x-fi  »%n 
entlaalten,  so  dafs  das  Gleichungensystem  (7)  durcb.  Auflosung  folgende 
Form  annimmt: 

(8)  x'ah  =  9A«,+1  ,  .  .  xai  ,  Xfr+I  ,  .  .  x^}        (A  =  1  .  .  v) 

(9)  xfl  = 


wobei  jSj  )32  .  .  $n—y.  irgend  eine  Anordnung  der  Indices  x  -f-  1?  x  +  2,  .  .  w 
bedeutet.  Die  Zahl  v  muls  offenbar  mindestens  gleich  1  sein.  Da- 
gegen  kann  t  verschwinden;  dann  komrnen  die  Gleichungen  (9)  in 
Wegfall  und  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (8)  konnen  samtliche 
Variable  #x+i  •  •  ^«  enthalten.  Setzt  man  fur  die  jCah  ibre  Ausdrucke 
(8)  in  die  linke  Seite  yon  (3)  ein,  so  mussen  in  dem  entstehenden 
Suibstitutionsresultat  die  Koeffizienten  aller  Differentiale 


verscliwinden,  wenn  das  Gleichungensystem  (6)  ein  Integralaquiyalent 
unserer  Pfafif'schen  Gleicbung  sein  soil,  d.  L  die  Relationen  (6)  mtissen 
folgende  Gleiciiungen  umfassen: 


Kiiji.  VJI.    l>ic-  iutegraliiquivak'nli-'  einer  Pfutf'si-hcn  Gloiehung.        [180] 

10  1     }>;  +  '£,  ;>.;,  +  •  +  'c  *';  j;,;,,  =  o  (*  =  «,.+i  .  .  «,:) 
i  n  -         C1^  +  ••  +  >-  yV,  =  <>  <f  =  /Sr+i  -  .  /?,_*). 

Pit*  (jieiehiiiigen  ill)  brauclien  uicht  von  einander  unabhangig  zu  sein; 
abcr  offeubar  Iiefem  sie  zusammen  mindestens  dm  Grleichung,  die 
keine  Foige  von  ('10)  ist,  wenn  die  Funktiouen  <px  .  .  <pr  von  den  Va- 
riabeln  X,.+I..FK  nicht  yolikomnien  unabhangig  sind.  Indena  wir  die 
bisherigen  Uesultate  zusammenfassen,  und  von  dem  speziellen  Glei- 
chungonsystomo  ^/  =  ^;  -  .  lh  =  0  vorlaufig  absehen;  erhalten  wir 
folgende  Siitze: 

Es  sei  x  =  2  A  die  Ivlasse  des  Pfaff  'schen  Ausdrucks 


a/  fa  x»  .  .  xn',cf  , 
i 
feraer 

Fldf1  +  ..  +  F,df,. 

eine  NormaJform  von  ^;  die  den  Bedingungen  des  Art.  167  geniigt. 
Dami  enthalt  jedes  Integralaquivalent  der  Pfaff  'schen  Gleichung  A  =  0; 
das  auf  die  Form: 

(12)          fl£.(/;  .  .  /i,  JFX  .  .  2?i,  A+I  .  .  jrn)  =  0    (f  =  1,  2  ,  .) 

gebracht  werden  kann?  mindestens  A  Gleichungen. 

Jedes  A-gliedrige  Integralaquivalent  dieser  Art  kann  nachstehende 
Form  erhalten: 


, 

t  +  -      ^  +  jjfr  Fa,  +  -  -  +  -     ^,,  =  0   (l  =  «r+1  .  .  «,). 

Darin  ist  v  irgend  eine  Zahl  der  Reihe  1  .  .  A;  die  cct  .  .  ai  be- 
deuten  irgend  eine  Permutation  dieser  Zahlen;  endlich  sind  unter  den 
<p,  willkiirliche  Funktionen  zu  verstehen. 

Jedes  andere  Integralaquivalent  von  der  Form  (12)  hat  entweder 
folgende  Gestalt 


(14) 


[187]    §  2.   Die  Integraliifjuivalente  einer  beliebigen  Pfaff  selien  Gleiclmng.    ^49 

wo  x  erne  Zalil  der  Reihe  0;  1  .  .  n  —  x;  ferner  ^  .  .  /3«—  x  irgend 
cine  Anordnung  der  Indices  x  -)-  1  .  .  n,  endlich.  die  qp/,7  ipL  vrillkurliche 
Punktionen  bezeichnen;  oder  es  entsteht  aus  einem  Gleichungensysfcem 
der  Form  (13)  oder  (14)  durcli  Hinzufugung  beliebiger  Relationen 
zwischen  den  Variabeln  Fl?  fl?  x,.+i  .  .  xny  die  mit  den  vorhergehenden 
vertraglich  sind,  nnd  mit  ihnen  zusammen  keine  weiteren  Relationen 
zwischen  den  Groisen  f[  .  .  f%7  xx+\  .  .  xtl  allein  ergeben. 

In  dein  System  (14)  mussen  die  Funktionen  <p/t  so  gewahlt  werden, 
dais  die  Gleichungen,  die  in  der  letzten  Zeile  von  (14)  stehen,  keine 
Relationen  in  den  Grofsen 


allein  liefern.  Schliefsen  wir  also  solclie  Systeine  (14);  vermoge  deren 
alle  Groisen  FUl  .  .  F«v  und  infolge  dessen  fiberhaupt  alle  Ft  ver- 
schwinden  ?  vorlaufig  von  der  Betraehtung  aus  ,  so  mussen  ,  falls 
v  _-  r  <  n  —  K  in  (jer  n  —  K  —  r-zeilien  Matrix: 


cx 


(t  = 


alle  v-reihigen  Determinanten  identisch  versctwinden. 

187.  In  ganz  analoger  Weise  erledigt  sich.  nach  dem  vorigen  § 
die  Prage  nach  den  Integralaquivalenten  fiir  den  Fall,  dafs  die  Klasse 
yon  d  ungerade  ist;  und  es  ergeben  sich.  die  Satze: 

1st  die  Klasse  K  des  Pfaff 'sclien  Ausdrucks  ^/  gleich  2/1  —  1,  und 
hat  A  die  Normalform 

(15)  eZ/i  +  Ftdfi  +  .-  +  Ji-irf/i-i 

die   den  Bedingungen   des   Art.   167  geniigen  moge;   so  enthalt  jedes 
Integralaquivalent  der  Gleichung  z/  =  0?  das  auf  die  Form : 

(16)  a,  (/•  . .  fi,  F, . .  Fi-l9  x,+l . .  a?»)  =  0       (i  =  1,  2, . .) 

gebracht  werden  kann,  mindestens  /L  Gleichungen. 

Das  allgemeinste  A-gliedrige  Integralaquivalent  dieser  Art  hat 
die  Form 


(17) 


f«k  = 
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Jedes  andere  Integralaquivalent  (16)  hat  entweder  die  Gestalt: 


=  0    (,-«r+1..«a_o 

S(p  —  0       /7  —  ft    ,         fl        ^ 

*-      i  ••    --* 


oder  es  entsteht  aus  einem  Gleichungensystem  der  Form  (17)  oder 
(18)  durch  Hinzuftgung  beliebiger  Relationen  in  fh  F(,  xx+i . .  xn,  die 
mit  den  vorhergehenden  vertraglich  sind;  und  mit  ihnen  zusammen 
keine  neue  Relation  in  /^  . .  /i;  ^x+i  •  •  %n  allein  liefern. 

Die   Funktionen  cp  und  <ph  in  (18)  sind  so  zu  wahlen,    dafs   irn 
Falle  v  -f-  r  -|~  1  <^n  —  %  in  der  Matrix 


alle  i/  -f-  1  -reihigen  Determinanten  identisch.  verschwinden. 

In  den  Formeln  (17)  (18)  ist  v  eine  Zahl  der  Reihe  1  .  .  A  —  1; 
fft . .  «;— i  bedeuten  eine  Permutation  dieser  Indices;  tr  ist  eine  Zahl 
der  Reihe  0;  1  .  .n  —  x,  die  /3X . .  fin—%  bedeuten  irgend  eine  Anord- 
nung  der  Zahlen  %  -f-  1  •  • n]  im  PaJl©  r  =  0  fallt  in  dem  Formel- 
systeme  (18)  die  dritte  Zeile  fort;  endlick  sind  q>}  <p/i;  fyt  arbitrare 
Funktionen. 

188.  Aus  den  in  Art  186  und  187  ausgesprochenen  Satzen  ergiebt 
sich  ohne  weiteres  folgendes  Korollar: 

Es  seien  x^..xn  irgend  n  unabliangige  Veranderliche,  und  2 1 
eine  Zahl  <  n,  ferner 

(19)                     fyfaxs . .  xn)  =  0        (i  «  1,  2; . .  A) 
ein  beliebiges  A-gliedriges  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung 
xi+idfy  +  Xi+tdfy  -( f-  Xtidxi  =  0; 

so  konnen  die  Relationen  (19)  stets  auf  eine  Form  gebracht  werden, 
in  der  sie  nur  von  den  Variabeln  x^  . .  x^,  nicht  aber  von  XH+I  ..  xn 
abhangen. 

Bilden  ferner  die  Gleichungen  (19)  ein  A-gliedriges  Integral- 
aquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung 
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(2/1  —  1  <  ri) 


so  konnen  sie  eine  Form  erhalten,  in  der  sie  nur  von  x1x^..^^^ij 
nicht  aber  von  x%i  .  .  xn  abhangen. 

189.  Aus  den  Ergebnissen  der  Artikel  186  nnd  187  heben  wir 
noch  das  folgende  heraus:  9>Jede  Pfaff'scJie  G-leicliung  voin  Range  2/1 
liifst  sicJi  durcli  I  Relationen  in  x±x%  .  .  xn  lefriedigen"  Unter  den  i- 
gliedrigen  Integralaquivalenten  der  Pfaff'sclien  Grleichung  J  =  0  er- 
wahnen  wir  nocL.  besonders  diejenigen;  die  ans  I  Relationen  in  f\f%  .  .  fi 
allein  bestelien;  also  die  Form 

(20)  fi==Cl,fs  =  c,..f,  =  c, 

besitzen,  worm  die  Ci  Konstante  bedeuten.  Die  Relationen  (20)  be- 
zeidmen  wir  als  ^vollstandiges^  Integralaquivalent  oder  als  em  ^voll- 
standiges  Integral"  der  Pfaff'sclien  Grleichung  (1),  wenn  unter  den  c, 
arbitrage  Konstante  verstanden  werden. 

Stellen  die  Relationen  (20)  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  der 
Konstanten  ct  ein  Integralaquivalent  der  Pfaff  'schen  Gleictuing  A  =  0 
dar;  so  mufs  z7  angenscheinlich.  in  der  Form 


geschrieben  werden  konnen  ;  also  ist  der  Rang  der  Gleichnng  /J  —  0 
sicker  nicht  grofser  als  2  A  (Art.  119,  3)). 

190.  Wir  behandeln  minmehr  die  Frage;  ob  sich  jedes  Integral- 
aquivalent  der  PfafFschen  Grleichung  (1)  in  der  Form  (13)  oder  (14) 
beziehungsweise  (17)  oder  (18)  darstellen  lafsl 

Sollen  die  Grleichungen 

(21)  ^(^^..^)  =  °  (*"1;2..) 

ein  Integralaquivalent  der  Grleichung  (1)  darstellen,  so  mtissen  wir 
nach  einer  Bemertung  des  Art.  82  die  Existenz  einer  Stelle  x^%%  .  .  x£ 
voraussetzen;  an  der  sowohl  samtliche  Koeffizienten  ai}  a%,  .  .  an  nnserer 
Pfaff'schen  Gleichung?  als  auch  das  Gleichungensystern  (21)  im  Sinne 
von  Art.  40  regul'ar  sind.  Wir  setzen  jetzt  tiberdies  voraus;  dafs  an 
der  genannten  Stelle  nicht  samtliche  jc-reihigen  Determinanten  der  zu 
J  gehorigen  Matrix 


(A)     « 


0*2  •  *    0 
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und  aueh  nieht  alle  Koeffizienten  at  verschwinden.  Dann  diirfen  wir; 
ohne  die  Allgerneinheit  zu  besekranken,  annehmen,  dafs  an  der  Stelle 
A*  ,  .  #n°  im  Falle  %  =====  2  A  die  Pfaff'sclien  Aggregate 

P  i:   (1,  2,  .  .  2A);  JI2,,0  =-  (1,  2,  .  .  2A  -  1,  0) 
und  im  Falle  K  =  2  A  —  1  die  PfafFsehen  Aggregate 

P'-(l,2,..2A-2);  $~(0,1;..2A-1) 

von  Null  verschieden  sind;  und  es  lafst  sick  jetzt  nach  Art.  167  immer 
eine  Normalfora  von  <//  zu  Grunde  legen,  derart,  dafs  die  K  in  iJbr 
auftretenden  Funktionen  Ft,ft  an  der  Stelle  x^  .  .  #»°  regular  sind,  und 
dafs  ihre  nacL.  xl  .  .  $„  genommene  Funktionaldeterminante  daselbst 
nicbt  verschwindei  BetraciLten  wir?  um  die  Ideen  zu  fisiren?  den  Fall 
a:  =  21  Mittels  der  Formeln 


kann  man  dann  statt  x±.  *XM  die  neuen  Independenten  /^  .  .  /i  JP\  .  .  Fz 
in  das  Gleichungensystem  (21)  einftiiiren;  dieses  erlialt  so  die  Form 
(12),  und  zwar  sind  diese  GHeiclmngen  an  der  Stelle 


regular  ;  wenn  wir  mit  fff  F®  die  konstanten  Werte  bezeichneii,  die 
die  Funktionen  /}  bezw.  Ft-  an  der  Stelle  x^  .  .  %nQ  annehmen  (Art.  45). 
Das  Grleichungensystem  (21)  kann  sonacL.  auf  die  Form  (13)  oder  (14) 
gebracht  werden. 

1st  umgekehrt  ein  Gleichungensystem  (13)  oder  (14)  an  der  Stelle 
(22)  im  Sinne  yon  Art.  40  regular,  so  verwandelt  es  sicli,  wenn  die 
F^  fi  durch  die  betreffenden  Funktionen  der  xjt  ersetzt  werden;  in  ein 
Gleicitungensystem  mit  den  Variabeln  xt  .  .  xn  ,  das  an  der  Stelle 
x^  .  .  xnQ  regular  ist  (Art.  82),  und  die  Pfaff  'sdie  Gleichung  z/  =  0 
erfullt 

Bs  ist  leieht  zu  sehen;  wie  man  tiber  die  willktirlichen  Funktionen 
cpk,  <pi  verffigen  mufe,  damit  ein  Relationensystem  (13)  oder  (14)  an 
der  Stelle  (22)  regular  sei.  Tim  dies  z.  B.  fur  clas  System  (13)  zu 
erreiclien;  braucht  man  nur  die  Funktionen 


so  zu  wahlen;  dafs  sie  an  der  Stelle  jTaJ+1  .  .  f£  regular  sind;  daselbst 
bezw.  die  Werte  f^  annelimen?  und  dafs  ihre  ersten  Ableitungen  an 
der  genannten  Stelle  den  Bedingungen 
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Da  ganz  analoge  Betrachtungen  auch  unter  der  Annahme  %  — 2/1 — 1 
angestellt  werden  konnen,  so  folgt  der  Satz: 
Sefriedigt  das  G-leichmgensystem: 

(21)  <E>,(^..^)  =  0        (i- 1,2.0 

die  Pfaff'sche  GleicJmng  J  —  0  und  existirt  erne  Stelle  x^ . .  #ft°,  an 
der  dieses  Gleicliungensystem  sowie  samtliche  Koeffigienten  a-t  regular 
sind,  ohm  dafs  alle  %-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (A)  oder  alle 
a;,  daselbst  versctvwinden,  so  lafst  sicli  das  Gleichungensystem  (21)  dwrch 
EinfUJirung  neuer  Varidbelen  auf  die  Form  (13)  oder  (14)  "bezielmngs- 
weise  (17)  oder  (18)  bringen. 

Aufser  den  Integraldquivalenten,  die  mit  Hiilfe  einer  Normalform 
von  J  nach  den  Eegeln  der  Art.  186  und  187  bestimmt  iverden,  kann 
es  also  nur  nocJi  solche  gelen,  vermoge  deren  entweder  samtliche  %- 
reiMgen  Determinants  der  Matrix  (A)  oder  alle  Koeffi$ienten  a± . .  an 
wrscliwinden.  Der  letztere  Fall  ist  unter  der  Annaiiine  x  =  2i  —  1 
als  Spezialfall  in  dem.  ersteren  enthalten  und  braucht  also  nur  bei 
geradem  «  besonders  erwahnt  zu  werden. 

Jedes  Integralaq[uivalent;  welches  einer  der  beiden  zuletzt  genannten 
Kategorien  angeb.ort?  werde  als  ^singular"  bezeichnet. 

Die  nicbtsingularen  Integralaquiyalente  einer  Pfaff'schen  GHeichung 
J  =  Q  konnen  somit  alle  nach  der  Methode  der  Art.  186  und  187 
gefunden  werden;  doch  darf  man  nicht  erwarten;  dafs  eine  und  dieselbe 
Normalform  von  J  ausreicht?  um  alle  nichtsingularen  Integralaquiyalente 
zu  ermitteln.  Vielmehr  liefert  eine  bestimtnte  Norrnalform  von  z/3 
die  den  Bedingungen  des  Art.  167  geniigt,  im  Allgemeinen  nur  die 
Gresaratheit  derjenigen  Integralaquivalente,  die  an  einer  gewissen  Stelle 
$x° , .  x£  inx  Sinae  von  Art.  40  regular  sind. 

191.  Um  alle  singularen  Integralaquivalente  der  PfaiTschen  Grlei- 
chung  d  =  0  zu  finden?  hat  man  bei  geradem  x  zunaehst  zu  untersuchen; 
ob  das  Relationensystem 

al  =  0,  «22  =  0;  . .  an  —  0 

im  Sinne  von  Art.  40  ein  r-gliedriges  (r  <  n)  Grleichungensystem  dar- 
stellt,  oder  wenigstens,  ob  es  dureh  passende  Umformungen  in  ein 
solclies  verwandelt  werden  kann. 

Sodann  bestimme  man  alle  Grleichungensysteme,  die  den  Bedingungen 
des  Art.  40  genugen,  und  vermoge  deren  alle  ^-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  (A)  null  sind.  Es  sei  (21)  ein  s-gliedriges  Gleichungen- 
system  dieser  Art,  und  es  existire  eine  Stelle,  an  der  dieses  System 
und  alle  ai  regular  sind,  Druckt  man  jetzt  mit  Hiilfe  von  (21)  s  von 
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den  Grofsen  xt  als  Funktionen  der  n  —  5  iibrigen  aus  und  substituirt 
die  erhaltenen  Werte  in  z/;  so  entsteht  ein  Pfaff'scher  Ausdruck  4f 
mit  n  —  s  Yariabeln.  Verschwinden  alle  Koeffizienten  von  /f  identisch, 
so  ist  (21)  ein  Integralaquivalent,  und  man  erhalt  weitere  Integral- 
aquivalente  durch  Hinzufiigung  beliebiger;  mit  den  vorigen  vertrag- 
licher  Relationen  in  den  x(.  Andernfalls  suche  man  das  allgemeinste 
Relationensystem,  das  d  =  0  befriedigt;  und  fiige  es  zu  den  Glei- 
chungen  (21)  liinzu.  Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dafs  die  Gleichung 
dr  =  0  selbst  wiederurn  singulare  Integrale  besitzen  kann. 

Eine  gegebene  Pfaff'sche  Gleichung  braucht  nicht  notwendig  singu- 
lare Integralaquivalente  zu  besitzen,  d.  h.  es  braucht  nicht  notwendig 
ein  Gleichungensystem  (21)  von  der  Beschaffenheit  zu  geben,  dafs  das 
Gleichungensystein  selbst  und  alle  0,1  an  einer  gewissen  Stelle  x^  .  .  XHQ 
regular  sind;  und  dafs  vermoge  (21)  alle  %-reihigen  Determinanten  von 
(A)  oder  alle  at  verschwinden.  Wahlt  man  beispielsweise  unter  der 
Annahme  eines  geraden  n  die  Funktionen  a%a%  .  .  an  ganz  beliebig,  so 
lafst  sich?  wie  man  leicht  erkennt,  durch.  Integration  einer  nicht  ho- 
mogenen;  linearen  partiellen  Differentialgleichung  mit  den  Independenten 
x1  .  .  xtl  und  der  unbekannten  Funktion  ax  diese  letztere  so  bestiinmen; 
dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat 


den  Wert  1  erhalt.  Hat  man  noch  etwa  a/2  =  1  gewahlt,  so  besitzt 
die  Pfaff'sche  Gleichung  A  =  0  keine  singulareu  Integrale. 

Ist  die  Klasse  x  eines  Pfaflf'schen  Ausdi*ucks  z/  gleich  2/1  oder 
gleich  2A  —  17  d.  h.  is*  2  1  der  Bang  der  Pfaff'schen  GleicJmng  (1); 
so  ist  jedes  Integmlaguimlent  7  das  iveniger  als  1  G-leicliungen  enflialt, 
notwendig  singular. 

Es  kann  vorkommen;  dafs  ein  bedingungsloser  Ausdruck  z/  in  n 
Variabeln  durch  eine  ewige  Relation  zwischen  den  x-t  annullirt  wird; 
diese  Relation  ist  dann  notwendig  ein  singulares  Integralaquivalent 
der  Pfaff'schen  Gleichung  ^  =  0.  So  wird  die  Gleichung  (1)  z.  B. 
durch  die  Relation  ^  «  0  befriedigt,  wenn  die  Koeffizienten  o^,  »3,  .  .  an 
die  folgende  Form  haben 


und  wenn    die   Funktionen   a1?   6a,   .  .    ln    an    einer   gewissen    Stelle 
0;  ^g°  .  .  x*  alle  regular  sind. 

192.   Im  Falle  ?c==2A  naben  wir  noch  diejenigen   Gleichungen- 
systeme  zu  betrachten,  die  samtliche  Relationen  der  Form 

(22)  *;-<>,  J^-0,  ..  JFi-0 
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enthalten.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dafs  diese  Relationen  im  all- 
gemeinen kein  Integralaquivalent  der  Pfaff  schen  Gleichung  J  =  0 
liefern.  Zunachst  namlich  braueht  es  iiberliaupt  kein  Wertsystem 
x*  .  .  #»°  zu  geben,  fur  welches  alle  F,  verschwinden;  man  denke  z.  B. 
an  die  Annahme  Fl  ~^=  &*-.  Nehmen  wir  aber  an;  es  gebe  ein  solclies 
Wertsystem,  und  es  lasse  sich  das  Gleichungensystem  (22)  auf  eine 
Form  bringen,  in  der  es  an  der  Stelle  o^  .  .  XA°  im  Sinne  von  Art.  40 
regular  ist,  dann  giebt  es  notwendig  oo*-*  Wertsysteme  von  derselben 
Beschaffenheit.  Waren  nun  alle  Funktionen  a1;  a2;  *.  an,  /i^./i  an 
der  Stelle  %°  .  .  Xn  regular?  so  wtirde  aus  den  Identitaten 

(23)  ai==Fl^+..+F^       (»-!..») 

folgen,  dafs  alle  Funktionen  a/  an  den  oc^"^  ISTullstellen  der  Funktionen 
Ft  .  .  Fi  gleichfalls  verscliwinden;  und  die  Gleichungen  (22)  bilden  so- 
nach  ein  singulares  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung  (1)7 
das  andrerseits  auch  ohne  jede  Integration  in  der  Form  a±  =  0  .  .  an  —  0 
erhalten  wird.  Es  ist  aber  klar,  dafs  n  Funktionen  a,  nur  unter  be- 
sondern  Voraussetzungen  oon—1  gemeinsame  Nullstellen  haben  konnen; 
dafs  also  im  allgemeinen  entweder  die  Relationen  (22)  kem  A-gliedriges 
Gleichungensystem  im  Sinne  von  Art.  40  darstellen;  oder  aber;  falls 
dies  dennoch  der  Fall  sein  sollte;  dafs  dann  an  einer  Stelle  w±  .  .  ^n°; 
an  der  das  Gleichungensystem  (22)  und  alle  at  regular  sind?  nicht 
auch  samtliche  Funktionen  /x  .  .  fy  der  Normalform  regular  sein  werden; 
dann  aber  lafst  sich  aus  den  Identitaten  (23)  nickt  mehr  >schliefsen; 
dais  die  Relationen  (22)  die  Pfaff'sclie  Gleichung  J  —  0  befriedigen. 
Ist  %  =  2,  so  fiihrt  diese  Erorterung  zu  der  aus  der  Theorie  der 
gewohnlichen  Differentialgleichungen  bekannten  Thatsache,  dafs  eine 
DijBferentialgleichung 

x      Nx    d   =  0 


deren  linke  Seite  mittels  der  allgemeinen  Integralgleichung  co  =  c  in 

der  Form 

Mdx 


dargestellt  wird;  durch  die  Relation  9  =  0  im  Allgemeinen  nicht  er- 
fullt  wird. 

Analoge  Bemerkungen  gelten  iibrigens  auch  ftir  alle  diejenigen 
Integralaquivalente  (13),  (14)  bezw.  (17);  (18);  an  denen  eine  oder 
mehrere  Relationen  der  Form  Ft  —  0  beteiligt  sind. 
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Kapitel  VIIL 
Beruhrungstransformationei  mid  apivaleute  Normalfornien. 

§  1.    Beriihrungstransformationen.  *) 

193.  Die  Pfaff'sche  Gfleieliung 

(1)  d^  —p1dx1  —  p2dx%  ----  Pmdxm  =  0 
rait  den  2  m  -j-  1  unabhangigen  Veranderlichen 

(2)  *,#!..  xm>  $!  .  .  ptn 

liegt  bereits  in  reduzirter  Form  vor;  ikr  Rang  1st  gleicli  2m  +  2. 
Nach  .Kap.  IV  besitzt  die  Grleichung  (1)  unbegrenzt  viele  andere  reduzirte 
Formen  mit  m  +  1  Diflferentialelementen.  Es  sei 

(3)  dZ—  P1dXi  —  P.dXs  ----  PmdXm  =  0 

erne  solche  Form.  Dann  wissen  wir  ans  Art.  118,  dafs  die  Funkticmen 
Zj  X{,  Pt  hinsicMLich  der  2m  -f-  1  Variabeln  (2)  von  einander  unab- 
hangig  sind,  dafs  siclt  also  die  Formeln 

1  /  =  z  (#,xt  ..xm,  PI  ..|)m) 

(4)  x'g  ==  Xi(s,  MI  .  .  %m,  P!  .  .  pm)         (i  =  1  .  .  in) 

pf  ==  Pt(0,  XL  .  .  Xm,  Pi  -  •  Pm)  (i  =  1  •  •  W) 

folgendermafsen  auflosen  lassen: 


(5) 


Die  Gleichungen  (4)  definiren  sonach  eine  Transformation  der  2m  +  1 
Variabeln  (2),  vermoge  deren  sich  die  Pfaff'sche  Gleichimg  (1)  in  eine 
Gleiclrang  derselben  Form 

AJ  —Pidx±  ----  Pmdxn  =  0 
verwandelt?  d,  h.  es  existirt  eine  nicht  identisch  Yerschwindende  Funktion 

<*;01--#*,&..JP«) 

von  der  Eigenschaft;  dafs  vermoge  (4)  folgende  Identitat  besteht 
(6)    de 


1)  Lie  II,  1,  AbteiluBg, 


[104]  §  1.    Beriihrimgstransformationen.  257 

dafs  also  die  Koeffizienten  der  Differentiate  d&,  dxi,  dp;  beiderseits 
gleich  werden,  wenn  man  die  g'xjp!  durch  ihre  Ausdriicke  (4)  ersetzt. 

Wir  wollen  nun  zeigen;  dafs  sich  die  allgemeinste  Transformation 
(4)  dieser  Eigenschaft  ohne  Integration  bestimnien  lafst.  m.  a.  W.  dafs 
man  die  allgemeinste  reduzirte  Form  (3)  der  Pfaff'schen  Gleichung  (1) 
durch  blofse  Differentiationen  und  Eliminationen  ermitteln  kann. 

Zu  diesein  Zwecke  schreiben  wir  —  #/  s^tt  tfp/  und  —  Qf  statt 
0Pt?  und  betrachten  die  PfafTsche  Gleichung 

(  i\    fj  f  /xi   /y  /y        -     ,  .  _____  ty\    fj  /y      __  f\  n  y    _____  n     / /  </"       ___.  .  .  __ .  n    /7  yv*      r-j-.*--  C\ 

\*  /    \M &         jj-t  M'tA/'i  frJiYiw  •*/]/)  i          \j  \A  K>    — — •—  (7.,   ivi/x-j     —  •  .  —      ty wi ^' ^/w  — —  \j 

worin  die  4w  +  3  Grofsen 

(Q\  r          f  '         -  '  ' 

fiir  den  Augenblick  als  ebensoviele  unabhangige  Veranderliche  be- 
trachtet  werden  sollen.  Damit  nun  yermoge  der  Transformation  (4) 
die  Identitat  (6)  bestehe?  mufs  das  Relationensystem 

(9) 

ein  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung  (7)  bilden.  Umgekehrt, 
ist  letzteres  der  Fall7  und  kann  man  das  System  (9)  nach  0,  x±  .  .pmj  <5 
auflosen^  verschwindet  ferner  die  Funktion  Q(&}  xl  .  .pm)  nicht  identisch; 

so  liefern  die  Relationen  (4)?  wenn  darin  —  Pf  ^  —  Qi  gesetzt   wird; 

eine  Transformation  der  gewiinschten  Beschaffenheit. 

Es  entsteht  demnach  die  Aufgabe.  das  allgemeinste  Relationne- 
system  zwischen  den  4m  +  3  Variabeln  (8)  zu  bestimmen,  welches 

1)  aus  2m  +  2  Gleichungen  besteht  und  die  PfafTsche  Gleichung 
(7)  erfullt; 

2)  ebensowohl  nach  den  Grofsen 

als  auch  nach  den  Grofsen 

$,  #1  .  .  Xm)  Pi  .  .  Pm  j  6 

auflosbar  ist; 

3)  die  Relation  G  =  0  nicht  zur  Folge  hat. 

194.  Das  allgemeinste  2m  +  2-gliedrige  Integralaquivalent  der 
Pfaff'schen  Gleichung  (7)  entsteht  nach  Art.  174;  indem  man  zu  2+1 
Relationen  der  Form 

/*<  /\\  /~\    f  r  f  f  \  A/"  "1O  l"1\ 

(10)         «£.(#-  x± , .  xm ;  8  ,x±  . .  xm)  =  0     (i  =====  1,  2? . .  g  +  1) 

diejenigen  2m  +  1  —  g  Gleichungen  hinzufiigt,  die  sich  durch  Elimi- 
nation der  li  aus  den  Relationen 

v.  We"ber,  Das  Pfaffsclie  ProTalem,  17 
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SQL 

(11)  1  ==  A!  -jj-  H 

3&i 

(12)  _tf  =  Ai_1  +  .. 

(13)  -*-*,£  +  • 


f  v  *"*^  ii  ST"*         ^7        1          "\ 

ergeben;   die  &/  sind  dabei  yorlaufig  nur  der  einen  Bedingung  unter- 

worfen,  dafs  sich  die  Grleichungen  (10)  nach  0  und  nach  q  von  den 

Variabeln  xl . .  xm,  #',  #/  -  •  %m  auflosen  lassen. 

Die  obige  Bedingung  2)  1'afst  sich  jetzt  so  aussprechen: 

Die  2m  -f-  #  ~f-  3  Relationen  (10)  bis  (14)  sollen  ebensowohl  nach 

den  Variabeln 

t  jLOJ  &  y  $/•£   .  .  <%>in}  Vj  ^   .  .  Qmy  ^^j  ^ 

als  auch  nach  den  Variabeln 

(~\  (*\  ^     3 

auflosbar  sein.     Setzen  wir  zur  Abktirzung: 

W~  ^1^1  +  ^2"&2  +  •  •  4~ 

also  z.  B.: 


so  schreibt  sich  das  Grleichungensystem  (10)  bis  (14)  so: 

=  0;..^+l  =  0 

-  0        (h  =  1  . .  m) 


(10) 

(17) 

dW 
2z 

(18) 

3W 

(19) 

8W 

0  wj. 

und  der  erste  Teil  obiger  Bedingung  kornint  darauf  hinans,  dafs  die 
Gleichungen  (10)  (17)  fur  sich  genommen  nach  den  Variabeln 


auflosbar  seien,  dafs  also  die  nach  diesen  Grofsen  genommene  Funktional- 
determinante  ihrer  linken  Seiten  nicht  vermoge  (10)  (17)  verschwinde. 
Die  genannte  Funktionaldeterminante  hat  nun  die  Form: 
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(20) 


8  « 


o    ..     o 


sie  ist  demnach  eine  ganzrationale  homogene  Funktion  ^(^../l^+i)  voin 
Grade  m  —  q  in  den  Yariabeln  K^  . .  A2+i;  die  Koeffizienten  von  t& 
sind  gewisse  Funktionen  der  Veranderlichen  #'#/ . .  x^x^ . ,  xm. 

Die  Gleichungen  (10)  bis  (14)  sind  also  dann  und  nur  dann  hin- 
sichtlich  der  2m  +  q  +  3  Variabeln  (15)  auflosbar,  wenn  der  Aus- 
druck  0(^  . .  Zg+i)  vermoge  des  genannten  Gleichungensystems  nicht 
null  ist.  Da  nun  0  die  Yariabeln  pi}  ql,  o  gar  nicht  enthalt,  so  ist 
die  eben  genannte  Bedingung  dainit  aquivalent,  dafs  <P  vermoge  der 
Gleichungen  (10)  (11)  nicht  verschwinde. 

Dam  ist  nun  nicht  nur  notwendig,  sondern  aucJi  hinreichend ,  dafs 
vermoge  der  G-leichungen  (10)  nidit  alle  Koeffizienten  von  den  in  0 
auftretenden  Poten#en  und  PotengproduJcten  der  1-,  mill  sind. 

Um  dies  zu  zeigen?  haben  wir  offenbar  nur  nachzuweisen,  dafs 
die  ganzrationale  Funktion  3>;  falls  sie  infolge  der  Gleichungen  (10) 
(11)  verschwindet,  schon  auf  Grund  der  Gleichungen  (10)  allein  iden- 
tisch  null  ist,  d.  h.  lauter  vermoge  (10)  verschwindende  Koeffizienten 
besitzt. 

Bs  sei  0%i,  #'MI    ein  Wertsystem?  das  die  Gleichungen  (10)  er- 

fullt;  und  ftir  welches  die  Ableitungen  -^  bezw.   in  die   nicht  samt- 

lich^verschwindenden  Konstanten  ah  ferner  die  Fanktion  $(AX . .  /lfi+i) 
in  0(At  ..  Ae+i)  ubergehen  moge;  ^  ist  also  eine  ganzrationale  homo- 
gene  Funktion  der  A;  vom  Grade  m  —  q  und  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten. Der  Yoraussetzung  nach  verschwindet  $  fur  jedes  Wert- 
system  ^  . .  A2+i,  das  die  Relation  . 

(21) 

erfiillt.    Ist  dann  AJ . . 

(22) 

nicht  befriedigt;  so  kann  man  eine  nicht  verschwindende  Konstante  ft 


ein  Wertsystem;  das  die  Relation 
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derarfc  bestimmen,  dafs  die  q  +  1  Grofsen  A*  =  ( 
geniigen;  dann  1st  aber  der  Voraussetzung  nach 


der  Gleichung  (21) 


d.  L  es  ist  ^(V  .  .)  ==  0,  rait  andern  Worten:  die  Funktion  ®  ver- 
schwindet  auch  fUr  jedes  Wertsystem  AJ  .  .  A°+17  das  die  Gleichung  (22) 
nicht  befriedigt,  ist  also  iiberhaupt  identisch  null,  was  zu  zeigen  war. 

Aus  der  Thatsache,  dafs  die  Determinante  0  hinsichtlich  der  beiden 
Variabelngruppen  #x±  .  .  xm  und  /  .  .  x^  vollkommen  syminetrisch  ist, 
oder  auch  durch  direkte  tlberlegung  folgt  nunmehr  sofort;  dafs  das 
GrleichuDgensystein  (10)  bis  (14)  auch  nach  den  Grofsen  (16)  aufgelost 
werden  kann?  falls  fur  0  obige  Bedingung  erfullt  ist.  Den  Ausdruck 
fur  (3  erhalt  man  aus  (12);  wenn  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
die  Grofsen  A/,  #;  %  durch  ihre  aus  (10)  (11)  (14)  folgenden  Ausdriicke 
in  £  '  xlgi  ersetzt  werden?  und  es  ist  klar?  dafs  die  so  erhaltene  Punktion 
(3  nicht  identisch  verschwinden  kann. 

Andernfalls  hatte  man  namlich  wegen  (7)  eine  Identitat  der  Form: 

ds  —  pidxi  ----  Pmdxm  =  q^dx^  -\  ----  1-  g^do^ 

worin  die  j/a;/  die  durch  das  System  (10)  —  (14)  definirten  Funktionen 
der  Variabeln  ^%..J9OT  bedeuten;  eine  solche  Identitat  aber  ist  un- 
inoglich,  da  nach  Art.  119  ein  bedingungsloser  Pfaff'scher  Ausdruck 
in  2m  -j-  1  Variabeln  nicht  auf  eine  Form  mit  weniger  als  m  -f-  1 
Differentialelementen  gebracht  werden  kann. 

Die  Bedingung,  die  wir  oben  der  Funktion  9  (fa  .  .  A2+i)  auf- 
erlegten,  hat  u.  a.  zur  Folge,  dafs  in  keiner  der  beiden  Funktional- 
matrices 


(23) 


8  a?/ 


alle  j  -f"  1-reihigen  Determinanten  vermoge  (10)  verschwinden  konnen; 
andernfalls  ware  namlich  die  Determinante  (20)  offenbar  vermoge  (10) 
identisch  null.  Ferner  konnen  in  keiner  der  beiden  Matrices  (23)  alle 
Elemente  derselben  Spalte  vermoge  (10)  null  sein;  dies  folgt  unmittel- 
bar  aus  dem  System  (11)— (14),  wenn  man  bedenkt;  dafs  keine  der 
Relationen  6  =  0,  &  =  0,  #/  =  0  eine  Folge  dieses  Systems  sein  kann. 
Man  schliefst  hieraus  leicht,  dafs  die  Relationen  (10)  einerseits  nach  g 
und  nach  q  von  den  Variabeln  xh  andererseits  auch  nach  /  und  nach 
2  von  den  Variabeln  #/  auflosbar  sein  miissen,  Ferner  erkennt  man, 
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clafs  diese  Gleichungen  aucii  nacli  x%  und  nach  q  von  den  Variabeln 
s  ,  %  .  .  xm  ,  und  ebenso  nach  x{  und  nach  q  von  den  Variabeln 
/7  x±  .  .  x'm  auflosbar  sind;  wo  &  einen  beliebig  gew'ahlten  Index  der 
Reihe  1  .  .  m  bedeutet. 

Dies  sind  indes  nur  notwendige;  nicht  aber  hinreichende  Bedingungen 
dafiir,  dafs  <&  verrnoge  (10)  nicht  identisch  null  sei;  sie  konnen  z.  B. 
alle  erfiillt  sein,  wenn  die  ii/  ganze,  lineare  Funktionen  der  2m  +  2 
Variabeln  0,  x1  .  .  xm,  0,  x±  .  .  x^  bedeuten,  wahrend  in  diesem  Fall  die 
Funktion  <P  fur  q<m  stets  verschwindet. 

195.  Indem  wir  alle  bisherigen  Resultate  zusammenfassen,  und 
die  Bezeichnungsweise  modifiziren,  erhalten  wir  das  folgende  funda- 
inentale  Theorem: 

ie  allgemeinste  Transformation 


(4)  x'  =  Xt(0,  x1  .  .  xm,  i\  .  ,pn^        (i  =  1  .  .  m) 

p!  =  P,(2,  x±  .  .  xm>  p1  .  .  pm]        (i  =  1  .  .  m), 

vermoge  deren  far  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Variabeln  0,0^.,  p 
und  ihrer  Differentiate  eine  Identitat  der  Form 


(24)  dtf—pidxf  ---- 

stattfindet;  wird  folgenderaafsen  erhalten: 

Man  wahle  eine  Zalil  q  der  Eeihe  0;  1  .  .  m  und  g  +  1  lelieUge 
Gleiclmngen  der  Form 

(10)        Qt(0,  xl  .  .  xm,  /,  x{  .  .  Xm)  =  0      (i  =  1;  2;  .  .  q  +  1), 
fuge  diejenigen  %m  —  q  Eelationen  Mnzu,  welclie  aus  den  G-leichungen 


- 

(25)       -^  =  - 


heroorgehen,  indem  man  daraus  die  VerMltnisse  der  KI  eliminirt,  und 
lose  das  so  gewonnene  %m-{- l-gliedrige  Gleiehungensystem  nach  den 
VariaMn  s,  x±  . .  p^  in  der  Form  (4)  auf.  Damit  diese  Auflosung 
moglich  sei,  liaben  die  &?,  nur  der  einen  Sedingung  m  genugen>  dafs 
nicht  samtliehe  Koeffizienten  einer  gewissen  gang-rationalen  Jiomogenen 
FunMon  0(^  . .  i2+i)  vom<  Grade  m  —  q  in  den  VariaMn  li  vermoge 
der  Gleichungen  £lf  ==  0  null  sind,  und  das  Formelnsystem  (4)  ist  dann 
auch  nach  2,  x± . .  pm  auflosbar,  stellt  dso  wirBich  eine  Transformation 
dieser  2m  +  1  VariaMn  dar. 
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Sind  die  Funktionen  Z,  X/}  PI  bestimmt,  so  ergiebt  sich  die  in 
der  Identitat  (24)  auftretende  Funktion  Q  ans  der  Gleichung 


Eine  Transformation  der  Form  (4),  vermoge  deren  eine  Identitat  (24) 
besteht,  lieifst  eine  ^Beriihriingstransformation"  der  2  in  -f-  1  Variabeln 


oder  anch  ;;eine  Berfihrungstransformation  des  Raums 
Ans  Art.  118  folgt  ohne  weiteres: 

,,Be$tdit  vermoge  der  Formeln  (4)  eine  Identitat  der  Form  (24),  in 
der  die  Function  $  nicht  identiscli  versehwindet,  so  sind  die  FimJdionen 
Z,  Xt,  PI  von  einander  unctbliangig  ,  also  definiren  die  GrleicJmngen  (4) 
eine  Beruhnmgstransformation  der  2m  +  1  Variabeln  0  .  .jpm^ 

196.  Aus  der  Definition  der  Berahrungstransfornaationen  folgt  sofort: 

1st  die  Variabelntransformation  (4)  eine  SeruJirungstransfonnation, 
so  ist  wcti  die  dam  inverse  Transformation  (5)  eine  BeriiJirungstrans- 
formation, 

Es  mogen  ferner  die  Grleichungen 

(26)  /'  -  Z'(J,  <  .  .K);  xlf  =  XKj  .  .^m);  pi'  =  P/(/  .  .  ^ 

eine  beliebige  Beruhrungstransformation  der  2m  +  1  Variabeln  /..jpwl 
definiren. 

Durch  Elimination  dieser  Grofsen  ans  (4)  nnd  (26)  erhalte  man 
die  Formeln 

(27)  /'=  g(«r;  XL  .  .  jpOT);  0/'=*  t(^  .  .  j)m);  X/==  **(*,  -  -  jpw*). 

Vermoge  der  Formeln  (26)  besteht  nun  der  Voraussetzung  nach. 
eine  Identitat  der  Form 

(28)  dtT—ti'dxi"  ----  JV^=p'(^"JP«)(^—  Pi^i  ----  Pmdxm}. 

Indem  man  die  Variabeln  /#/#/  durch.  ihre  Ausdriicke  (4)  ersetzt, 
yerwandle  sich  das  Produkfc  QQ  in  die  Funktion  tf(^..jpw);  ans  der 
Vergleichung  der  Identitaten  (24)  (28)  folgt  jetzt  sofort,  dafs  vermoge 
der  Formeln  (27)  die  Identitat: 


besteiit,  dafs  also  die  Formeln  (27)  ebenfalls  eine  Beruhrnngstrans- 
formation  definiren,  Dieser  Thatsadbe  geben  wir  dadurcb  Ausdrock 
dafs  wir  sagen: 
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i  Serulinmgstransformationen  des  JR^+i^  ..  #W4)  liefern,  hinter- 
einander  aitsgeiilt,  wieder  eine  Beriflmmgstrans  formation  des  B,n+i" 

197.  Deuten  wir  die  2m  +  1  Variabeln  zxl  .  .pm  wie  in  Art.  176 
als  Elementkoordinaten  des  J2m-fi,  so  konnen  wir  das  Wertsystem 
®xi  -Pm,  welches  die  Beriihrungstransformation  (4)  dem  Flachenelement 


zuordnet,  entweder  gleichfalls  als  Koordinaten  ernes  Flachenelements 
des  Rm+i)  oder  aber  als  Blementkoordinaten  in  einem  andern  Raum 
Em  +i(/i»1'  .  .  Xy£)  denten.  Indem  wir  der  letzteren  Auffassungsweise 
den  Vorzug  geben;  erkennen  wir  aus  der  Identitat  (24)  unmittelbar, 
dafs  jede  Beruhrungstransformation  (4)  irgend  zwei  benachbarte;  ver- 
einigt  liegende  Plachenelemente  des  JJ^+i  wiederum  in  zwei  benach- 
barte;  vereinigt  liegende  Flachenelemente  des  Bm+i  iiberfuhrt;  nnd  dafs 
auch  umgekekrt  diese  Eigenschaft  fur  die  Beruhrungstransformationen 
charakteristisch  ist. 

Ferner  ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dafs  jedes  s-gliedrige  Grlei- 
chungensystem 

9f(0,  xl  .  .  xmp±  .  .  pm)  =  0        (i  =  1,  2,  .  .  s) 
welches  die  Pfaff'sche  Grleichung 

d8—pldxl  —  y  —  pmdxm  =  0 
befriedigt;  yerinoge  (4)  in  ein  5-gliedriges  Gleichungensystem 

$/(/,  $1  .  .  XM,  pi  .  .  pm]  =  0        (i=l..s) 
iibergefiilirt  wird;  welches  die  PfafFsche  Grleichung 

<M  —  Pi'd®i  ----  Pmdxm  =  0 

erfullt;  m.  a.  W,:  dafs  jede  Element-  Jfv  des  J?wt+i  vermoge  (4)  in  eine 
Element-  JJfr  des  Rm+i,  insbesondere  also  jede  Element-  Mm  des  Rm±i 
in  eine  Element-  JkTTO  des  JS^+i  tibergefuhrt  wird. 

Anm.  Man  zeigt  auch  umgekehrt  leicht1),  dafs  eine  Transformation 
(4),  die  jede  Element-  Mm  wieder  in  eine  solche  verwandelt,  eine  Beruhrungs- 
transformation ist,  dafs  also  die  eben  genannte  Eigenschaft  fur  die  Be- 
ruhrungstransformation en  charakteristisch  ist. 

Insbesondere  folgt  aus  der  Betrachtung  der  Gleichungen  (10)  (25) 
leicht  die  folgende  Thatsache: 

Vermoge  der  Beruhrungstransformation  (4);  die  durch  Elimination 
der  ^  aus  (10)  (25)  erhalten  wird,  verwandelt  sich  die  Element-  Mm, 
deren  Flacheneleinente  alle  denselben  Punkt  0^  .  .  xm  enthalten,  in  eine 


l)  Lie  II  p.   58. 
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Elernent-$fw  des  Raums  2Cfi,  die  sick  an  eine  gewisse  m  —  g-facb 
ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit  ^_ff  anschliefst;  diese  p^-s  wird 
definirt  durch  die  Grleichungen  (10),  wenn  darin  0^  .  .  xm  als  Konstante 
betrachtet  werden.  Ebenso  gelit  rermoge  (4)  jede  Element-Jf^  des 
jRm+i,  deren  Flachenelemente  alle  denselben  Raumpunkt  /#'  .  .  x^  ent- 
halten,  in  eine  Element-  Mm  des  Em+1  iiber,  deren  zugehorige  Punkt- 
mannigfaltigkeit m  —  #-fach  ausgedehnt  ist  und  durcb  (10)  dargestellt 
wird?  wenn  /  .  .  #£  als  Konstante  gelten.  Wir  wollen  diesen  Sach- 
verhalt  kurz  so  ausdriicken: 

Die  Ber&hrnngstransfonnation  (4)  verwandelt  den  Pnnkt  sx^  .  .  xm 
in  die  durch.  (10)  definirte  Punbt-^n-j  des  R^+i?  "^nd  umgekehrt  den 
Raumpunkt  /#/  .  .  ^  des  JR^+i  in  die  durch  (10)  dargestellte  ^w_y 
des  Raums  JBm+i. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich.  fiir  die  Bedingung,  die  wir  in 
Art.  194  der  Tunktion  (P^  .  .  ^s-f  i)  auferlegten,  eine  einfache  begrifiliche 
Deutung.1)  Offenbar  liefern  n&mlicli  die  Relationen  (10)  (25)  nur  dann, 
aber  aucb.  stets  dann  eine  Transformation  (4),  wenn  sicli  aus  ihnen  die 
Variabeln  #'  %'••$»/,  ^  .  .  ^+1  nicbt  eliminiren  lassen,  d,  h.  wenn  aus 
ihnen  keine  Relation  der  Form 

(29)  Wfa  ^  .  .  Xn^  .  .  fm)  =  0 


folgt.  Damit  also  die  Gleichungen  (10)  wirklick  zu  einer  Berubrungs- 
transformatlon  (4)  Anlafs  geben,  ist  notwendig  und  hinreicbend,  dafs  die 
m  ~{-  1-fack  unendlicb  vielen  Element-M"OT  des  JBm-f-i,  die  sicb  bez.  an  die 
m  -|"  1-fach  unendlicb  vielen,  durcb  (10)  dargestellten  Punktmannigfaltig- 
keitea  ft^—  2  des  JBm-f  i  anscbliefsen,  nicht  alle  einer  und  derselben  Relation 
(29)  genftgen,  m,  a.  W,  dafs  die  genannten  (x>mJ^1  Elementvereine  gusam- 
mengenommen  samtliche  oo2m+x  Flachenelemente  des  Eaums  Rm+i  umfassen. 
Ist  diese  Bedingung  erfullt,  so  geniigen  aucb  alle  diejenigen  Element- 
Mm  des  J?m4-i7  die  sicb  bez.  an  die  durch  (10)  definirten  Punkt-^^^  des 
anscbiiersen,  nicht  einer  und  derselben  Gleichung 


d,  L  die  Variabeln   #,  arx  .  .  a:OT,  j?t  .  .jp«j,  ^  .  .  ^_j_i   lassen  sicb  aus   (10) 
(25)  nicht  eliminiren. 

198.  Die  Beriibrungstransformationen  des  Rm+i  zerfallen  nacb  dem 
Vorigen  in  m  +  1  verscbiedene  Eategorien,  je  nacbdem  die  Zabl  q  +  1 
gleicb  1^  2;  .  .  m,  m+1  gewablt  wird.  Eine  Transformation  der 
ersten  Kategorie  verwandelt  darnach  jeden  Punkt  ^^..xm  des 
in  eine  irn  B^+i  gelegene  Flacbe 

(30)  &(0,  Xi  .  .  xm,  z',  x^  .  .  xm]  =  0; 


1)  Lie  E  p.  166  f. 
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praziser  ausgedriickt:  jedes  Flaehenelement  des  JR^^-i,  zu  dem  der 
Punkt  $  .  .  xm  gehort;  in  em  Flaclieneleuient  /..j^;  das  sick  an  die 
Flacke  (30)  anschliefst,  und  umgekehrt;  jeden  Punkt  /  .  .  x^  des  JR^-fi 
in  eine  Flache  (30)  des  Raums  Bm+i.  Die  Transformationen  (4)  der 
m  +  lten  Kategorie  entstehen  aus  einem  m  +  1-gliedrigen  Gleichungen- 
systeme 

(31)  &*(#%  .  .  Xmsfxi'  .  .  xJn)  =  0       (i  =  1  .  .  w  +  T). 

Die  Determinante  (20)  ist  jetzt  identisch  mit  dem  Produkt  der  beiden 
Funktionaldeterininanten 


A        /^^..Mfc+A 
/  '     V  /  X  '  .  .  XM        )' 

Also  lassen  sich  die  Grleichungen  (31)  sowoh.1  nacli  sx± . .  xm  als 
auch  nacli  / .  .  x^  auf losen  und  definiren  also  fur  sich.  genommen  eine 
Punkttransformation 


(32)  /  =  Z(8%i  .  .  Xm)]  xl  =  X(  (z,  x1  .  .  a?m)        (i  =  1  .  .  m). 
Die  iibrigen  Gleichungen 

(33)  pi  =  Pifa  %±  . 


nnserer  Beriihrungstransformation  ergeben  sich.  jetzt,  indem  man  aus 
den  m  Relationen 


die  m  Verhaltnisse  der  fa  berechnet  und  die  erhaltenen  Werte  in  die 
Formeln 


»-!..  m) 


*i  jj-  +  •  •  +  W 
substituirt,  oder  aueh,  indem  man  aus  den  linearen  Gleichungen  : 

8£      P  sxi  P  a**_ 

~"  -    "  m  ~     ~  p 


die  Funktionen  Q}  Pl  .  .  Pm  berechnet. 

Eine  Beriitrungstransformation   der  Form   (32)  (33)   heifst   eine 
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jjimeigentliche"  Berfihrungstransformation,  oder  eine  ^enveiterte  P-unkt- 
transformation".  Wir  sagen  dementsprechend:  Die  Berfihrangstrans- 
formation  (32)  (33)  entsteht  aus  cler  Punkttransformation  (32)  durch 
,7Erweitenmg". 

Im  Gregensatz  hierzu  bezeichnet  man  die  Berfihrungstransformationen 
aller  iibrigen  m  Kategorien  als  ^eigentliche  Bertihrungstransformationen". 

199.  Im  Raume  R%(x,y\  d,  h.  in  der  Ebene  jnit  den  cartesischen 
Koordinaten  x,  y  giebt  es  demnach  zwei  verschiedene  Arten  von  Trans- 
formationen 


vermoge  deren  eine  Identitat  der  Form 


stattfindefc.    Jede  Transformation   der  ersten  Kategorie  entsteht,  indent 
man  ein  Grleiclmngensystem  der  Form 


?2/i  dy 

nach  x^y^y^  anflost;  yerwandelt  also  jeden  Punkt  xy  der  Ebene  E2 
in  eine  gewisse  Kurve  ^i  =  0  der  Ebene  mit  den  cartesischen  Koordi- 
naten xi:  yi.  Jede  Transformation  der  zweiten  Kategorie  ist  eine 
erweiterte  Punbttransformation  der  Ebene  R: 


dY 


Im  Eaume  E§(xyi)    existiren  drei  Kategorien  yon  Beriihrungstrans- 
formationen 


T(x  .  .);  /=  P(x  .  .);  2'=  Q(x.) 

d.  t.  yon  Transformationen;  yermoge  deren  eine  Identitat  der  Form 

(d*  —  pdx  — 


besteht.    Die  Transformationen  der  zwei  ersten  Kategorien  sind  bez. 
dureh  Grleichungensysteme  der  folgenden  Form  definirt 


(1) 


—  jparsJfL.     _0  =  Jll, 


~3*  W  W 


[200] 


2) 
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\(xya,  x'y'st}  =  0        &t(xyss,  xy/)  =  0 


L  4-7 

dz  +     dz 


f  f 


W 


Die  Transformationen  der  2ten  Kategorie  verwandeln  also  jeden 
Punkt  xys  in  eine  gewisse,  durch  Q:  =  0,  iis  =  0  defluirte  Raum- 
kurve  des  H%(xry  $\  und  umgekehrt  jeden  Punkt  $'y'#  in  eine  gewisse 
Raumkurve  des  J?3. 

200.  Aus  dem  Bisherigen  folgt,  dafs  vermoge  einer  Beruhrungs- 
transformation  des  l?w+i  zwar  jede  Element- Jf^  wiederum  in  eine 
Element- Jfcfm,  aber  nicht  notwendig  jede  Element- Jf^  (vgl  Art.  177) 
wiederum  in  eine  Element- JP  ubergehen  mufs.  Man  kann  vielmehr 
sogar  jede  beliebige  Element- Jf^  (r  <  m)  des  Raunis  Em  ,  ±  durch  eine 
geeignete  Beriihrungstransformation  in  eine  Element- Jf^*  des  Raurns 
Rm+i  verwandeln,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  C[  =  m  —  r,  und  verstehen  unter 
^  . .  ccm  irgend  eine  Permutation  der  Indices  1,  2,  . .  w.  Nach  Art.  175 
konnen  dann  die  Definitionsgleichungen  einer  Mrm  immer  in  der  Form 

TT7"/  \ 

£   -          '}"        W         •>-•• -    •    •   /y1       *Y)  •          \fy  ('JO         *    •  ¥l       T  »«'7fl         I 

sw  dw 


(34) 


8W 


vorausgesetzt  werden.  Wir  betrachten  nun  diejenige  Berfihrungstrans- 
formation  (4)  der  m  —  q  +  lteu  Kategorie,  welche  aus  den  folgenden 
Relationen  in  0x1 , .  xm$  . .  x'm\ 

s  —  &  +  x^x^  +  *  *  x^x^  =  0 
Xa  —  x&  =  0         (s  =  2  -f  L  q  +  23 . .  m) 

^S  **$  \  J-         I  /     JL          I  ^  / 

nach  den  Regeln  des  Art.  195  erhalten  wird.  Diese  Beruhrungstrans; 
formation  hat  sonach  die  Form: 
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verwandelt  also  die  Gleichungen  (34)  in  die  nachstehenden: 


die  in  der  That  ein  Element-  M%  des  Rauins  Rm+l(z  -  -  %,'>)  darstellen. 
Wir  fligen  nock  ohne  Beweis  folgende  Bernerkungen  liinzu: 
Jedes  Grleichungensystem  der  Form 

Q    T7J 

s  =  Ffa  .  .  a*n);  fr***^        (*'  =  !..  w) 

verwandelt   sieh   vermoge   der  Beriihrungstransformation   (4)   im   All- 
geineinen  wieder  in  ein  Grleichungensystem  der  analogen  Form 


d.  t.  also:  jede  Element-  M™  wird  durch  (4)  im  allgemeinen  wieder  in 
eine  Element-Jfm  verwandelt.  Dies  isi  nur  dann  nicht  der  Fall;  wenn 
die  Funktion  F  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung  a)  gexmgt, 
die  im  allg.  ron  der  zweiten  Ordnung  ist  und  nicht  von  jedem  be- 
lie"bigen  F  erfullt  werden  kann. 

Jede  Beriilirungstransformation  (4)  hat  deinnacli  die  Eigensctiaft; 
eine  beliebige  Flache  2  =  F  des  JJ^+i  wieder  in  eine  Flache  /  =  Fr 
des  Raums  RJi+i,  nnd  zwei  Flachen  des  Rm+i,  die  sich  in  einem 
Punkt  beruhren;  d.  L  ein  Flachenelement  gemeinsam  haben;  wieder  in 
zwei  sich  berdhrende  Flachen  des-JR^-f-i  nberzufuhren,  Diese  Eigen- 
schaft.,  die  iiberdies  ftir  die  betrachteten  Transformationen  cbarakteristisch 
ist;  rechtfertigt  die  Bezeichnung  ,,Berukmngstrans  formation". 

201.  Die  bisherigen  Entwickelungen  dieses  §  setzen  uns  in  den 
Stand;  far  die  in  reduzirter  Form  vorliegende  Pfaff'sche  Gleichung 

V~d0  —pidxi  ----  Pmdxm  =  0 
die  allgemeinste  reduzirte  Form  mit  m  +  1  Differentialelementen: 

=  0 

durci.  blofse  Differentiationen  und  Eliminationen  zu  ermitteln.  Der 
PfafFsohe  Ausdruck  V  ist  nun  ein  bedmgnngsloser  Ausdruck  in  2m-j-l 
Variabeln,  und  liegt  bereits  in  der  Normalform  vor;  es  erhebt  sich 
naturgemafs  die  Frage:  welches  ist  die  allgemeinste  Nbrmalform  von 
V?  m.  a.  W.  wie  erhalt  man  das  allgemeinste  System  von  Funktionen: 


i)  Lie  II  p,  161. 
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(35)  Z(0,  xi  .  .  xmp±  .  .  pm}  ,  X,(0j  xl  ..pm),  Pf(s,  x1  .  .  pm)     (i  =  1  .  .  m) 
von  der  Bescliaffenlieit,  dafs  vermoge  der  Grleichungen 

(36)  sf  =  Z;  <  =  Xl  .  .  xm  =  Xm;  j)/  =  P1  .  .pm  =  Pm 

fur  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Variabeln  8X,pi  und  ihrer  Differen- 
tiale  die  Identitat 

d#  —  Pl&xl  —  ---  Pmdxm  EE  Alt  —p^dXi    --  --  Pmd$m 

stattfindet?  Die  Funktionen  (35)  miissen  naturlicL.  unabhangig  sein, 
d.  t.  die  Grleichungen  (36)  miissen  eine  Bertihrnngstransformation  des 
Rm+1  definiren.  TJnser  Problem  kommt  sonacli  auf  die  Beantwortung 
folgender  Frage  hinaus: 

Welches  ist  die  allgemeinste  BeruJinmgstransformation  (36)  von  der 
Eigenschaft,  dafs  die  in  der  Identitat  (24)  auftretende  Fmktwn  Q  mil 
1  identisch  wird? 

Anstatt  diese  letztere  Bedingung  in  die  Eechnung  des  Art.  194 
einzuf  uhren  ;  konnen  wir  auch.  folgendermafsen  vorgehen.  Es  sei  (36) 
eine  Beruhrungstransformation  der  yerlangten  Art,  und 

(37)  Wi(#,  ^..Xm,  pl  ..pn,  0',  %'..  xm)  j)/..i?m)  =  0  (i=l,2,..2m+l) 

ein  mit  (36)  aquivalentes  Grleicliungensystem,  das  also  sowohl  nacli 
den  Variabeln  gXtpi  als  aucL.  nacL.  den  Variabeln  /#/#/  auflosbar  ist. 
Dann  bilden  diese  Gleichungen  ein  2m  -f-  1-gliedriges  Integralaquivalent 
der  Pfalff'sclten  Grleichung: 

(38)  0  =  d£  +  Pidvt  H  ----  h  pmdxm  —p^dx^  ----  Pmdx'm  =  0 


worm  g;  ph  Xi,  p{y  xl  die  4m  +  1  unabhangigen  Variabeln  bedeuten, 
und  5  statt  /  —  $  geschrieben  wurde.  Ersetzen  wir  daiier  in  (37)  die 
Variabele  &  durch  g  +  0,  so  raufs  nach  Art.  188  die  Grrofse  0  aus 
diesen  Gleicliungen  von  selbst  herausf  alien,  d.  h.  die  Relationen  (37) 
konnen  auf  die  Form 

*f(g,  x1  .  .  xmy  p1  .  .pm,  x±  .  .  x'mp±  .  .  jp^)  ==0    (i  =  1  .  ,  2m  +  1) 
gebracbt  werden,  und  mtissen  nacb.  den  Variabeln 

%,xl..xm,pi..pm 
und  ebenso  nach  den  Variabeln 


auflosbar  sein.  Das  allgemeinste  2m  -f-  1-gliedrige  Integralaquivalent 
der  Pfaff'schen  Grleichung  (38)  wird  nun  durch  Elimination  der  fa  aus 
einem  Gleichungensystem  der  Form 
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&(£,  xi  .  .  xm>  x,'  .  .  *;)  =  0        (t  =  1,  2,  .  .  q  +  1) 


__  ''  f  =  1 


" 


erhalten.  Die  notwendigen  imd  hinreichenden  Bedingungen  daftlr,  dafs 
die  so  entstehenden  2m  +  1  Gleichungen  in  der  verlangten  Weise  auf- 
losbar  seien;  folgen  uniaittelbar  aus  Art.  194,  wenn  man  bedenkt,  dafs 
gegenwartig  s  und  /  nur  in  der  Verbindmig  g  =  ^  —  0  in  den  ii/ 
vorfcommen?  und  wir  erlaalten  folgendes  Theorerci: 

G-enugt  erne  SeruJirungstransformation  der  Varidbeln  z,  xfpt: 

sf  =  Z,  tf  =  Xh  fl  =  Pi        (*  =  !..  m) 
cfer  Identitiit 


so  hat  sie  die  Form 

(39)    /  =  0+  Ufa  .  .  xm)  PI  .  .  p^ 

xl  =  Xifa  .  .  xmpi  .  .  j)w,);  p/  =  Ptfa  .  .  xm,  Pi  .  .  pnl)  (1=1..  ni), 

und  umgekelirt. 

Die  allgemeinste  SeruJirungstransformation  der  Form  (39)  wird  er- 
Jiatten,  wenn  man  m  irgend  q  +  1  (^  m  +  1)  Helationen  der  Form 


diejenigen  2m  —  g  G-leichungen  Innzwfugt,  die  aus  den  Belationen 


Elimination  der  I  entstehen,  das  so  gewonnene  2m  -f-  l-gliedrige 
Gleichungensystem  nacJi  g,  ^  .  .  a^jp/  -  -  j?m  cwflost,  und  g  rfwrc7t  /  —  0 


Die  genannte  Auflosung  ist  dann  und  nur  dann  moglich,  wenn  in 
der  m  -f  g  +  2-reihigen  Determinate; 


[202] 
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o    ••     o 
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as* 


0      ••       0 


"8T    "    ~W 


welche  eine  rationale,  ganse,  liomogene  FunJction  der  Grofsen  A/ 
Grade  m  —  q_  ist,  nicJit  alle  Koeffizienten  der  Poten#en  ^l>nd  Potenz- 
produlde  der  I  vermoge  des  Eelationensystems  &t  =  0  null  sind.  Die 
Gleichungen  (39)  sind  dann  auch  nach  £,x1..  xmpl  .  .  pm  auflosbar. 

Wie  in  Art.  196  zeigt  man,  dafs  die  zu  (39)  inverse  Transfor- 
mation ebenfalls  der  Her  betrackteten,  besondern  Kategorie  von  Be- 
riittrungstransformationen  angeliort;  und  dafs  zwei  verschiedene  Be- 
ruhrungstransformationen  vom  Typus  (39)  ?  hinter  einander  ausgetibt; 
stets  wieder  eine  Beriilirangstransformation  vom  Typus  (39)  liefern. 

Zu  den  Transformationen  vom  Typus  (39)  gehort  u.  a.  die  in 
Art.  200  benutzte.  Es  gibt;  entsprechend  den  m  -f-  I  Werten  der  Zall 
q,  m  -f-  1  versctiedene  Kategorien  von  Beruhrungstransformationen  (39). 

Die  Transformationen  vom  Typus  (39)  besitzen  die  Eigensehaft, 
dafs  die  Funktionen  Xi,  PI  von  #  unabhangig  sind,  m.  a.  W.  dafs  sie 
die  Variabeln  xl  .  ,  o^jpi  •  -  Pm  fur  sich  transformiren.  In  Art  290  wer- 
den  wir  zeigen,  dafs  die  allgemeinste  Beriilirungstransformation  dieser 
Art  die  Form 

/  =  A0  +  U(xi  •  -^);  ®i  =  X-O&L  •  -  Pm);  Pi  =  Pifa  .  •  pm) 

besitzt,  worin  A  eine  nicht  verschwindende  Konstante  bedeutet.  Die 
allgemeinste  derartige  Transformation  wird  wie  vorhin  erhalten,  wenn 
man  unter  g  die  Grofse  /  —  Ass  versteht. 

Durch.  die  Entwickelungen  dieser  Nr.  ist  gleichzeitig  die  Aufgabe 
gelost,  das  allgemeinste  System  von  Funktionen  J7?  X/;  P.-  der  2m 
Yariabeln  x1  .  .  xmp1  .*pm  zu  bestimmen,  welches  einer  Identit'at  der  Form 


genflgt. 

202.  Wir  wollen  jetzt  diejenigen  Beriihrungstransformationen  vom 
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Typus  (39),  fftr  die  die  Funktion  U  identisch  null  ist,  ins  Auge  fassen. 
In  dem  Grleichungensystem  &,  =  0  ist  jetzt  die  Relation  £  =  0  ent- 
halten,  <L  L  eine  der  Funktionen  &;,  etwa  &2+i  ist  mit  £  identisch, 
und  die  andern  sind  von  g  unabhangig.  Indem  wir  diese  Annahmen 
in  die  Formeln  der  vorigen  Nr.  einfiihren,  erhalten  wir  folgenden  Satz: 
Die  allgemeinste  Transformation  der  2m  Variabeln  xh  p,: 

(40)    x/  =  Xi(x1x,..xmp1..p^P/  =  I)>(^-P^    (i  =  l..w), 
vermoge  deren  eine  Identitdt 

(41)  jp^^  H  ----  \-2mdXm  =  P^XH  ----  (- 

,  «n£  erhdten,  Mem  man  irgend  eine  ZdKl 
"beliebige  Relationen  der  Form 

&,(#!  .  .  %0  ^/  ,  .  ^)  =  0        (i  =  1  .  .  q) 

cmswaKlt,  sodann  diejenigen  2m  —  q  Relationen  hmsufugt,  die  durch 
Elimination  der  I,  aus  den  Gleichtngen 


der  Beihe  1  .  . 


(42) 


337 


liervorgehen,  wnd  die  so  gewonnenen  2m  Gleichungen  nach  x±  . .  Xm. 
Pi  -<pm  aiiflost  Damit  diese  Aiiflosung  moglicli  sei,  ist  notivendig  und 
Mnreichend,  dafs  in  der  ganzmtionalen  Imnogenen  Fiwiktim  m  —  #teu 
Grades  mit  den  VariaMn  A,;  die.  durch  die  Detenninante 


0 


0 


dargestellt  wird,  nicht  die  Koeffi#ienten  vermoge  des  Systems  &t-  =====  0 
verschwinden,  und  die  Gleichungen  (40)  sind  dann  von  selbst  auch  nach 
xt . .  pm  awflosbar. 

Erfullen  die  Gleichungen  QI  =====  0  die  im  Satze  genannte  Bedingung; 
so  konnen  sie  nach  q  von  den  Variabeln  a?/  und  ebenso  nach  %  von 
den  Variabeln  $  aufgelost  werden* 
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Unser  Satz  hatte  sich  auch  ohne  Bezugnahme  auf  die  Resultate 
des  Art.  201  durch  Aufsuchung  aller  2m-gliedrigen  Integralaquivalente 
der  Pfaff'  schen  Grleichung 

pldx1  -|  ----  \~pmdxm  —  Pidxi    -----  PmdXm  =  0 

beweisen  lassen. 

Eine  Transformation  (40),  die  der  Identitat  (41)  genfigt,  heifst 
eine  Jiomogene  BeriiJirunc/stransformation"  der  Variabeln  x±  .  .  xmpl  -  •  pm 
oder  des  Raums  Hm(x^  .  .  x^.  Dentet  man  die  xfpf  als  hornogene 
Element-Koordinaten  dieses  "Raums  (Art.  182)  und  die  Grofsen  x*[  ..x'm 
Pi  .-Pm  als  liomogene  Elementkoordinaten  eines  Rautns  E}'tl(x^  .  .  a?^), 
so  zeigt  die  Identitat 

Zpidxi  =  Sp[dxl 

nninittelbar;  dafs  jede  hornogene  Beruhrmigstransforination  des  Hm 
irgend  zwei  benachbarte  vereinigt  liegende  Flacheneleraente  des  7?m 
in  zwei  ebensolche  Elemente  des  1?^?  also  auch  jede  Element-Jf^  des 
Etn  in  eine  Element-  MQ  des  Rt'n  uberfiihrt. 

Es  giebt,  den  Annahmen  2  =  1?  27  .  .  m  entsprechend,  m  verschie- 
dene  Kategorien  von  homogenen  Beruhrungstransfonnationen  des  Hm. 
Die  zu  einer  homogenen  Beruhnmgstransformation  inverse  ist  wieder 
eine  homogene  Beriihrungstrausformation;  zwei  homogene  Beruhruugs- 
transformationen  liefern,  hintereinander  ausgefibt;  stets  wieder  eine  ho- 
mogene Berfthrungstransformation. 

Aus  den  Gleichungen  (42)  ergeben  sich  fur  die  fa  Ausdriicke,  die 
in  den  p£  ganz;  linear,  und  homogen  1.  Ordnung  sind.  Man  schliefst 
daraus  leicht,  dafs  die  Funktionen  Xi  nur  von  den  Verhaltnissen  der 
Variabeln  p±  .  .  pn  abhangen;  wahrend  die  Pt  in  px  ,  .  pm  homogen  erster 
Ordnung  werden.  Also  folgt: 

Erf  Wen  2m  FmkKonen  Xt,  Pi  der  Vcvriabeln  x1..xmj  Pi*-Pm 
die  Identitat 

----  h  pmdxm  = 


so  sind  sie  von  einander  unabMngig,  und  die  X,-  sind  in  den  p;  liomogen 
lltcTy  die  P/  Jiomogen  erster  Ordnung,  d.  Ji.  man  hat  identiscli 


203.  Es  sei 
(43)        ff  =  Z(z9  Xi  .  .  jp«);  xl  =  Xt(e  .  .  pm}  ;  p/  =  P{(0  .  .  pm} 

eine  Beriihrungstransformation  der  2m  -f-  1  Variabeln  #,  %fp;,  d.  h.  man 
habe  eine  Identitat 

v,  Weber,  Das  Pfaffsctie  Problem,  18 
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(44)    dZ  —        PfdX>  ~  9(0,  xl  .  .  xm,p±  .  .  pm)  (d*  — 


schreiben  wir  dann 


(45) 


so  besteht  vermoge  der  Formeln: 


o 

"m-4-l 


(46) 


a?   = 


ffm+1 


die  Identitat 

(47)  c[idx±  ~|~  •  •  -[-  qm+idXm. 

worin  die  #/g/  durch  ihre  Ausdriicke  (46)  zu  ersetzen  nnd  die  Differen- 
tiate dxf  auf  samtliche  2m  +  2  Variable 

(48)  a?  . .  #OT-Ljtf  . .  JTO+I 

zu  beziehen  sind.  In  der  That  verifizirt  man  leicht,  dafs  die  Grleichungen 

m+l 


vermoge  der  Formeln  (46)  und  mit  Rticksicht  auf  die  aus  (44)  folgen- 
den  Beziehnngen 


=  —  Mi 


identisch   stattfinden.     Die    Grleicltungen    (46)    definiren    sonach    eine 
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homogene  Beriihrungstransformation  der  2m  ~f-  2  Variabeln  (48),  welch' 
letztere  als  homogene  Elementkoordinaten  des  Rauins  JB^^i^+i,  x^.x^ 
zu   befcrachten    sind.     Auf  diese  Weise   lafst   sich  also   jede  beliebige 
Beriihrungstransformation  (43)  in  eine  homogene  umsetzen. 
Es  werde  nun  umgekehrt  durch  die  Formeln 

(49)  x[=  Yi(x±  ..  xm+i,  &  ..  #m+i);  £/  =  Qt  (x±  ..  qm+1}  (i=  1  .  .m  +  1) 

eine  homogene  Beriihrungstransformation  der  2m  -f-  2  Variabeln  (48) 
definirt;  dann  besteht  vermcige  (49)  die  Identitat  (47).  Wir  dividiren 
diese  Identitat  durch  jm+i  un(^  beachten,  dafs  nach  dem  Schlufssatz 
des  vorigen  Artikels  die  Funktionen 


die  fy  nur  in  den  Verbindungen  —  —  *  •  —  —  enthalten  konnen.     In- 


dem  wir  also  die  in  den  Gleichungen  (45)  rechts  stehenden  Grofsen 
durch  die  links  stehenden  ersetzen,  konnen  wir  schreiben 


Q- 

~-  =  —  Pf(0,  .  .  xm,  pl 


wodurch  sich  die  Identitat  (47)  in  (44)  verwandelt.  Solcherweise  lafst 
sich  also  auch  umgekehrt  jede  homogene  Beruhungstransforrnation  des 
JZm+i  in  eine  Beriihrungstransformation  der  Grestalt  (43)  umsetzen. 

§  2.     Aquivalente  ITormalformen. 

204.  Die  Entwickelungen  des  vorigen  §  enthalten  die  vollstandige 
Losung  der  folgenden  3  Aufgaben: 

1)  Piir  eine  in  reduzirter  Form  yorliegende  Pfaff'sche  Gleichung 
mit  2m  -f-  1  Veranderlichen 

d^  —  pldxl  ----  pmdxm  =  0 
vom  Range  2m  -f-  2  die  allgemeinste  reduzirte  Form 

dsf  —  y>idxi  ----  K^m  =  0 
abzuleiten; 

2)  fiir  einen  bedingungslosen  Ausdruclc  in  2m  -f-  1  Verandeilichen 


IS* 
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(  die  allgemeinste  Norinalform 

clsf  —  $id%i  ---  —  Pmdxm 
,  anzugeben; 

3)  fur  einen  bedingungslosen  Ausdruch  in  2m  Veranderlichen 


(  die  allgemeinste  Noraalform 

Pl'dXi    H  ----  \~PmdXn 

,  zu  errnitteln. 

Mit  Htilfe  des  Grassrnann'schen  Theorems  (Art.  118,  168)  und 
(  des  Fundaraentaltheorems  (Art.  167)  gelingt  es  nunmehr  leicht,  die 
,  analogen  Aufgaben  far  eine  beliebige  Pfaff'sche  Gleichnng: 


/  (1)  4  =        a,  (x^x2  .  .  xn}  dxi  —  0 

]  bezw.  fur  einen  beliebigen  Pfaff  'sclien  Ausdruck  A  zu  eiiedigen. 
205.  Es  sei  ^  =  2  A  der  Rang  der  Gleicfoing  (1)  nnd: 

d%  —  Tt^^  ----  ^-i^&i-i  =  0 

j  irgend  eiue  bestiminte  reduzirte  Form  dieser  Gleichung.  Dann  konnen 
-^  wir  nacli  Art.  168?  ohne  die  Allgemeinlaeit  zu  beschranken;  annehmen, 
(  dafs  die  Funktionen 

(  (2)  g,|13..^-i,  %  .  .jr^i 

}  hinsichtlicli  #1?  x%  .  .  a?22—  i  unabhangig  seien.    1st  jetzt: 

(  (3)  d?  -  x±&\[  ----  ar/-!  dft-i  ==  0 

(  eine  beliebige  andere  reduzirte  Form  derselben  Gleichung  (1);  so  be- 
g  steht  eine  Identitat  der  Form 

(  (4)  mffl—vi'dti'  ----  flrA-irf|/-i)  =  dS  —  ffi^6i  ----  ^-idfo.i, 

^  worin  co  eine  gewisse  Funktion  von  ^  .  .  xn  bedeutet.  Die  Funktionen 
(  a,  §',  ?r/;  |/  lassen  sich  nun  zufolge  der  Unabhangigkeit  der  Funktionen 
/  (2)  folgendermafsen  darstellen: 


Schreiben  wir  nun  %/  statt  —  ra;r/?  so  erkennen  wir  aus  (4)  unmittel- 
?  dafs  die  Eelationen 
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(6)    o  — fl,  r  =  Z;  £'  =  #,;  «/'  =  —  aJT,    (i  =  l,..A  — 1) 

ein  2/l-gliedriges  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Grleiehung 

rZ£ —  x^d^ flu-i^-i  —  codg' — H/^I' x^-i^Sa'-i^O 

darstellen  mfissen,  wenn  darin  alle  4A  —  1  Grofsen  g,  #,-,  £/,  o>,  £'?  £,,  «/ 
sowie  a?3;i,  #a;i+i  * .  #w  als  unabhangige  Variable  betrachtet  warden. 
Aus  Art.  188  schliefsen  wir  jetzt  sofort,  dafs  die  recLien  Seiten  der 
Grleichungen  (6)  und  (5)  die  Yariabeln  x^i . .  xn  nicht  explicate  eut- 
halten  konnen.  Diese  Thatsache  folgt  auch  unmittelbar  daraus,  dafs 
nach  Art.  132  die  Funktionen  (2)  ein  System  von  unabhangigen  Inte- 
gralen  eines  gewissen  zu  z/  gehorigen  vollstandigen  Systems  darstellen, 
und  dafs  auch  samtliche  Funktionen  o;  g',  ^/,  |/  diesem  System  ge- 
ntigen  miissen,  also  durch  die  Funktionen  (2)  in  der  Form 

=  Z  (£,  |x  .  .  |^—i,  %  . .  ^2-1) 

(6)        g;  =  a  (s,  |A . .  ^-i,  %  - .  3ft-i)      (« =  i  • .  A  -  i) 


ausdriickbar  sind.  Diese  Grleichungen  definiren  somit  eine  Beruhrungs- 
transformation  der  2 A — 1  Variabeln  (2).  Uingekehrt,  ist  letzteres 
der  Fall,  so  besitzt  die  PfafFsche  Grleiehung  z/  =  0  die  reduzirte  Form 
(3).  Damit  ist  bewiesen: 

Ist  eine  Pfaff'sche  Gleichung  z/ =  0  vom  Range  2  A  auf  eine  re- 
duzirte Form 

•7  c,  ~j  £  7  !>  A 

gebracht?  so  erhalt  man  die  allgemeinste  reduzirte  Form 

1  fff  f  •?<.  f  f       /7fc  '        A 

dadurch,  dafs  man  auf  die  2  A  —  1  Variabeln  g,  #/,  |,  eine  beliebige 
Beriihrungstransformation  (6)  ausiibt. 

Als  Korollar  folgt  hieraus: 

Stellen  die  Grleichungen 

g  =  const.?  ^  =  const.,  . .  ^— \  ==  const. 

irgend  ein  vollstandiges  Integralaquivalent  einer  Grleichung  zf  =  0 
vom  Range  2  A  dar  (Art.  189),  so  hat  das  allgemeinste  vollst'andige 
Integralaquivalent  die  Form 

Z(g,  ^ . .  £1-1,  %. .  ^— i)  =  const.  X(S,  ••  ^— i)  =  const.  (i= 1, . .  A  —  1). 
Dabei  sind  die  Funktionen  itt  aus  der  Identitat 


durch  Auflosung  eines  linearen  Grleichungensystems  zu  bestimmen,  und 
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die  Funktionen  Z;  Si  sincl  so  zu  wahlen,  clafs  sie  mit  gewissen  A  —  1 
andern  Funktionen  lit  zusammen  die  rechten  Seiten  einer  Beruhrungs- 
transformation (6)  bilden. 

206.  Durch  ganz  analoge  Betrachtungen  ergeben  sich  noch  die 
folgenden  beiden  Satze: 

Hat  man  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  mit  der  Klasse  K  —  2  A  —  1 
auf  eine  Normalform 


gebracht,  so  erhalt  man  jede  andere  Normalform 

d?  -^'d^'  ----  ^-i^Li 

desselben,  indein.  man  die  2  A  —  1  Variabeln  %,  itt,  ^  einer  Beiiilmings- 
transformation  von  der  besondern  Form 


unterwirft. 

Ebenso  wird  aus  einer  speziellen  Normalform 

(7)  M!x  +  •  •  +  *!*& 

eines  Pfaff'scten  Ausdrucks  //  mit  der  Klasse  2  A  die  allgemeinste 

(8)  Xi'dti+--  +  *Jd& 

dadurch  erh.alten;   dafs  man  auf  die  2  A  Variabeln  it&i  eine  beliebige 
homogene  Beruhrungstransformation 

(9)  I/  =  Htfa  .  .  |a,  JTX  .  .  an);  TT/  =  #&  .  .  |2,  ^  .  .  ^) 

anslibt. 

207.  Um  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  die  funktionentheoretische 
Beschaffenlieit  der  verschiedenen  Normalformen  von  ^/  einzugehen; 
nehmen  wir  im  Falle  u  =  2  A  an,  dafs  die  Normalform  (7)  den  Be- 
dingungen  des  Art.  167  gentigt,  d.  L  dafs  an  einer  gewissen  Stelle  xf  .  .  xn® 
alle  ith  |f  regular  sind,  und  ihre  nach  xl  .  .  x*i  genommene  Funktional- 
determinante  daselbst  nicht  versehwindet.  Es  seien  5Ff>  |/:  die  konstanten 
Werte;  welcte  die  Funktionen  JT/;  |f  an  jener  Stelle  annehmen.  Walilt 
man  dann  die  homogene  Beruhrungstransformation  (9)  so,  dais  ihre 
rechten  Seiten  an  der  Stelle  |;,  ^  regular  sind  und  ihre  nach  |x  .  .  |;; 
^  .  .  MI  genommene  Funktionaldeterminante  daselbst  nicht  null  1st,  so 
werden  die  Funktionen  fj/,  ni  nach  Art.  38?  6)  an  der  Stelle  #x°  .  .  xn° 
ebenfalls  regular  sein,  und  ihre  nach  x±  .  .  x%i  genommene  Funktional- 
determinante wird  daselbst  nicht  verschwinden. 

Dafs  man  die  Beruhrungstransformation  (9)  wirklich  in  der  an- 
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gegebenen  Weise  w'ahlen  kann;   sieht  man  so  em.    Es  seien  #/,  £/, 
pi  .  .  pj  irgend  welche  Konstante.     Man  wahle  nun  %(<  A)  Relationen 


derart,   dais   die  &/   an   der  Stelle  |x  .  .  f^  ft'  .  .  f/  regular  sind  und 
Yerschwinden,  dafs  ferner  die  Relationen 


1  "'  1         "> 

durch  das  Wertsystem 

erfullt  werden;  und  dafs  endlich  die  Determinante 

1      d&L  3&L 

o  £  f         '  '         :Fir>  ^        "  *       ^ 


^      o    ..   o 


fur  das  Wertsystem  (11)  nieht  null  ist.  Sind  die  ii/  so  gewahlt,  dann 
(und  nur  dann)  besitzt  die  hoinogene  Beruhrungstransformation  (9), 
die  aus  den  Relationen  (10)  nach  der  Regel  des  Art.  202  abgeleitet 
wird;  die  geforderten  Eigensehaften. 

Besitzt  ein  z/?  das  den  Bedingungen  des  Falles  u  =  2h  (Art.  97) 
geniigt,  zwei  Normalformen  (7)  (8)  derart,  dafs  eine  Stelle  existirt,  an 
der  samtliche  4  A  Funktionen  #/!,•#/£/  regular  sind,  so  giebt  es  nacli 
Art.  38;  3)  auch  immer  eine  Stelle  x±  .  .  #w°,  an  der  diese  Funktionen 
ebenfalls  regular  sind  und  die  beiden  Funktionaldeterminanten 


\ 

;i/ 


nieht  yerschwinden!;  und  man  kann  dann  yon  der  einen  Normalform 
zur  andern  durch  eine  bomogene  Beruhrungstransformation  (9)  iiber- 
gehen. 

Der  zweite  Satz  des  Art.  206  gilt  streng  genommen  nur  dann, 
wenn  man  sich  auf  die  Betrachtung  solcher  Normalformen  (7)  (8)  be- 
schrankt,  welche  der  soeben  formulirten  Bedingung  gentigen, 
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Ganz  ahnliche  Uberlegungen,  wie  wir  sie  in  dieser  Nr.  fiir  den 
Fall  x  =  2/1  angestellt  haben,  greifen  natizrlich  auch  bei  ungeradem  x 
Platz,  und  dementsprechend  unterliegt  auch  der  erste  Satz  des  vorigen 
Art.  sowie  das  Theorem  des  Art.  205  analogen  Einschrankungen. 

208.  Wenn  zwei  Pfaff'sche  Gleichungen  in  je  n  Veranderlichen 

.  x^clXi  ==  0 


denselben  Eang  ^  =  2Z  besitzen,  so  sind  sie  nach  Art.  120  aquiyalent; 
d.  h.  es  giebt  stets  erne  Yariabelntransformation 

(12)  %i  =  <P>(XI..X^     (i  =  l..ri) 
yermoge  der  en  eine  Identitat  der  Form 

(13)  ^'=p(^fl?2..%).^ 

stattfindet. 

Die  Frage  nach  der  allgemeinsten  Transformation  (12)  dieser  Art 
erledigt  sich  nuninehr  ohne  weiteres. 

Aus  unseren  Voranssetzungen  folgt;  dafs  die  beiden  Pfaff'schen 
Gleichungen  J  =  Q,  ^j'  —  Q  auf  die  folgenden  reduzirten  Formen  ge- 
bracht  werden  konnen: 


(14)        rfg-        *,<&  =  0;      (15)    ^- 

1 

und  zwar  diirfen  wir  annehmen?  dafs  die  Funktionen  ^|t  hinsichtlich 
#!#2  •  .  XM—I  und  die  Funktionen  £'#/£/  hinsichtlich  #/#/  .  .  x^-i 
unabhangig  seien.  Dann  lafst  sich  jede  beliebige  Variabelntransformation 
(12)  in  der  Form  schreiben: 


(16) 


wobei  die  rechten  Seiten  hinsichtlich  der  n  in  ihnen  enthaltenen  Grofsen 
unabhangig  sind.  Umgekehrt  liefert  jedes  Gleichungensystem  dieser 
Art,  indem  man  darin  die  £&#<  g'S/«/  durch  ihre  Ausdriicke  in 
den  x  und  #'  ersetzt;  durch  Auflosung  nach  x^  . .  X*  eine  Variabeln- 
transformation (12), 
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Soil  nun  vernioge  (16)  die  Identitat  (13)  bestehen,  so  hat  roan 
auch  eine  Identitat  der  Form 


Nach  Art.  205  miissen  also  die  24  —  1  Funktionen  Z,  $/;  U, 
von  den  Variabeln  x^i  ,  .  xn  explicite  unabhangig  sein,  und  die  rechten 
Seiten  einer  Beruhrungstransformation  in  den  2  A  —  1  Veranderlichen 
Z&iTti  darstellen. 

Umgekehrt,  sind  diese  Bedingungen  erffillt,  so  besteht  vermoge 
(16)  eine  Identitat  der  Form  (17),  also  gentigt  auch  die  aus  (16)  her- 
vorgehende  Variabelntransformation  (12)  einer  Identitat  (13)  ;  und  es 
folgt  das  Theorem: 

Bind  tawei  Pfaff'sche  Gleichungen 

J  =  Sa^dx,  =  0;  rf  =  Sa^dx/  —  0 
aquivalent,  so  wird  die  allgemeinste  Variabelntransformation 
%i  =  <PI(XI%Z  .  .  #»)        (i  =  1  .  .  ri), 

welclie  die  eine  der  ~beiden  Grleiclmngen  in  die  andere  uberfittirt,  vermoge 
deren  also  eine  Identitat  der  Form  A  =  $J  stattfindet,  in  folgender 
Weise  erhalten. 

Man  Iringe  die  leiden  Pfaff'schen  G-leichungen  auf  je  eine  re- 
du^irte  Form 

dt>  —  jr^ii  ----  x^i  dgx-i  =  0;  d%—  it^d^  ----  ^Li  d&'-i  =  0 

und  nehme,  urn  die  Ideen  $u  fixiren,  an,  dafs  die  Funktionen  fa&t 
JiinsicJitlich  xl  .  .  XM-I,  und  die  Funldionen  g'rc/!/  Unsiclitlicli  x±'  .  .  ^2^-1 
umbMngiff  seien.  Wahlt  man  dann  eine  Mielige  SeriiJirungstransformation 
der  Variabeln  g;  ^|,«,  deren  rechte  S&iten  mit  Z,  JT;;  &  lemclmet  seien, 
ferner  n  —  2  A  -f-  1  willkurlicfie  Funldionen 

Z,(g,  |A  .  .  ^_i?  ^  .  .  aa-i,  ^2^  .  .  a?n)      (^  =  2A,  .  .  ri) 

die  hinsictitlicti  der  Variabeln  xn  .  .  xn  von  einander  unablmngig  swd, 
so  entsteht  eine  Transformation  (12)  der  geforderten  EigenscJiaft,  wenn 
man  in  den  Eelationen 

g'  —  Z;  |/=  &,  n!=*nl9  xs'=~Xs       (i  =  1  .  .  A  -  1;  s  =  2A;  .  .  ri) 

die  Funktionen  £,  £'  •  •  dwrcfc  5ire  Ausdrilcke  in  x±  .  .  xn'  bezw.  x±.  .xn 
ersetet,  und  die  so  erhaltenen  Gleichungen  naeh  x±  .  .  xn'  auflost;  jede 
Transformation  (12)  der  genannten  Art  hann  in  dieser  Weise  erhalten 
werden. 

Nach  dem  Theorem  der  Nr.  205  lafst  sich  dieses  Resultat  ktirzer 
so  aussprechen: 
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Sind  die  leiden  Pfaff'sclicn  Gleiclmngen  A  =  Q,  J'  =  0  aquivalent, 
so  erlialt  man  die  allgemeinste  Transformation,  die  die  cine  Glciclmng 
in  die  andere  iiberfiihrt,  indem  man  mter  (15)  erne  lestimmte  reduzirte 
Form  von  z/'  =  07  mter  (14)  dagegen  eine  lelielige  redwrirte  Form 
von  A  =  0  verstelit,  und  ?M  den  Gleiclmngen 

(18)  r  -  k  i/=  £/;  */=  ^      (i  =  l  .  .  A  -  l) 

n  _  2  A  -f  1  lelielige  welfare  Gleiclmngen  von  der  BeschaffenJieit 
iigti  da  Is  das  entsteliende  n-gliedrige  Gleichmgensystem  sowohl  nacJi 
xl..xll  als  aucti  nacli  x±  .  .  #«'  auflosbar  ist. 

Im  Falle  n  =  2  A  —  1  liefern  die  Gleiclmngen  (18)  ffir  sicli  schon 
die  allgemeinste  Transformation  der  verlangten  Eigenschaft. 

209.  Aus  den  Satzen  der  MTr.  206  ergeben  sich  durch  ganz  ahn- 
liclie  Betrachtungen  nodi  die  folgenden  Satze: 

Bind  zivei  Pfaff'sclie  Ausdriicke 

J  ^  Sat  dxf  ;    d  ~  Za/  dxl 

equivalent,  d.  h.  lesitzen  sie  dieselbe  Xlasse  x}  so  wird  die  allgemeinste 
VariaMntransformation 

x{=  (pt(xL  .  .#*)         (i  =  1  .  -  w) 

wdelie  d  in  df  iiberfilJirt,  d.  li.  also  der  Identitdt  4  =  df  geniigt,  in 
folgender  Weise  erlialten: 

Ist  K  —  22,,  so  lesthnme  man  eine  Normalform 

<rfi1'+--  +  »/rf&i' 

des  Ausdruclts  J';  ist  dann 


eine  l)eliel)ige  Normalform  von  //;  so  filge  man  #u  den  Gleicliungen 
*/  =  *,;&'-&     (»=!..  A) 

nock  n  —  %  iveitere  Gleiclmngen  in  xi  .  .  #/!#/  .  .  xnf  hin#u,  derart}  dafs 
die  so  entstelienden  n  Gleicliungen  sowolil  nacli  xi  .  .  %„.  als  aucli  nach 
x±  .  .  XH  auflosbar  sind. 

Im  Falle  %  =  %l  —  1  rediizire  man  4'  attf  eine  Normalform 

d%  —  it±  d%i  -  —  •  —  tf/_i  d|/-i  , 
verstehe  unter 

d%  —  ftid%i  ----  -  JT;i--i  dgji-i 

6M?e  leliebige  Normalform  von  ^,  ^md  erganze  das  Gleiclmngensystem 
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dwell  n  —  K  "beliebige  Gleiclmngen  in  xl  .  .  xnx±  .  .  #/,  derart,  dafs  das 
geivonnene  n-gliedrige  G-leiclmngensystem  die  Auflosung  sowohl  nacJi 
x1  .  .  xn  als  aucli  nach  x±  .  .  x^  gestattet. 

Bs  versteht  sich  von  selbst;  dafs  diese  Satze  auch  richtig  bleiben, 
wenn  man  die  gestrichenen  Grrofsen  mit  den  ungestrichenen  vertauscht. 

210.  Ein  Spezialfall  der  Aquivalenz  ergiebt  sich,  wenn  der  Aus- 
druck  ^/'  dadurch  entsteht,  dafs  man  in  /t  die  Variabeln  Xi  durch.  xl 
ersetzt;  wenn  also  z/r  die  Form  hat 


Unter  dieser  Voraussetznng  sind  naturlich  sowohl  die  Grleiclmngen 
A  =  0?  ^x=0  als  auch  die  Ausdriicke  z/;  z/'  aquivalent.  Besteht 
dann  vermoge  der  Variabelntransformation  (12)  eine  Identitat  der  Form 


so  sagen  wir:  Die  Transformation  (12)  ?;fiihrt  die  Grleichung  J  =  0 
in  sich  uber",  oder:  wsie  lafst  die  Grleichung  ^/  =  0  ungeandert"  (??in-* 
variant^,  oder  endlich,  ?;die  Gleichung  ^  =  0  gestattet  die  Trans- 
formation (12)'f.  Ebenso  sagen  wir;  falls  vermoge  (12)  die  Identitat 


stattfindet,  die  Transformation  (12)  ,;fuhrt  den  Ausdruck  z/  in  $ich 
uber"  etc. 

Aus  den  Resultaten  der  Art.  208  und  209  fliefsen  jetzt  unmittel- 
bar  folgende  Satze: 

Besitzt  eine  Pfaff'sche  Grleichung  /I  =  0  den  Rang  %  ==  2  A  und 
infolgedessen  eine  reduzirte  Form 

und  sind  Z,  #/,  71,  die  rechten  Seiten  irgend  einer  Beriihrungstrans- 
formation  in  den  2/1  —  1  Variabeln  £;  ^  . .  ^__  1;  ^  . .  #*_ i,  so  ergiebt 
sich  die  allgemeinste  Variabelntransformation,  welche  die  Pfaff'sche 
Gleichung  x/  =  0  invariant  lafst,  indem  man  die  Grleichungen 

&<(%, . .  xn,  <  . .  O  =  0        (s  =  1,  2, . .  n  —  2A  +  1) 
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nach  2\  .  .  j;,/  oder  nach  xi  .  .  xtl  auf  lost.     Die  £1,  sind  dabei  beliebig; 
mid  nur  so  zu  wahlen,  dais  die  genannte  Auflosung  inoglich  ist. 

Jede  Variabelntransforination,  die  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  4 
der  Iflasse  %  =  2  A  in  sich  uberfuhrt,  entsteht  aus  einein  Grleichungen- 
system  der  Form 


(19) 


die  8,-,  Hi  sind  die  rechten  Seiten  einer  homogenen  Beruhrungs- 
transtormation  in  den  2  1  Variabeln  |/,  jc/;  die  ^/  sind  so  zu  waJalen, 
dafs  die  Grleichungen  (19)  nach  x1  .  .  xn  und  auch  nach.  x±  .  .  xn'  auf- 
losbar  werden. 

Endlich  erlialt  man  jede  Variabelntransformation  ,  die  einen 
Pfaff'schen  Ausdruck  z/  der  Klasse  %  =  2  A  —  1  in  sich  uberfiihrt, 
aus  einem;  sowohl  nach  xi  .  .  xn  als  auch  nach  den  x{  auflosbaren 
Grleichungensystem  der  Form: 

g 


(t-L.A) 

xt' . .  xnf)  =  0    (s=  1;  2; . .  n  —  2A). 
Dabei  bedeutet  %r?ix  -f"  •  •  -f-  nid^i  eine  bestiminte   Normalforin   von 


It,  .  .  X        =  U          .  .       _1;  ^  .  .  ^_X  >     >"*• 

fl,^  .  .  xn,  XJ  .  .  arO  =  0     (5  =  1,  2,  .  .  »  —  2/1  +  1) 

wenn  unter 

dt,  —  ^rf^  —  •  ---  afc—irfi^i 

eine   bestimmte  Nonnalform  von  z/  verstanden   wird;   und  wenn  die 
Formeln 

r  =  &  +  Z7(g,  »);  5;  -  a,  «/  =  ji,     (i  =  i  .  .  i  -  1) 

eine  Beruhrungstransforaation  der  2  A  —  1  Variabeln  £;  l/^  defmiren 
(Art.  201). 
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Kapitel  IX. 
Die  explicite  Reduktionsmethode. 

§  1.    Methode  von  Frobenius. 

211.  Das  wesentlichste  Ergebnis  der  G-rassmami'schen  Theorie 
(Art.  118,  119)  lafst  sich  in  folgende  beide  Satze  zusammenfassen  : 

1)  Kami  eiu  Pfaff  'seller  Ausdntck  //  auf  eine  Form  mit  I  Differential- 
elementen 

(1)  4  =  F,df,  +  Fadfa  +  ••  +  F,dfi 

gebracht  werden,  worm  f±f%  .  .  ft  unabhangige  Funktionen  von  x±  .  .  xn 
bedeuten,  so  ist  die  Invariante  «1;  d.  h.  der  Rang  der  zu  zl  gehorigen 
Matrix  (B)  (Art,  96)  hochstens  gleich  21 

2)  Ist  die  Invariante  %  =  2A?  so  kann  ^/  auf  eine  Form  (1)  mit 
I  —  I  Differentialelementen  gebracht  werden. 

Die  Entwickelungen  der  Art.  71  —  80  setzen  uns  nun  in  den  Stand, 
diese  Satze  in  einfachster  Weise  direkt  zu  begriinden. 

In  der  That,  soil  eine  Identitat  der  Form  (1)  bestehen;  worin  die 
ft  unabhangig  sind;  so  miissen  die  Grleichungen 


(2) 


ein  Z-gliedriges?  unbeschrankt  integrables  System  totaler  Differential- 
gleichungen  darstellen.  Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  besitzen  die 
Gleichungen  (2)  aufser  den  integrabeln  Kombinationen  dft  ..  rf/U-i  noch 
eine  weitere;  die  mit  dfi  bezeichnet  sei;  und  es  existirt  ffir  d  wirklich 
eine  Darstellung  (1)  (Art.  74). 

Darnach  erhebt  sich  die  Frage:  Wie  iniissen  die  Funktionen 
f±f%  .  .  fi—i  bestimmt  werden  ?  damit  die  Pfaff  'schen  Gleichungen  (2) 
unbeschrankt  integrabel  seien? 

Urn  diese  Frage  zu  beantworten,  haben  wir  nach  Art.  80  nur  aus- 
zndrflcken,  dafs  gewisse  I  Matrices  den  Eang  21  besitzen.  Setzen  wir 

o  /> 

—Lsss-fik^  so  ist  die  erste  dieser  Matrices  ;  die  wir  mit  (Bi_i)  be- 
zeichnen?  die  folgende: 
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0 

0      .  . 

0 

die  fibrigen.  I  —  1  Matrices  sind  wegen  ~  EE  j~  alle  identisch ;  and 

entstehen  aus  (-Bj-i),  indent  man  darin  die  a^  durch  Null  ersetzt, 
besitzen  also  an  sich  schon  den  Rang  2Z;  wenn  wir  annelimen;  dafs  in 
der  Matrix 


(3) 


/ii 


/i. 


"i— 1,1      /I— 1,2          -     .         fi-1,91 

nicht  alle  J-reihigen  Determinanten  verscL.wmden7  dafs  also  die  Glei- 
chungen  (2)  wirklicli  ein  ?-gliedriges  Gleichungensystem  bilden.  Dann 
folgt  auch,  dafs  der  Rang  der  Matrix  (JBj—i)  nicht  kleiner  als  21 
sein  kann. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Sedingung  daf'iir,  dafs  der  Pfaff'sclie 
Ausdruck  d  als  lineare  KomHnation  der  Differential  von  I  unaWiangigen 
FunUionen  f\.-fi  darstellbar  sei,  ist  das  Verschuinden  oiler  21 -\- 2- 
reiUgen  Eauptunterdeterminanten  in  der  schiefsymmetriscJien  Matrix  (Bi-i). 

Da  die  Matrix  (B)  aus  (J^_i)  durch  Streichung  der  letzten  I — 1 
Zeilen  und  Spalten  entsteht,  so  ist  klar?  dafs  der  Rang  von  (-Bz—i) 
nicht  kleiner  sein  kann  als  die  Invariante  %;  womit  der  erste  der  an 
die  Spitze  gestellten  Satze  bereits  bewiesen  ist. 

212.  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  (J5V)  die  Matrix,  die  aus  (J5/_x) 
entsteht;  indem  man  darin  den  Index  I  —  1  durch  v  ersetzt;  wir 
schreiben  (JBV)  in  der  leicht  verstandlichen;  abgekiirzten  Form: 

•  %     0     0          (i9 1  =  1 . .  n\  h  —  1,  2, . ,  t/). 

-A*  o    o 

Die  Matrix  (Bv)  ist  darnach  n  +  v  +  1  -zeilig;  und  (J5r_i)  ent- 
steht  aus  (JSV)  durch  Streichung  der  letzten  Zeile  und  Spalte;  (J?0)  ist 


mit  (5)  identisck. 

Dann  gilt  die  folgende  Thatsache: 
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1st  %!  =  2  A  der  Bang  der  Matrix  (J?0),  ferner  v  ein  Index  tier 
Eeihe  1,2  ..  1,  und  hat  man  v  —  1  undbhangige  Funktionen  /i/g  •  •  fv—i 
bereits  derartig  lestimmt,  dafs  2  A  der  Eang  der  Matrix  (l^_i)  ist,  so 
existirt  eine  von  /i  .  .  /i—i  unabMngige  Function  fv  von  der  Besckaffen- 
lieit,  dafs  aucJi  die  Matrix  (Bv)  den  Eang  2  A  besitzt. 

Wir  nehmen  die  Voraussetzung  dieses  Satzes  als  erfullt  an.  Damit 
dann  auch  (By)  den  Rang  2  A  besitze,  mufs  dasselbe  fur  diejenige 
Matrix  der  Fall  sein,  die  aus  (J5V)  durch.  Weglassung  der  letzten  Spalte 
entsteht  und  mit  (Bv")  bezeich.net  werden  moge.  Umgekelirt,  besitzt 
(J8/)  den  Rang  2  A,  so  gilt  dasselbe  fur  (J3,,)  (Art.  10,  25).  Nunmelir 
betrachten  wir  die  folgenden  n  +  v  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  den  TJnbekannten  |0^  .  .  |n+r-.i: 

n  v  —  1 

(4) 


1 

n 


(5)  &at  =0 


(6)  ^*  =°       O'  =  l,-  •"-!)• 

1 

Die  Matrix  dieses  Gleichungensy  stems  ist  (Bv_i)?  ihr  Rang  also 
2/1;  unsere  Gleichungen  besitzen  mithin  genau  n  -\-  v  —  2  A  linear 
unabhangige  Losungensysteme 

(7)  |  «  .  .  |«,  6  0W,  VA+I  •  •  ^-1        («  -  1,  8,  •  •  «  +  v  -  2  i) 

wo  die  |4W  gewisse  Funktionen  von  x±  .  ,  xn  bezeichnen.  Damit  nun 
2  A  der  Rang  von  (J?/)  sei;  ist  notwendig  und  hinreich.eud;  dafs  die 
lineare  Gleichung 


eine  Folge  des  Systems  (4)  (5)  (6)  sei  (Art.  10),  also  von  alien  Lo- 
sungensystemen  (7)  ebenfalls  erfullt  werde,  m.  a.  W.:  dafs  die  Funktion 
fv  den  nachstelienden  linearen  homogenen  partiellen  Differentialglei- 
chungen 

(8) 


gentige. 

213.  Wir  behaupten  nun,  dafs  die  Gleichungen  (8)  ein  n-{-v  —  2A- 
gliedriges  vollstandiges  System  darstellen.  Zum  Zwecke  des  Beweises 
fiigen  wir  zu  den  schon  vorhandenen  Variabeln  xt  .  .  xn  die  weiteren 
Independenten 
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(9)  #Q,    #«+!,   a?n-f2,    •  •    ^  +  r-l 

hinzu,  und  betrachten  das  nachstehende  System  Pfaff'scher  Gleichungen 
in  deu  n-\-v  Variabeln  XQXI  .  .  xn+v—i: 

n  r  —  1 

(10)  x0  J>}  audx*  +  atdx0  +  *5}f»tdxn+t  =  0     (i  =  1  .  .  w) 

i  i 


(11)  arfxt  =0 


(12)  ^ife  ==0    O'-" 

1 

Setzen  wir  nun 

^  =  0;     At  =  ^0^         (i  =  1  .  .  n) 

A-f/.  =  —  /A         (7i  =  1,  2,  .  .  i;  —  1)? 
ferner 


so  hat  man  identisch: 


//a'       (/*  =  1,  2,  .  .  V  —  1  ;   *=!..») 

^+A,«+i  =  0         (A,  Z  =  1,  2,  .  ,  a/  —  1) 
und  die  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  erhalten  die  Form 

(r  =  0,1,..  »  +  v-l). 

Aus  Art.  79  folgt  jetzt  unmittelbar,  dafs  die  linear  unabhangigen 
unter  den  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  ein  unbeschrankt  integrables 
System  in  den  Variabeln  XQ?  x±  .  .  xn+v^i  vorstellen.  Da  der  Rang 
der  Matrix  (J?y-_i)  gleich  2/1  ist;  und  ungeandert  bleibt,  wenn  man 
alle  Elemente  der  ersten  n  Zeilen  mit  x0  multiplizirt;  und  hinterher 
die  Elemente  der  letzten  v  Spalten  durch  XQ  dividirt  (Art.  12)  ?  so  re- 
duziren  sich  die  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  auf  genau  2/1  linear 
unabhangige.  Da  ferner  mindestens  eine  2A-reiliige  Determinante  von 
(JB0)  nicht  identisoh  yerschwindet7  so  lassen  sich  die  2/1  linear  unab- 
hangigen unter  den  Gleichungen  (10)  —  (12)  insbesondere  aus  dem 
System  (10)  answahlen, 
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Da  endlich  /*17  /*2;  .  .  fv—i  der  Voraussetzung  nacL.  von  einander 
unabhangig  sind?  so  konnen  wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  annelimen, 
dafs  sie  insbesondere  hinsicbtlicb.  x±x%  .  .  #r_i  unabbangig  seien.  Es 
mufs  dann  in  der  Matrix 

%          a%          .  .    an 


fv  — 1,1     fv  — 1,2      •    •      fv—l,n 

eine  v-reibige  Determinante  geben,  welcbe  die  ersten  v  —  1  Spalten 
entbalt  und  nicht  identiscb  versclrwindet.  Im  entgegengesetzten  Fall 
verschwanden  namlicb.  alle  i/-reiliigen  Determinanten  der  Matrix  (Ev—i) 
(Art.  7),  also  ware  /I  in  der  Form  Q-^df^  +  •  •  +  Qv—idfv—i  darstellbar, 
konnte  also  nicbt  die  Klasse  2/1  oder  2/1  —  1  besitzen,  da  v  —  1  <  L 
Wir  durfen  mitlrin  ohne  Bescbrankung  der  Allgemeinbeit  annebmen, 
dafs  die  aus  den  v  ersten  Spalten  von  (JE^i)  bestehende  Determinante 
nicbt  null  ist;  dafs  sonacb.  die  ersten  v  Gleichungen  (10)  linear  unab- 
liangig  seien.  Aus  dem  System  (10)  lassen  sicb.  dann  noch.  2  A  —  v 
weitere  Grleicliungen  auswahlen,  die  mit  den  vorigen  zusammen  ein 
System  von  2i  linear  unabbangigen  Gleichungen  bilden.  Wir  wollen, 
urn.  die  Ideen  zu  fixiren,  die  2  A  ersten  Gleichungen  als  linear  unab- 
bangig voraussetzen  und  mit: 

(13)  V1  =  0,  V2  =  0,  ..  V2,  =  0 

bezeicbnen. 

Dies  vorausgeschickt,  fragen  wir  nacb.  der  Maximalzabl  von  linear 
unabbangigen  Kombinationen  der  Grleicliungen  (10)  (11)  (12),  welche 
die  Dilfferentiale 


(14)  dx0 

nicht  entbalten:  es  genugt  offenbar;  das  System  (13)  daraufbin  zu 
untersuchen,  da  alle  andern  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  eine  Folge  von 
(13)  sind.  Soil  nun  die  lineare  Kombination 

(15)  0  =  PlV1  +  --  +  ^V2, 

von  den  Differentialen  (14)  frei  $ein,  so  mtissen  die  p/  den  Relationen 


geniigen.     Diese  Grleicliungen  besitzen   nun    2  A  —  v  und  nicht  metr 
linear  unabhangige  Losungensysteme,  also  giebt  es  genau  2  A  —  v  linear 

v.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  19 
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unabhangige  Grleicbungen  der  Form  (15);  welche  von  den  Differentialen 
(14)  frei  sind,  und  die  wir  so  schreiben  wollen: 

(16)  V/=0        ($  =  1,2,..2A  —  v). 

Aus  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  lafst  sich  aber  der  Paktor  %0 
wegheben  und  sie  enthalten  dann  die  Variabeln  #0;  xn+i  .  .  xn+v—i 
auch  in  den  Koeffizienten  nicht  mehr?  bilden  also  nach  Art.  75  fur 
sick  genommen  ein  21  —  o>-gliedriges;  unbesehrankt  integrables  System 
Pfaff  'setter  Gleichungen.  Das  zu  (10)  (11)  (12)  adjungirte  vollstandige 
System  bat  nun  offenbar  die  Form: 

n  v—  1 


Nacb  Art.  75  bat  also  das  zu  (16)  adjungirte  System  die  Form  (8), 
und  ist  vollstandig;  was  zu  zeigen  war. 

Es  sei  bervorgeboben,  dafs  diese  ganze  Betracbtung  selbstverstand- 
licb  auch.  unter  der  Annabme  v  =  1  gilt;  das  vollstandige  System 
(8)  ist  dann  im  Falle  %  =  ^  =  2  A  augenscbeinlicb  mit  dem  zu  d  ge- 
horigen  System  F,  im  Falle  K  =  2  A,  —  1  dagegen  mit  W  identisch; 
und  der  soeben  durcbgefuhrte  Yollstandigkeitsbeweis  stimmt  genau 
mit  demjenigen  uberein;  den  wir  frtiber  (Art.  140)  fur  die  Systeme 
V  und  W  in  den  genannten  Fallen  geliefert  baben. 

214.  Aus  dem  bisberigen  folgt;  dafs  die  Matrix  (J?v)  unter  den 
Voraussetzungen  des  Art.  212  dann  und  nur  dann  den  Eang  2  A  be- 
sitzt,  wenn  die  Funktion  fv  dem  vollstandigen  System  (8)  gentigt. 
Dieses  vollstandige  System  besitzt  nun  2  A  —  v  unabbangige  Integrale. 
Unter  diesen  befinden  sicb  die  Funktionen  f^  f%,  .  .  fv—^  denn  ist  fv 
mit  einer  dieser  Funktionen  identiscb;  so  besitzt  (Sv)  offenbar  den 
Eang  2  A.  Ein  System  unabbangiger  Integrale  von  (8)  kann  daber  in 
der  Form 

/i/2  -  •  fv—lfv'fv+l  •  -  f*l—v 

dargestellt  werden.  Wablt  man  dann  fur  fv  eine  arbitrare  Funktion 
der  Form: 


die  mindestens  eine  der  Funktionen  /"/  wirklicb  entbalt^  so  ist  fv  von 
den  Funktionen  f±  .  .  fv^i  unabbangig. 

Die  Bestimmung  einer  Funktion  fv  von  der  in  Art.  212  geforder- 
ten  Eigenscbaft  ist  sonacb  stets  moglich,  falls  v  <.  A;  sie  erfordert 
nacb  Art;  88  eine  Integrationsoperation  der  Ordnung  2  A  —  2v  +  1; 
denn  es  handelt  sich  dabei  darum;  von  einem  n  -}-  v  —  2  A-gliedrigen 
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vollstandigen  System,  von  dem  v  —  1  Losungen  bereits  bekannt  sind, 
ein  neues  Integral  zu  ermitteln;  und  man  hat: 

n  —  (n  —  2 A  -f-  v)  —  (v  —  1)  =  2A  —  2v  -(-  1. 
Hat  man  solcherweise  durch  je  eine  Operation 

93          193          ^  ^3 

&  /i   JL.     £j  fa   *J.     .    .     t/,     eJ 

die  Jl  —  1  unabhangigen  Funktionen  f± . .  fa^i  ermittelt,  so  ist  das 
System  PfafFscher  Grleiehungen 

(17)  4  =  0,  dfa  =  0,  . .  dfa-i  =  0 

unbeschrankt  integrabel;  und  die  noch  fehlende  integrable  Kombination 
dfa  lafst  sich  durch  eine  Operation  1  bestimmen  (Art.  88).  Derselbe 
Sachverhalt  kann  auch  so  ausgedruckt  werden:  Bestimmt  man  eine 
Funktion  fa  so,  dafs  auch  (J5^)  den  Rang  2 A  besitzt,  was  nach  dem 
Vorigen  durch  eine  Operation  1  geschieht7  so  gestattet  z/  eine  Dar- 
stellung  der  Form 

in  der  That;  verschwinden  in  (Bi)  alle  2/1  +  2-reihigen  Hauptunter- 
determinanten,  so  verschwinden  auch  die  Quadrate  aller  A  -f-  1-reihigen 
Determinanten  des  Schemas 

Cf/i       Cl/Q       .   .      Qjfi 
III      712      *    '      /*» 


fal     fa%      •    •      fan 

und  da  nach  Yoraussetzung  nicht  alle  /l-reihigen  Determinanten  der 
nach  #!..#»  genominenen  Funktionalmatrix  von  f± . .  fa  null  sind;  so 
kann  man  die  linearen  Grleiehungen 


hinsiclitlicli  der  Unbekannten  F^  . .  F%  auf  losen.  Damit  ist  auch  der 
zweite  der  Satze;  die  wir  an  die  Spitze  dieses  Kapitels  gestellt  haben, 
auf's  neue  nachgewiesen. 

Beilaufig  bemerken  wir  noch,  dafs  das  n  —  A-gliedrige  vollstandige 
System^  das  zur  Bestimmung  von  fa  dient?  d.  h.  also  das  zu  (17)  ad- 
jungirte  vollstandige  System  einfach  dadurch  erhalten  wird;  dafs  man 

^  f  s)  •/•* 

in  (JEk)  statt  fai  . .  fan  bezw.  -J—  *  *  -J—  schreibt;  und  sodann  alle  ^  -f- 1- 

reihigen  Determinanten  dieses  Systems  null  setzi 

215.  Ist  x  — ^sssBi,  so   gewinnen   wir  durch  die  vorstehende 

19* 
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Methode  eine  Normalform  von  z/?  und  zwar  stimmen  die  dazu  notigen 
Integrationsoperationen  nach  Zahl  und  Ordnung  mit  denjenigen  flber- 
ein,  die  nach  dem  Verfahren  des  Art.  156  erforderlich  sind.  Im  Falle 
x  =  2/1  —  1  dagegen  erhalten  wir  auf  dem  angegebenen  Wege  ledig- 
lich  eine  reduzirte  Form  mit  A  Differentialelementen,  und  die  Methode 
erfordert  jetzt  ebenso  wie  die  in  Art.  161  skizzirte,  je  eine  Operation 

91,  K  —  2  .  .  3,  1 

und  zwar  kommt  unter  der  Annahme  %=*n,  also  im  Falle  eines  be- 
dingungslosen  z/  mit  ungerader  Variabelnzahl  die  erste  dieser  Operationen 
in  Wegfall,  da  fa  jetzt  eine  willkurliche  Funktion  der  Variabeln  %±..xn 
bedeutet.  In  der  That  ist  ja  der  Rang  der  2i  +  1-reihigen  schief- 
symmetrischen  Matrix  (S^  unter  den  gegenwartigen  Voraussetzungen 
stets  gleich  2i,  wie  auch  die  Funktion  fa  gewahlt  werden  mag  (ygl. 
den  SchMs  von  Art.  111). 

216.  Urn   auch   bei   ungeradem  %   eine  Normalform  zu  erhalten; 
liegt  es  am  nachsten?  diesen  Fall  auf  denjenigen   eines  geraden  x  da- 
durch   zuriickzufuhren?  dais  man  den  Ausdruck  ^/  durch  Subtraktion 
eines  totalen  Differentials  dfy  zunachst  in  einen  Pfaff'schen  Ausdruck 

4'=4  —  dfr 

der  Klasse  %  —  1  =  2/1  —  2  yerwandelt.  Nach  Art.  147  erfordert  die 
Ermittelung  einer  derartigen  Funktion  fa  eine  Operation  %.  Versteht 
man  dann  unter  (j?v)  diejenige  Matris?  die  aus  (JBV)  dadurch  entsteht, 

dafs  man   darin  fur  die  in  der  n  +  lten  Zeile  und  Spalte  stehenden 

flf 

Elemente  at  bezw.  die  Ausdrucke  &/  —  ^ —  substituirt,  so  lassen  sich 

oxi  ; 

auf  den  Pfaff'schen  Ausdruck  /!'  unmittelbar  die  IFberlegungen  der 
Art.  211 — 14  tibertragen,  wenn  man  darin  uberall  (£v)  durch  (J?v)  und 
die  Zahl  A  durch  K  —  1  ersetzt.  Hat  man  so  fur  df  eine  IvTormalform 
erhalten;  so  ergiebt  sich  fur  z/  die  Darstellung 

(19)  4  =  dfi  +  F±dfa  +  -  -  +  Fi-idf^- 

doch  erfordert  diese  Methode  je  eine  Operation 

^  K  —  2, . .  3,  L 

Diese  Operationen  sind  hoher  als  die  des  Art.  159;  und  es  liegt  daher 
die  Vermutung  nahe^  dafs  unser  Verfahren  noch  eine  Vereinfachung 
zulafst. 

217.  Zu  diesem  Zwecke  fuhren  wir  neben  den  Variabeln  x± . .  xn 
noch  eine  n  +  lte  Independente  x  ein;  ist  dann  4  in  der  Form  (19) 
darstellbar;  so  bilden  die  totalen  Differentialgleichungen 
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(20)  dx  +  4  =  0,  dfr  =  0;  .  .  dfi-i  =  0 

offenbar  ein  A-gliedriges  unbesckrankt  integrates  System,  da  sie  K  un- 


abhangige  integrable  Kombinationen  d(x  +  /i);  df\  .  .  rf/i_i  besitzen. 
Umgekehrt,  1st  das  System  (20)  unbescLrankt  integrabel,  so  gilt  fur 
alle  Werte  der  Variabeln 

(21)  X,  X±  .  .  Xn 

und  ihrer  Differentiale  erne  Identitat  der  Form: 


n 


(22)  dx 

i  i 

worin  (>?  Q^  cp  gewisse  Punktionen  der  Yariabeln  (21)  bedeuten, 

Wir  konnen,  urn  die  Ideen  zu  fisiren;  annehmen;  dais  die  Funktionen 


hinsichtlicli   der  Variabeln  x^  x%,  ..  o?^_i   unabhangig   sind.     Fiihrt 
man  dann  mittels  der  Transformationsformeln 


statt  x1  .  .  XJL—I  die  yi  als  nene  Veranderliclie  ein^  so  erhalt  die  Identitat 

(22)  die  Form 

n  I—  I  1 

(23)  dx 


worin  die  T}iy  ^  gewisse  Funktionen  von  #!  .  .jfa_i#ji.  .  #n  bedeuten; 
wahrend  die  <?;  <&,  ^  aufserdern  noch  ^  enthalten.  Aus  der  Identitat 
(23)  folgen  jetzt  u.  a.  die  Beziehungen 


(25)  k- 

Aus  (25)  erhalt  man 


Differentiirt  man  andererseits  die  Identitat  (25)  nach  a;,  und  (24)  nach 
a;*,  so  folgt,  da  &*  von  a;  nicht  abhangt,  durct  Subtraktion: 


Da  wegen  (24)  die  Ableitnng  ~-    nieht   identisch  versckwinden 
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kann,  so  lassen  sieb  arts  (27)   die  Ableitungen  ^  berechnen.    Setzt 

man  die  so  erhaltenen  Ausdrticke  in  (26)  ein;  so  folgt  das  identisehe 
Yerschwinden  der  rechten  Seiten,  d.  L  der  Pfaff'sche  Ausdruck 


ist  ein  exaktes  Differential  dcofyi  .  .  yi~iXi  .  .  xn}>  wenn  bei  der  Aus- 
rechnung  dieses  Differentials  die  yt  als  Konstante  bebandelt  werden. 
Die  Funktion  c?  wird  durcb  eine  Operation  null  ermittelt;  nnd  ist  bis 
auf  eine  additive  arbitrare  Funktion  von  y±  .  .  yz—i  bestimmt.  Fiir 
J  folgt  jetzt  die  Darstellnng: 


wenn  dco  auf  alle  n  Variabeln  Jk  .  .  jto—i^  -  •#»  bezogen  wird;  und 
Meraus  die  Normalform  (19),  wenn  man  die  yi  wieder  durch  die  fi 
ersetzt;  und  die  aus  03  dadurch  entstehende  Funktion  mit  /i  bezeiclmet. 

Aus  der  vorstehenden  tFberlegung  folgt: 

Zum  Bestehen  der  Identitat  (19)  ist  notwendig  und  hinreiclend, 
dafs  die  Grleichungen  (20)  ein  A-gliedriges  unbeschrankt  integrabeles 
System  PfafFsctier  Gleichungen  mit  den  n  +  1  Yariabeln  x,  xl  .  .  xn 
darstellen.  Sind  die  Funktionen  fa  .  .  /i__x  so  gewahlt,  dafs  dies  zutrifft, 
so  erhalt  man  /^  durcb.  gewisse  Eliminationen  und  eine  Quadratur? 
worauf  sici,  die  Koeffizienten  FI  aus  (19)  durch  Auflosung  linearer 
Grleickungen  ergeben. 

218.  Um  auszudrueken,  dafs  die  Gleichungen  (20)  unbesckrankt 
integrabel  sind?  bat  man  nach  Art.  80  nur  die  Bedingungen  dafiir  auf- 
zuscbreiben;  dafs  gewisse  I  Matrices  den  Rang  2  A  besitzen,  und  zwar 
erfiillen  A  —  1  von  diesen  Matrices  die  genannte  Bedingung  von  selbst; 
wabrend  die  >lte  Matrix  so  lautet: 


(28) 


0              $12 

01  » 

0 

a, 

fll 

f«. 

..  ft- 

-1,1 

am           an, 

..       0 

0 

an 

An 

fan 

..  fi- 

-l,ft 

0              0 

..       0 

0 

1 

0 

0 

..  0 

—  «i        —  «» 

..  —  a* 

—  1 

0 

0 

0 

..  0 

/                           /* 

/  11                   /  12 

..-/!„ 

0 

0 

0 

0 

..  0 

A—  1,1     —  /A—  1,2 

•  •    A—  i,» 

0 

0 

0 

0 

..  0 
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Es  sei  (<7r)  die  Matrix,  die  bieraus  entstelit,  indem  man  die 
n  -(-  lte  und  n  +  2fce  Zeile  und  Spalte  streicht,  und  A  —  1  durck  v 
ersetzt;  dann  lantet  ((/„)  in  abgekurzter  Schreibweise  so: 

®i%      1  hi 
fhk       V 

1st  nun  2 1  der  Bang  von  (28),  so  ist;  wie  man  sofort  erkennt,  2 1  —  2 
der  Rang  von  (Ci— i)  "and  unagekelirt. 

Daffmt  also  die  A  —  1  unabMngigen  Funktionen  fa  . .  #_i  .erne 
Identitat  der  Form  (19)  erfullen,  ist  notwendig  und  Mnreichend,  dafs 
der  Rang  der  Matrix  (C^_i)  ^Zeicfe  2  A  —  2  sei. 

Wir  denken  uns  nun  die  v  —  1  unabhangigen  Punktionen  fa  fa  ../*,,__  i 
bereits  so  bestimmt,  dafs  die  Matrix  (Cy-i)  den  Rang  2 A  —  2  besitzt; 
es  lafst  sich.  dann,  behanpten  wir;  stets  eine  von  fa  . .  fv^i  nnabhangige 
Fnnktion  fv  derart  bestimmen;  dafs  anch  (C^)  den  Rang  2  A  —  2  be- 
sitzt;  vorausgesetzt;  dafs  v  ^  A  —  1  sei. 

In  der  That;  nnter  den  gemachten  Annahmen  rednziren  sich.  die 
n  _|_  v  —  i  linearen  Gleichnngen  mit  den  Unbekannten  ^  . .  %n+v~i\ 

n  v — 1 

h&nh  =  0  *=!..« 


auf  nur  2  A  —  2  linear  unabliangige;   besitzen  also  n  -\-  v  —  2A-}~1 
linear  unabhangige  Losungensysteme: 

%>W  -  •  il5V,-i    (^  -  1,  2,  .  .  n  +  v  -  2i  +  1) 

und  man  erkennt^  dafs  der  Rang  von  ((/„)  dann  und  nur  dann  2  A  —  2 
ist,  wenn  die  Funktion  fv  den  partiellen  Differentialgleicbungen 


(29) 

geniigt.    Nun  stellen  aber  die  Grleich.ungen 

n  v—l 

(30) 


0  —i^t;- 

1 

ein  2  A  —  2-gliedriges  unbesckrankt  integrables  System  in  den  Variabeln 
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xl  .  .  xn,  xn+i  ,  .  a?»+r-i  dar.    In  der  That,  setzen  wir 

r\  r\ 

o»,+*=/i;  ar,  =  -^~  —  -^    (r;5=lr.»  +  v  —  1;A  —  l,..v—  1) 
so  konnen  obige  Pfaff'sche  Grleichungen  so  geschrieben  werden: 

arsdxs  —  0        (r  =  1  .  .  n  +  v  —  1). 


i 
Da  der  Rang  der  Matrix 

(Co)  II  «»  II      .  ft  *  -  1  •  •  ») 

unter  den  gegenwartigen  Annakmen  2  A  —  2  ist,  so  kann  man  2  A  —  2 
unabhangige  Gfleidhungen  insbesondere  aus  den  Relationen  (30)  aus- 
wahlen.  Aus  der  Unabhangigkeit  der  Funktionen  f±  .  .  fv^i  folgt  jetzt 
ahnlich  wie  in  Art.  213  ;  dafs  sicL.  aus  (30)  genan  2  A  —  v  —  1  linear 
unabhangige  Gleiclmngen  ableiten  lassen?  die  yon  den  Differentialen 
d$n+it  dXn+%  .  .  frei  sind;  da  diese  Grleiclinngen  die  Variabeln  xn+i, 
xn+%  .  .  auch  in  den  Koeffizienten  nicht  entt.alten7  so  bilden  sie;  ftir 
sich  genommen,  nach  Art.  75  ein  2  A  —  v  —  1-gliedriges  xmbesclirankt 
integrables  System;  die  dazu  adjungirten  Grleicliungen  (29)  stellen  also 
em  n  +  v  —  2  A  +  1-gliedriges  vollstandiges  System  dar. 

Dieses  System  besitzt  offenbar  die  Integrale  f1..fv^1)  aufserdem 
wegen  v^A  —  1  noci.  2/1  —  2v  von  den  yorigen  und  yon  einander 
unabhangige  Losnngen 

fvfv+l  •  •  /2^—  v—1. 

Setzt  man  nun 


wo  <p  eine  arbitrare  Funktion  bedeutet?  die  wenigstens  eine  der  Funtionen 
f!  wirklicH  enth*alt?  so  ist  fv  eine  yon  fx  .  ./v_i  unabLangige  Funktion 
der  yerlangten  Beschaffenlieit. 

Die  Ermittelung  yon  fv  geschieht  sonach  mittels  einer  Operation 
2  A  —  2v.  Nach.  dieser  Methode  yerlangt  also  die  Herstellung  einer 
Nbrmalform  im  Falle  %  =  2  A  —  1  je  eine  Integrationsoperation 

%  —  1,  K  —  3;  .  .  4,  2 

und  aufserdem  nacb.  Art,  217  noch  eine  Operation  0.  Es  sind  dies 
nach  Zahl*  und  Ordnung  dieselben  Operationen  wie  die  des  Art.  159; 
f±  ist  offenbar  ein  beliebiges  Integral  des  zu  4  gehorigen  yollstandigen 
Systems  V. 

Es  sei  zum  Schiusse  heryorgekoben,  dafs  die  Entwickelungen  dieses 
§  zusammen  mit  den  Sateen  in  Art.  127  und  129  einen  vierten  Beweis 
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des  Fundamentaltheoreins  bilden  (vgl.  Art.  124;  147;  158);  doch  werden 
wir  iin  nachsten  §  erkennen,  dafs  dieser  Beweis  von  demjenigen  des 
Art,  158  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 


§  2.     Die  vollstandigen  Systeme  Vv  und  Wv. 

219.  Zur  wirklichen  Aufstellung  der  vollstandigen  Systeme,  die 
bei  den  Reduktionsmethoden  des  vorigen  §  benutzt  warden,  fassen  wir 
zunachst  den  Fall  %  —  2  A  ins  Auge,  und  setzen  dabei;  wie  bisker 
immer,  voraus,  dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat: 


nicht  identisch  verschwinde.  Una  die  Symbolik  der  Pfaff'schen  Aggre- 
gate auch  auf  die  scliiefsymmetrisclien  Matrices  (.By)  des  vorigen  §  an- 
wenden  zu  konnen;  setzen  wir,  wie  bisber 

[  (ity  =  —  (kf)  —  cm        (i,  Jv  =  1;  2;  .  .  n) 


( (o  f)  EE1  —  (i  0)  =  a,g         (i  =  1  . .  w) 
und  aufserdem: 


(2) 


o  /> 

(n  +  h,i}  =  —  (i,n  +  li)  =  fhi  =-0—-     (A  =  1; . .  A;  i  =  1 . .  n) 


(M=l,2, 


Bs  seien  jetzt  wieder  wie  in  Art.  212  die  unabbangigen  Funktionen 
/i;  /s;  •  •  A-i  bereits  so  bestimmt,  dafs  die  Matrix  (-Z?v_i)  den  Rang 
2  A  besitze;  dann  verschwinden  alle  2  A  -f-  2-reihigen  Hauptunter- 
determinanten  in  (Sv^.i),  also  bat  man  identisch: 

ao       o  i   .«.   /-A c\     f     ** A  o  i    i    "i    o  1    f    o       /./if.         1  *\ 
,  Zj  .  .  / A,  p?  OJ  =  U       (^p,  0  =  U;  ^J  A  -f-   I;  ^  A  -f-  £)  .  .  ^  -j-  V  1J. 

Umgekebrt,  sind  alle  diese  Bedingungen  erfiillt,  so  verschwinden 
nach  Art.  26  tiberhaupt  alle  2  A  +  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten 
von  (jBv^i)}  und  der  Rang  dieses  Schemas  ist  also  2 A.  Damit  nun 
auch  (J5,,)  den  Rang  2 A  besitze,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs 
man  identisch  habe 

(o)  ( JL«  u,  .  .  &  A.  On  ^  "~f~  is)  ===  U 

\     /  \/J  7v?l          / 

(Q  =  0,  2A  -f  1,  2A  +  2,  . .  »,  n  +  1,  .  .  n  +  v  —  1). 

Rechnet  man  die  Pfaff'schen  Aggregate  (3)  nach  den  Regeln  des 
Art.  18  oder  20  und  mit  Rucksicht  auf  die  Identitaten  (2)  aus,  und 
ersetzt  fv  iiberall  durch  f,  so  erhalt  man  n  +  v  —  2 A  unabhangige 
lineare  homogene  partielle  Differentialgleichungen  mit  der  Unbekannten  f} 
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[220] 


und  diese  Grleichungen  mtissen  mit  dem  System  (8)  des  vorigen  § 
identisch  sein.  Bezeiclmet  man  nun;  wie  fruher,  mit  11^  dasjenige 
PfafFsche  Aggregat  der  Ordnung  n,  das  ans  P  entsteht,  wenn  man 
darin  die  Ziffer  /c  durcli  Q  ersetzt,  so  folgt: 


(4) 


Mit  Riicksicht  auf  (2);  und  nach  Ersetzung  von  fv  durch  f  liefern 
also  die  Relationen  (3)  fur  p  =  0  ,  2  1  -f-  1  ?  .  .  n  die  folgenden  Grlei- 
cliungen: 


(5) 


(6)  -p 

Man  hat  ferner: 

(7)  Zf^  =  (-  l)*+i  (ft  1,  .  .  4 
wobei  das  Symbol 


.  .  2A)  EEE  - 


falls  /»;  <  Z;  SJinliclL  wie  in  Art.  21  ;  dasjenige  Pfaff  'sche  Aggregat  der 
Ordnung  2/1  -  —  2  bedentet,  das  aus  P  durch  Weglassung  der  Ziffern 
Jc  nnd  I  entsteht,  und  allgemein  Pki^  —  Pki  gesetzt  wird. 

Beriieksiclitigt  man  die  Identitaten  (2)  (4)  (7);  und  ersetzt  fv 
durch  f,  so  liefern  die  Relationen  (3)  unter  der  Annahme  Q  ==  n  +  1, 
n  -f-  2;  .  .  n  -\-  v  —  1  die  folgenden  Beziehungen: 


(9) 


220.  Wir  fiihren  jetzt  die  nachstehenden  Symbole  ein: 
( 


(A  =  - 


11 
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Dann  konnen  wir  die  Grleicliungen  (5)  (6)  (8),  die  zur  Bestim- 
mung  von  fv  dienen;  so  sehreiben: 

(10)  (00-0     (/%  =  0        (*-l,2,..n-x) 

(11)  OV)  =  0  (fc-1,2,..*-!). 

Wir  wollen  diese  (Heiclmngen  als  das  ;,yollstandige  System  K-i" 
bezeichnen. 

Darnach  entsteht  das  vollstandige  System  Vv  aus  Fr__i  dureh. 
Hinzuffigung  der  Grleichung  (fvf)  =  0.  Das  vollst'andige  System  F0 
besteht  aus  den  Gleichungen  (10)  und  ist  mit  V  identisch  (Art.  129). 

221.  Ist  jetzt  x^  .  .  Xn  eine  Stelle;  an  der  alle  at  regular  und  die 
Pfaff'schen  Aggregate  P;  772a,o  nicht  null  sind?  so  ist  das  System  V 
nacli  den  Ableitungen 

df 


auflosbar?  und  die  Koeffizienten  dieser  aufgelosten  Form  sind  an  der 
Stelle  ^°  .  .  Xn°  regular  (Art.  163). 

Wir  durfen  dann  fur  jeden  Index  v  der  Beihe  1,  .  .  A  annehmen, 
dafs  die  Funktionen  f±  .  .  /v_i  an  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  regular  sind  und 
die  Funktionaldeterminante 


daselbst  nicJit  verschwindet,  dafs  ferner  das  vollstandige  System  Vv  nach 
den  AUeitungen 

df          8f       _  Jdf_ 
3%^v  2®x~v+i  "  Sxn 

in  der  Form: 


auflosbar,  und  alle  Funktionen  |^]  an  der  Stelle  x^  .  .  xj  regular  sind. 

Da  unsere  Behauptung  fur  v  =  0  zutrifft,  so  kaben  wir  nur  zu 
zeigen,  dafs  sie  fiir  den  Index  v  richtig  ist?  wenn  sie  fur  den  Index 
v  —  1  bereits  bewiesen  ist. 

Es  seien  also  die  Funktionen  fx  .  .  /*v_i  bereits  so  bestimmt;  dafs 
ihre  nacli  x±  .  .  ^—  i  genommene  Funktionaldeterminante  an  der  Stelle 
x^  .  .  xn°  nicht  null  ist;  ferner  seien  die  totalen  Differentialgleichungen: 
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(12) 

^ 

m.      t 

:fjkdxk  =0 

naeL.  den  Differentialen 


auflosbar,  d.  h.  das  PfafFsche  Aggregat  der  Ordnung  2 A: 
(13)         (1,  27  . .  2A  —  v,  0,  »  +  1,  n  +  2,  . .  *  +  v  —  1) 

sei  nichi  identisclt  null,  und  insbesondere  an  der  Stelle  x^  . .  xn°  von 
null  verschieden.  Die  aufgeloste  Form  des  Systems  (12)  enthalt  dann 
u.  a.  Gleichungen  der  folgenden  Q-estalt: 

(3b=lJ2,..2A  — v), 

wo  die  Koeffizienten  i^"1^  nnr  yon  den  %  .  .  xn  abhangen  und  an  der 
Stelle  x^ . .  x£  regular  sind;  das  System  K-i;  das  zu  unserm  System 
Pfaff'scher  Grleichungen  adjungirt  ist,  hat  dann  die  Form 


besitzt  also  unbegrenzt  viele^  an  der  Stelle  $±  . .  xnQ  regulare  Integrate  f, 
und  war  kann  die  Funktion  yfo  . .  flfej— v),  auf  die  sich.  f  yermoge 
der  Substitution 

xs  ==  XSQ        (s  =  %  —  v  -f-  1,  - .  n) 

reduzirt,  beliebig  gewaMfc  werden  (Art.  62),  also  sind  insbesondere  die 
Werte  f®k)  welche  die  Ableitungen 

(14)  (n  +  v>*)=/;»  =  ||      (J=1,2,..2A-V) 

an  der  Stelle  ^° .  .  xnQ  annelimen,  -willkurlicli  wahlbar.  Daher  lafst 
sieh  (wegen  v  <  1}  ein  Integral  fv  des  Systems  Vv—i  so  bestimmen; 
dafs  die  nach  xt .  .xv  genommene  Funktionaldeterminante  yon  /i . .  fv 
an  der  Stelle  xf  nioht  null  ist.  Wir  betractten  ferner  alle  Pfaff'schen 
Aggregate  der  Form 

(15)  (\,  ^2;  . .  ^-y-i,  0;  n  +  1,  n  +  2,  . .  n  +  v); 
worin  die  4$  beliebige  Indices  der  Eeihe 
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1,  2,  .  .  2A  —  v 

bedeuten.  Dann  lassen  sich,  behaupten  wir?  die  willkurlichen  Kon- 
stanten  /^  so  wahlen,  dafs  an  der  Stelle  xf°  wenigstens  eines  der 
Aggregate  (15)  nieht  null  ist.  Andernfalls  versehwanden  tiamlich,  wie 
man  auf  Grand  der  Formel  (18)  p.  25  nnd  der  Willkiirlichkeit  der  f%k 
leicht  erkennt,  an  dieser  Stelle  alle  Aggregate  2/1  —  2fcer  Ordnung  der 
Form: 

(&1;   \9    .  .    &22-r-2;    0,   n  +  1,   W  -f  2,    .  .   W  +  V  —  1) 

und  daher  auch  das  Aggregat  (13),  wie  ans  den  Identitaten  (2)  ohne 
weiteres  folgt. 

DarnacL.  konnen  wir;  ohne  die  Allgemeinlieit  zu  beschranken;  an- 
neL.men;  dafs  insbesondere  das  Aggregat 

(1,2,  ..  2JL  —  V  —  I,  0,  »  +  1,  .  .  »  +  v) 

an  der  Stelle  x^  .  .  xn°  nicht  null  ist;  worans  die  Richtigkeit  der  zn 
beweisenden  Behauptiing  anch,  fur  das  System  Vv  sofort  folgt. 

Fur  v  =  1  kommen  wir  so  zu  den  Resultaten  des  Art.  163  zurtick. 

Ftilirt  man  mittels  der  Formeln 


statt  #x  .  .  xv—  i  die  neuen  Variabeln  x^  .  .  %v—i  ein;  so  verwandelt  sick 
fv  in  eine  Funktion 

ffi-V^xJ.  .  xl-iXv  .  .  a?n) 

und  gleichzeitig  das  yollstandige  System  Vv~  i  in  ein  n  —  %  -(-  v- 
gliedriges  System  mit  den  Independenten  #„,  ^4.1  .  .  a;W;  in  dessen 
Koefflzienten  die  Xt  als  Parameter  eingelien  (Art.  88);  dieses  System 
ist  augenscheinlicli  mit  demjenigen  identiscli?  das  in  Kap.  VI  mit  V^~~^ 
bezeich.net  wurde?  yorausgesetzt;  dafs  die  Funktionen 

f      f(l)     ffi  /0>-2) 

>V   '2    >   /3       '  '   'v—  1 

mit  den  dainals  ebenso  bezeichneten  Funktionen  tibereinstiinmen. 

Unsere  gegenwartige  ?;expliciteu  Reduktionsmethode  ist  darnach. 
—  zunachst  fur  den  Fall  %  =  2/L  —  von  derjenigen  des  Kap.  VI  nicht 
wesentlich  versctieden;  in  der  That  wird  man  ja,  wenn  es  sich  um 
die  Bestimmung  der  Funktion  fv  handelt;  von  dem  Umstand;  dafs  das 
System  Fr_  i  die  bereits  bekannten  Integrale  f±  .  .  /V_JL  besitzt;  in  der 
Weise  Nutzen  ziehen?  dafs  man  diese  Losungen  als  neue  Independente 
a?/  .  .  ^'_i  in  das  System  7",,_i  einfuhrt  (Art.  88). 

222.  Es  ertibrigt  noch;  die  analogen  tFberlegungen  auch  fur  den 
Fall  H  =21  —  1  durchzufuhren.  Es  seien  wiederum  die  Aggregate 

V  =  (1,  2,  .  .  2A  -  2);  Q  ==  (0,  1,..  21  —  2,21  —  1) 
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nicht  identisch  null.  Dann  schreiben  sich  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden  Bedingungen  dafur;  dafs  die  Matrix  (J?r._i)  des  Art.  212 
den  Bang  2  A  besitze,  mit  Riicksicht  auf  die  Identitaten  (2)  und  den 
Satz  des  Art.  26  folgendermafsen  : 

(0,  1,  ..  2A-1,  p,  tf)-0 

(ft  *  —  2A,  21  -f  1,  .  .  n,  n  +  1,  .  .  n  +  v  —  1). 

Damit  nun  2  A  auch  der  Rang  von   (By)  sei?  ist  notwendig  und 
liinreicliend,  dafs  man  identisch  habe: 

(0,  1;  .  .  2A  —  1;  ft  n  +  v)  =  0    (?  =  2^;  2  A  +  1,  .  .n  +  v  -  1). 

Durck  eine  ahnliclie  Rechnung  wie  oben  erhalt  man  Lieraus  fiir 
Q  =  2jl;  .  .  n  nadbt  Ersetzung  yon  /i,  durcb.  /'  die  partiellen  Differential- 
gleichungen: 


•und  fur  ()  ==  n  +  1?  .  .  n  +  v  —  1  die  folgenden 


Dabei  hat   das  Symbol  K^^^s   dieselbe  Bedeutung   wie  in  Art.  32? 
und  es  wird  mit 


im  Falle  Tc  <  {  dasjenige  PfafFsclie  Aggregat  der  Ordnung  2  1  —  2  be- 
zeicktiet,  das  aus  Q  durch.  Weglassung  der  Ziffern  "k,  I  entsteb.t;  wah- 
rend  in  alien  abrigen  Fallen  die  Bedeutung  dieses  Symbols  durch  die 
Formeln 

Qkl  =  —  ftA;  Qkk  =  0 
gegeben  ist. 

Wir  schreiben  nun 


22— 1  a*— 1 


(16) 


und  erhalten  solcherweise  zur   Bestimmung  von  fv  das  nachstehende 
vollstandige  System 
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(17)  [/•],  +  !  =  0        (s  =  0,l,..n-2A) 

(18)  [fifl-0        (&  =  l,2,..v-l) 

welches  kurz  als  ;;das  vollstandige  System  Wr_i"  bezeicb.net  werde. 
Das  System  WQ,  d.  L  die  Relationen  (17)?  sind  mit  W  identiscb 
(Art.  131). 

Sind  an  der  Stelle  x±°<  .  .  xnQ  alle  at  regular  und  die  Aggregate 
P',  Q  nicbt  null,  so  diirfen  wir7  obne  die  Allgemeinheit  zu  beschranken, 
annebmen,  dafs  die  Funktionen  /i/*2  •  .  fv  an  der  Stelle  x±  .  .  xn®  regular 
seien,  und  ibre  nacb  x±  .  .  xv  genominene  Funktionaldeterminante  da- 
selbst  nicbt  verscbwinde,  dafs  ferner  das  System  Wv  nacb  den  Ab- 
leitungen 


auflosbar;  und  die  Koeffizienten  dieser  aufgelosten  Form  an  der  ge- 
nannten  Stelle  alle  regular  seien.  Die  Ricbtigkeit  dieser  Bebauptungen 
folgt  durcb  Betracbtungen,  die  denen  des  Art.  221  ganz  analog  sind. 
Aucb  erkennt  man  jetzt  obne  Scbwierigkeit,  dafs  die  Reduktionsmetbode 
des  Art.  214  in  dem  vorliegenden  Falle  x  =  2  A  —  1  auf  das  Ver- 
fabren  des  Art.  161  dadurcb  zurtickgefubrt  werden  kami;  dafs  man 
mittels  der  Relationen 

^1    ===s  fi  •  •  $v    ==  fv 

die  Variabeln  xl  .  .  xv  aus  Wv  eliminirt. 

223.  Zur  Aufstellung  der  yollstandigen  Systeme;  die  im  Falle 
%  =  2  A  —  1  bei  der  Metbode  des  Art.  218  benutzt  wurden,  bedienen 
wir  uns  der  Symbole  U^  und  P^;  von  denen  das  erstere  in  Art,  32 
erklart  wurde,  wabrend  das  letztere;  mit  (  —  l)*+z+1  multiplizirt?  im 
Falle  &  <  I  mit  dem  Pfaff'scben  Aggregat  2  1  —  4ter  Ordnung: 

(1,  .  .  *  —  1,  A  +  1  .  .  I  —  1,  I  +  1  .  .  21  —  2) 
tfbereinstirnmt;  wabrend  es  in  den  iibrigen  Fallen  durcb  die  Formeln 

P%i  ==~  —  Pity  Pkk  ^  0 
definirt  ist. 

Mit  Riicksicbt  auf  (2)  scbreiben  sicb  die  notwendigen  und  bin- 
reicbenden  Bedingungen  dafur;  dafs  die  Matrix  (OV-i)  des  Art.  218 
den  Rang  2  A  —  2  besitze,  folgendermafsen: 

(1,  2,  .  .  2A  —  2,  &  *)  =  0    (9  =  2A  —  1,  2A;  .  .  n  +  v  -  1). 

Eine  abnlicbe  Recbnung  wie  in  Nr.  219  zeigt  dann?  dafs  die  par- 
tiellen  Differentialgleicb.ungen?  denen  nach  der  Metbode  des  Art.  218 
die  Funktion  fv  geniigen  mufs;  so  lauten: 
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(19)  {/]8  =  0        (*  =  0,l,..n-x) 

(20)  {/}/}  =  0        (A  =1,2,.  -"-I) 
worin  gesetzt  wurde: 


22—2 


**x-f*  ! 

2^_2  22  —  2 


(21) 


Die  Gleichnngen  (19)  (20)  bezeichnen  wir  als  das  vollstandige 
System  Fr_i;  das  System  F0  1st  mit  den  Relationen  (19),  d.  L  rait 
V  identisck  Sind  an.  der  Stelle  x^  .  .  xnQ  alle  a-,  regular  und  P'9  Q 
von  null  Terscliieden;  so  diirfen  wir  auch  hier  wieder  fur  jedes  v  der 
Reihe  1  .  .  A  —  1  anneiimen,  dafs  alle  Funktionen  /^  .  .  fv  an  der  Stelle 
xl®  regular  und  ihre  nach.  x^.  *xv  genommene  Funktionaldeterminante 
daselbst  nicht  null  sei?  dais  ferner  das  System  Vv  nacb.  den  Ab- 
leitungen 


auflosbar^  und  die  Koeffizienten  dieser  aufgelosten  Form  an  der  ge- 
nannten  Stelle  samtlich  regular  seien;  ferner  rerwandelt  sich.  Vv  in 
das  System  VM  des  Kap.  VI;  wenn  man  mittels  der  Gleicbungen 

fi  =  %i  --fv  —  %v 

die  Variabeln  ^  .  .  xv  eliminirt,  vorausgesetzt  ,  dafs  die  Funktionen 
fifz®  -  -  /V^~1J  bez.  mit  den  damals  analog  bezeicbneten  ubereinstirnmen  ; 
also  ist  die  Reduktionsmethode  des  Art.  218  mit  derjenigen  des 
Art.  159  im  Wesentlicben  identiscb. 

224.  Die  in  diesem  §  eingefubrten  Klammersymbole  gentigen  den 
Identitaten: 


Zwiscben  den  Klammersymbolen,  die  in  den  letzten  beiden  Nummern 
eingefiibrt  wurden;  besteben  folgende  Zusammenbange: 


(23) 

Die  erste  dieser  Identitaten  wird  dadurch  verifizirt,  dafs  man  in 
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der  Identitat  (28)  des  Art.22  fur  P  das  Pfaff'sche  Aggregat  (0,  1,  ..  2Z—  1) 
substituirt,  ferner  cc  =  0;  fi  =  h-  y  —  l;  d  =  2k  —  1  setzt;  und  so 
die  Identitat: 

P'  1  1 


erhalt.     Setzt  man  diese  Ausdrueke   fur  die  PA'Z  ;n  das  Symbol   {y>f} 
ein?  und  berucksichtigt  noch  die  Beziehungen: 

Qk,  2^—1  ^  —  .Zlao  , 

so  folgt  nach  leichter  Rechnung  in  der  Tliat  die  Identitat  (22). 

Die  Identitat  (23),  die  aus  den  Bemerkungen  des  Art.  33  ohne 
weiteres  L.ervorgelit;  lelirt;  dafs  man  in  dem  vorliegenden  Falle  x=2A  —  1 
das  Tollstandige  System  V  in  jeder  der  beiden  Formen 


schreiben  kann,  wahrend  das  System  W  durcli  die  n  —  %  Grleiclmngen 
[/I*  ==  0  dargestellt  wird. 

§  3.     Die  bilineare  Kovariante- 

225.  Es  seien  dxt  .  .  dxn  bezwr.  d%±  .  .  da?n  zwei  verscMedene  Systeme 
von  Inkrementen  der  unabhangigen  Variabeln  xl  .  .  xn  ,  und  es  be- 
zeiclme  Sf  das  totale  Differential  einer  Funktion  f(x^  .  .  xn)  unter  der 
Voraussetzung?  dafs  fin*  die  Zuwachse  der  Xi  die  dx-k  genommen  werden. 
Setzen  wir  dann  noch 

d8xk  =  ddxk    (k  =  1,  2;  .  .  ri) 
und  bilden  wir  den  Ausdruck 


d  I 

so  liefert  die  Ausrechnung  folgendes  Resultat: 


worin  wie  gewohnlich 


2  a. 


gesetzt  wurde.     Der  Ausdruck  (1)  heifst   die  Bilineare  Kovariante" 
des  Pfaff'schen  Ausdrucks 

v.  Weber,  Bas  Pfaffsche  Problem.  20 
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und  zwar  aus  folgendem  Grunde: 

Yermoge  einer  beliebigen  Yariabelntransformation 

(2)  x]  =  &&'  .  .  o?0;  */  «  9>.fo  •  •  ^)    (*'  =  !  •  •  *) 

verwandelt  sich  z/  in  den  Ausdruck 

J'^Zai'fa'  .  .%n)dxf\ 

Bedeuten  jetzt  fe',  ##/  die  Inkrementensysteme;  die  vermoge  (2)  den 
Systemen  doc,  bezw.  8xi  entsprechen,  so  gelten  die  Beziehungen: 

(3)  **/ 


Perner  hat  man  nach.  Art.  98  yermoge  (2)  die  Identitaten 


(4) 


Aus  den  Relationen  (3)  (4)  aber  folgt  unmittelbar: 


m.  a.  W.:  Verwandelt  sick  vermoge  einer  belieligen  Variabelntrans- 
formation  (2)  efer  Pfaff'sche  Ausdruck  /I  in  ^f'y  so  geht  gleichmtig  die 
"bilineare  Kovariante  von  d  in  diejenige  von  /J'  ilker,  wenn  die  Inkre- 
mentensysteme  dxi  bezw.  dx%  der  Transformation  (3)  unterworfen  werden. 

Wir  wollen  nun  auseinandersetzen,  wie  iian;  ansgehend  von  der 
soeben  bewiesenen  Korarianz  des  bilinearen  Ansdrucks  (1),  durch  rein 
algebraische  ITbeiiegungen  zu  der  in  §  1  entwickelten  ??expliciten" 
Reduktionsmethode  eines  PfafFschen  Ansdrucks  /I  znriickgefiilirt  wird. 

Schreiben  wir 

%,    t?*,   Ur',  V8',   Cir 

bezw.  statt 


so  verwandeln  sich  die  Ausdrticke  z/,  d'  und  die  zugehorigen  bilinearen 
Kovarianten  bezw.  in  die  Pormenpaare: 

(5)  ,  du 

(6)  X'E 
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und  es  bestehen  vermoge  der  kongruenten1)  linearen  Transformationen 
der  Variabeln  u,  v: 


(7) 

die  Identitaten: 


Umgekelirt,  soil  der  Pfaff'sche  Ausdruck  A  vermoge  einer  Variabeln- 
transformation  (2)  in  d'  tibergeiien;  so  mufs  es  auch  zwei  kongraente 
lineare  Transformationen  (7)  geben;  vermoge  deren  die  Identitaten  (8) 
bestehen. 

Um  also  die  Aquivalenz  zweier  gegebener  Pfaff'sclier  Ausdriicke 
z/?  A'  zu  entsclieiden,  mtissen  wir  folgendes  rein  algebraische  Problem 
miterledigen: 

Welches  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Sedingungen  dafiir, 
dafs  ein  gegebenes  Formenpaar  (5)  vermoge  kongruenter  linearer  Sub- 
stitutionen  (7)  in  ein  anderes  gegebenes  Formenpaar  (6)  ubergefuJirt 
werden  Jcann? 

Bei  der  Untersiicliung  dieser  Prage  konnen  wir  die  Grofsen 
ai}  aa  ==  —  a^i  ^.nd  ct> '  vorlaufig  als  Konstante  behandeln. 

226,  Wir  entwickeln  in  diesem  und  den  nachsten  Artikeln  einige 
Htilfss'atze  tiber  Bilinearformen. 

Unter  dem  Hang  der  alternirenden  (scMefsymmetrischen)  Bilinearform 


1      1 

verstehen  wir  den  Rang  2r  der  scMefsymmetrischen  Matrix: 
(C)  ||aa||      ft*-l,3,..»). 

Dieser  Rang  ist  eine  Invariante  von  ^uv  gegeniiber  beliebigen 
kongruenten  linearen  Transformationen  der  Variabelngruppen  Ug  und  vk, 
m.  a.  W.:  verwandelt  sick  ^uv  vermoge  der  linearen  Substitutionen 
(7)  in  ®u'v'?  so  ist  der  Rang  dieser  letztern  Form  wiederum  2v.  Es 
folgt  dies  mit  Rucksicht  auf  die  Identitaten: 


1)  Eine    lineare   Transformation    der  Yariabeln    ^  .  .  un  lieifst   zu   einer 
linearen  Transformation  der  Variabeln  ^  .  .  vn  ,,kongruentu,  wenn  sie  dieselben 

Koeffizienten  c.f  besitzt;  ebenso  bezeiclmet  man  zwei  Linearformen  a^  u^  -| (-  anun 

und  a  v   +  *  *  +  Vn  m^  denselben  Koeffizienten  als  ,,kongruentu. 
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(lurch  eine  ganz  ahnliche  Uberlegung  wie  in  Art.  98: 

227.   Es  seien  nunmehr  v  (<.n)  Paare  kongruenter  Linearformen 


vorgelegt,  wobei  die  Koeffizienten  fa  Eonstante  bedeuten.  Die  Formen 
E/i  .  .  ZTi,  seien  linear  unabhangig,  etwa  Mnsichtlich  \  .  .  wv;  d.  L  die 
Determinate 

|  /i*  |     (i,  &  =  1  -  -  v) 

sei  von  Null  verschieden.     Lafst  sicH  nun  &Uv  in  der  Gestalt 

(9) 

i 

darstellen?  worin  Uv+%  und  Fr+8-  kongruente  Linearformen  von  den 
u  bezw.  v  "bezeichnen?  so  verschwindet  0W2?  identisch  vermoge  der  v 
kongruenten  Relationenpaare 

(10)  J7X  =  0,  .  .  ft  =  0;  Fi  =  0,  .  .  7r  =  0 

umgekehrt.    Letzteres  erkennt  man  so:  die  Formeln 


stellen  kongruente  lineare  Transformationen  der  beiden  Variabeln- 
gruppen  u  und  v  dar;  vermoge  dieser  Transformationen  geht  <X>UV  in 
eine  Form  $J'  „'  tiber?  die  unter  der  Annahme  u^  =  0  .  .  uvf  =  0; 
^  =  0  .  ,  t?/  =  0  verschwindet,  also  mit  Rticksicht  auf  ihre  schiefe 
Symmetrie  notwendig  die  Form  hat: 


wobei  die  7r'+£  bezw.  Uv+i  kongruente  Linearformen  in  den  v'  bezw. 

u    bedeuten.    Durch  Riickubergang  zu  den  alten  Variabeln  u  und  v 

folgt  dann  unsere  Bebauptung  unmittelbar. 

Hieraus  und  aus  den  tJberlegungen  des  Art.  80  folgt: 

Damit  die  alternirende  Silinea/rform  &uv  sich  in  der  Form  (9) 

dcvrstellen   lasse,    ist  notwendig   und  hinreichend,   dafs  der  Rang  der 

Matrix 
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0  %          als     .  .  Oin    fu      /ai      •  •     A 


(a) 


&n  I  ton  2  a^s      •    •  0  fin      fan       •    •      fvn 

-/u    -/ii     -/Is    •  •     ~/i«    0       0       .  .    0 


—  Ai    —  Aa    —As    .  .     —  A»     00       .  .     0 

nicht  grofser  als  2  v  sei 

228.  Nach.  dem  Vorigen  kann  die  Zahl  v9  wenn  die  Darstellung 
(9)  moglich  sein  soil,  niciit  kleiner  als  t  sein.  Us  gilt  nun  der  Safe: 
Sesifet  die  Silinearform  <&uv  den  Rang  2v,  so  Jcann  sie  in  der  Form 

(11)  »., 

dargestellt  werden, 

Unter  der  gemachten  Annahme  lassen  sich  namlich.  T  linear  un- 
abhangige  Grrofsensysteme 

(12)  /;i/ii..  /i,        (*=!,..*) 

so  bestimmen;  dafs  die  Matrix  (C*)  ebenfalls  den  Rang  2t  besitzt. 

In  der  That,  hat  man  die  v  —  1  ersten  Systeme  (12)  bereits  so 
bestimmt,  dafs  sie  linear  unabhangig  sind  und  alle  2r  +  2-reihigen 
Hauptunterdeterminanten  Yon  (Cv_i)  zum  Verscltwinden  bringen;  und 
schreiben  wir  die  Bedingnngen  dafiir  auf;  dafs  aucH  (Gv]  den  Rang 
2r  besitze;  so  erhalten  wir,  wie  aus  den  Erw'agungen  des  Art.  218 
leicht  folgt;  zur  Bestimtnung  der  Unbekannten  fv1i,  fvZ  .  .  fvn  ein 
System  von  n  —  2$  -{-  v  —  1  linear  unabiiangigen,  linearen  homogenen 
Gleichungen;  die  aulser  den  v  —  1  ersten  Grrofsensystemen  (12)  nock 
2-c  —  2v  +  2  weitere  linear  unabhangige  Losungensysteme  zulassen. 
Die  Riahtigkeit  unserer  Behauptung  folgt  daun  leicht. 

Sind  solcherweise  die  Linearformen  U^  .  .  U*  bestimint;  so  folgen 
die  Koeffizienten  der  in  (11)  auftretenden  Linearformen 

|  ----  f-  Ftn 


^^ 

'" 
durcb.  Auflosnng  der  (nnnmelir  vertraglichen)  linearen  Grleichungen: 


a,-k  =         (fti  Fs,  —  ftlF.  ,)        (t,  *  ==  1  .  .  n), 

1 

aus    denen    uberdies  mit  Htilfe   der   Theorie   der  Determinantencom- 
position,  ahnlich  wie  in  Art.  127  geschlossen  werden  kann,  dafs  alle 


310  Kap.  IX.    Die  explicite  Reduktionsmethode.  [229,  230] 


2r  Form  en  U^  .  .  Uz*  (und  ebenso  natiirlich  V1  .  .  F2t)  von  einander 
linear  unabhangig  werden. 

229.  Es  sei  jetzt  r  eine  Zahl  <v;  denken  wir  uns  dann  die  r 
linear  unabhangigen  Linearformen  U±  U%  .  .  C£  beliebig  vorgelegt,  so  er- 
hebt  sich  die  Frage  nach  der  kleinsten  Zahl  v  von  der  Beschaffenheit, 
dafs  die  Bilinearform  &U9  sich  in  der  Grestalt  (9)  darstellen  lasse. 

Wir  behaupten,  dafs  diese  Zahl  v  mit  der  halben  Rangzahl  der 
Matrix  (C7r)  tibereinstimmt.  Die  gesuchte  Zahl  kann  nach  Art.  227 
nicht  kleiner  sein  als  der  angegebene  Wert.  Es  bleibt  also  nur  noch 
folgendes  zu  zeigen:  Sind  r  linear  unabh'angige  Grrofsensysteme  fn  .  ,fin 
von  der  Besehaffenheit  vorgelegt;  dafs  die  Matrix 

f  h  £  >  .    7  ^  7  ^  v 

=  1  .  .  r) 


f  n  ^ 

(GO 


f 
A  A 


den  Rang  2v  besitzt;  so  lassen  sich  weitere  v  —  r  Grofsensysteine 
fn<-ftn  so  bestiinmen;  dafs  anch  in  der  Matrix  (GO  a^e  2a/  +  2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  verschwinden. 

Dies  ist  aber  unmittelbar  evident,  wenn  wir  in  den  bisherigen 
Uberlegungen  tiberall  n  dnrch  n-\-r,  ferner  2r  durch  2v  ersetzen; 
und  wie  friiher  von  den  Bezeichnungen 

>nhnl  =  0          l    I  =  1  .  .  T     &  =  1  .  .  n 


Geb  ranch  machen.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  folgendes:  Ist  /  —  1  eine 
Zahl  der  Reihe  l?2?..i/  —  r  —  1?  und  hat  man  die  /  —  1  Grrofsen- 
systeme 

(13)  fr+ht  !,  fr+h,  8  .  .  fr+ht  n        (h  =  1,  2,  .  .  /  -  1) 

bereits  so  bestimint?  dafs  die  Matrix  (G.+/—  i)  den  Rang  2v  besitzt; 
so  erhalt  man  durch  Nullsetzen  aller  2v  -f™  2-reihigen  Hauptunter- 
determinanten  von  (G+  /•')  fei"  die  n  Unbekannten: 

//•-f/,1;   /r+r',2    •  •   /r+r',w 

ein  System  von  n  +  ^  +  ^  —  (2i/  -f-  1)  linear  unabhangigen,  linearen 
homogenen  Gleichungen?  die  also  aufser  den  Grofsensystemen 

fa  ..ffn       (,:  =  l;2;..r  +  /-l) 

noch  %v  —  2(r  -f-  /)  -f-  2  weitere  Losungensysteme  zulassen. 
230.  Mittels  der  linearen  homogenen  Gfleichungen 

(14)  U,  =  0,  .  .  Ur  =  0,  V1  —  0,  .  .  F,  ~  0 

denken  wir  uns  r  von  den  Variabeln  wf  als  ganzlineare  homogene 
Funktionen  der  w  —  r  iibrigen  Ut,  und  die  bez.  denselben  Indies  ent- 
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sprechenden  r  Variabeln  Vi  ebenso  durch  die  tibrigen  «?/  ausgedruckt 
und  in  3>uv  substituirt.  Dadnrch  verwandelt  sich  diese  Form  in  eine 
alternirende  Bilinearforin  <f>Uv  mit  nur  n  —  r  Variabelnpaaren  u,  v. 
Besitzt  nun  (PMe  den  Bang  2r0;  so  sagen  wir:  JyDie  Bilinearform  <&Uv 
"besitgt  vermoge  der  Belationen  (14)  den  Bang  2r0". 

Es  gilt  jetzt  die  wichtige  Thatsache: 

»Ist  2v  der  Rang  der  Matrix  ((7r),  so  ~besit$t  die  Bilinearform 
iVk  vermoge  der  linear  unafihangigen  Belationenpaare: 


Wi  =  0;          /i.tV  =  0     Qi  =  1,  .  .  r} 
i  i 

den  Bang 

2tr0  =  2v  —  2r". 

Die  Bilinearform  <J>UV  kann  namlicL.  durch  r0  und  nicht  weniger 
kongruente  Relationenpaare  in  u,  v  zum  Versckwinden  gebracht  werden 
(Art.  226  u.  227).  Die  Minimalzabl  kongruenter  Relationenpaare, 
welche  die  Grleichungen  (14)  umfassen  und  <&wy  zum  Verschwinden 
bringen,  ist  also  r  +  r0;  aber  nach  der  yorigen  Nr.  auch  gleich.  v9  was 
zu  zeigen  war. 

Dieser  Satz  entii'alt  den  Schlufssatz  des  Art.  227   als  Spezialfall. 

Die  Zahl  2r0  und  mithin  auch  die  Zahl  2v  ist  offenbar  eine 
simultane  Invariante  der  Bilinearform  3>uv  und  der  r  Linearformen 
Z7j_  .  .  Ur  gegeniiber  beliebigen  kongruenten  linearen  Transformationen 
der  beiden  Variabelngruppen  u  und  V*  m.  a.  W.;  verwandelt  sich.  &uv 
vermoge  der  Transformation  (7)  in  3>Jv  und  Ui  in  ?7/;  so  besitzt  die 
Bilinearform  0u'vr  vermoge  der  Relationen 

Di'=0,  ..  Z7/  =  0,  F/=0;  ..  F/  =  0 

wiederum  den  Rang  2r0. 

231.  Sind  %9  %1;  %2  wie  friiher  die  Rangzahlen  der  3  Matrices 
(A)  (B)  (C);  die  nacb  der  Vorschrift  des  Art.  96  aus  den  Koeffizienten 
%;  a^  des  Formenpaares 

(5)  Ju 

gebildet  werden,  so  ist  in  der  gegenwartigen  Bezeichnungsweise  %%  der 
Rang  der  Bilinearform  <DUV,  %  —  2  der  Rang,  den  <&K1}  vermoge 
4U  =  0?  ^  =  0  besitzt  ;  endlich  %  —  1  das  arithmetische  Mittel  aus 
beiden  Zahlen.  Darnaoh.  ist  die  Zahl  n  eine  simultane  Invariante  des 
Formenpaars  Ju,  0UV  gegeniiber  kongruenten  linearen  Substitutionen 
der  beiden  Yariabelngruppen  u,  v.  Wir  wollen  diese  Zahl  als  die 
des  Formenpaares  4U}  0U1,"  bezeichnen. 
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Dieser  Begriff  gestattet  folgende  Verallgemeinerung.     1st  2p  der 
Rang  von  (Cr),  2<?  derjenige  der  Matrix 

ft/*    #/    A? 
-  ak     0     0 


*,  7c  =  1  . .  w;  *  =  1  . .  r) 
—  A*    0     0 

so  sagen  wir,  das  Formenpaar  Juy  0UV  besitzt  yermoge  der  Relationen; 
Di  =  0,  . ,  Vr  =  0;  7X  =  0;  . .  Fr  =  0    (Z7A  =  ^/i,-^) 

die  Klasse  x  =  p  +  6<f.  Da  <?  entweder  9  +  1  0(^er  ?  is*  (^r*-  27), 
je  nachdem  5c  ungerade  oder  gerade  ist;  so  sind  durcli  Angabe  yon  5c 
die  Zahlen  2$  und  2c?  mitbestimmt. 

232,  Bs  sei  jetzt  2/1  der  Rang  yon  (B)  (Art.  96),  dann  lassen  sich 
nach  Art.  229  A  —  1  Linearformen  Ui  so  bestimmen;  dais  die  Formen 
duj  ZJj  . .  CTjt—i  linear  unabhangig  sind;  und  dafs  die  Bilinearform 
&U1}  yermoge  der  Relationen 

ju  =  o,  U,  -  0,  . .  OU  =  0;  ^  ==  0,  7X  =  0,  . .  72-i  -  0 
yerscbwindet.    Der  Ausdruck  du  1'alst  sict  nun  offenbar  in  der  Form 

darstellen;  cliese  Identitat  liefert  namlicli  die  Bedingungen: 


und  man  kann  fur  die  #t-  beliebige;  nicht  yersctwindende  Konstante 
waUen;  worauf  die  Unbekannten  fu.  .fyn  sich  berechnen  lassen.  Die 
Formen  U±  .  .  Ui  sind  dann  offenbar  linear  unabhangig,  und  ®U1)  yer- 
schwuidet  yermoge  der  Grleichungen 

Ui  =  0,  .  .  0";.  =  0,  Fx  =  0  .  .  F^  =  0. 

Aus  Art.  226  folgt  jetzt  : 

,,Ist  2  A  der  Rang  der  Matrix  (B),   so  gestattet  das  Formenpaar 
/IUJ  <&uv  folgende  Darstellung: 

(15)  ^ 

worin  die  Ci  .  .  Di  yon  einander  unabhangig  sind. 
Die  aus  (15)  folgenden  Relationen 


welche  die   Koeffizienten  JFi,   der  Linearformen    ^+jb,   7^+*  zu  be- 
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rechnen  erlauben,  lassen  iiberdies  genan  wie  in  Art.  127  ?  130  mit 
Hiilfe  der  Theorie  der  Determinantenkomposition  erkennen,  dafs  die 
2  A  Linearforinen  U±  .  .  UM  linear  unabhangig  oder  aber  durch.  eine 
einzige  lineare  homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  ver- 
knupft  sind;  je  nackdem  die  Matrix 

(C)  ||  OK  ||        (i,k  =  l..n) 

den  Rang  2  A  oder  2  A  —  2  besitzt. 

Im  letzteren  Fall  kann  man  naclx  Art.  228  A  —  1  imabhangige 
Linearforinen  [7^  ,  .  Ui—i  so  bestimmen,  dafs  die  Matrix  (C^—  i)  eben- 
falls  den  Rang  2  1  —  2  besitzt,  die  Bilinearform  (&Uv  sich  also  folgen- 
dermafsen  ausdrucken  lafst: 


(16)  *„.  ==        (Ut 

1 

•wahrend  die  Form  4U  yon  U±  .  .  C/i—  i  linear  unabtangig  wird;  also  auf 
die  Gestalt 

(17)  4u^Ui  +  aiUi-\  ----  h  ai-iDi-i 

gebrackt   werden   kann;   die  Konstanten    at  konnen   dabei  willkurlioh. 
gewab.lt  werden.    Die  aus  (16)  (17)  folgenden  Gleicliiingen 
*—  i  i—  i 


ccsfs  i  ;  aik  = 
i  i 

dienen  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  fn  and  F9js,  und  lassen  (wie 
in  Art,  130)  erkennen,  erstens,  dafs  die  Linearformen  U±  .  .  C/sz—  i 
linear  unabhangig  sind;  zweitens;  dafs  auch  umgekehrt;  wenn  eine  Dar- 
stellnng  (16)  (17)  unseres  Pormenpaars  moglicb.  sein  soil,  die  Rang- 
zatlen  von  (B)  und  (C)  gleich  2/1  bezw.  2  A  —  2  sein  miissen.  Wir 
konnen  die  bisherigen  Resnltate  demnacli  folgendermafsen  resumireB: 

1st  die  Klasse  %  des  Formenpaars  Ju,  <£uv  gleicJi  2A;  dann  und 
nur  dann  existirt  eine  Darstellung 

(18)  4, 

worin  die  Linearformen  U±  .  .  U$i  von  einander  linear  unaVhdngig  sind, 
und  Vi  ~be$w.  die  0u  TJi  Jcongruente  Linearform  bedeutet. 

1st  dagegen  K  =  2  A  —  1,  dann  und  nur  dann  gelten  Formeln  von 

folgender  Gestalt: 

2—1 

(19)  ^=ft  +  ^J71  +  ..  +  «*_xi7^ 
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worin  C^  .  .  Un-i  linear  unabMngige  Linearformen,  die  Vi  die  da#u 
Itongruenten  Linearformen  bedeuten. 

233.  Darch  den  vorstehenden  Satz  ist  zugleich.  das  in  Art.  225 
formulirfce  Aquivalenzproblem  miterledigt.  In  der  That,  soil  das 
Formenpaar 

(20)  J!f  =  270/w/;  #*'  *'  =  %£  AtM'Vk 

durch  kongruente  lineare  Substitutionen  (7)   in  das  Pormenpaar  duj 
&Uv  ubergefiihrt  warden  konnen,  so   mufs  es   nach  Art.  231   dieselbe 
Klasse  K  besitzen  wie  das  letztere.    TJmgekebrt,  ist  dies  der  Fall,  und 
ist  etwa  «  =  2A;  so  gestattet  das  Formenpaar  (20)  die  Darstellung 
i  i 

t  J7/;  ^  ,-  ~  ^  (Utr  Yi+t  -  Ui+  ,  70, 

1 

worin  die  Ui  linear  unabbangige  Linearformen  in  u^  .  .  un',  nnd  die 
Vi  die  dazu  kongruenten  Formen  v±  .  .  vn'  bedeuten;  die  «t-  baben  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  (18).  Dann  lassen  sich  n  —  K  Linearformen 
Ux+i  .  .  Un  und  ebenso  n  —  %  Linearformen  Z7J_f-i  .  .  Un'  so  bestimmen, 
dafs  die  Grleicbungen: 


sowobl  naeh.  wx  .  .  un,  v±  .  .  vn  als  ancb.  nacb.  u^  .  .  vn'  auflosbar  sind; 
also  kongruente  lineare  Transformationen  der  u  nnd  v  darstellen,  yer- 
moge  deren  offenbar  die  Identitaten  (8)  bestehen.  Da  analoges  ancb 
bei  nngeradem  H  gilt;  so  folgt  der  Satz: 

Das  Formenpaar  JU)  3>uu  kann  nur  dann;  aber  aucb.  stets  dann 
dnrch  kongruente  lineare  Transformationen  der  beiden  Variabelngruppen 
Ui  nnd  vt  in  das  Formenpaar  ^;  ®u'vr  tibergefiihrt  werden;  wenn 
beide  Formenpaare  dieselbe  Klasse  K  besitzen.  Diese  Zalil  ist  darnach 
die  einzige  Invariante  des  Formenpaares  ^/M;  3>uv  gegeniiber  kon- 
gruenten linearen  Transformationen  der  u  und  v. 

234,  Nacbdem  nun  das  in  Art.  225  formulirte  rein  algebraiscbe 
Problem  vollst'andig  erledigt  ist;  wollen  wir  unter  den  at  wieder  die 
Koeffizienten  eines  Pfaff'sclien  Ausdruckes  A  mit  den  Variabeln  x^^xn> 

und  unter  den  aik  die  Funktionen  ~^~  —  ~  yerstehen.    Es  lafst  sicb. 

0  X-j,  0  %£ 

nun  zeigen:  Man  kann  fiber  die  Grofsen  ah  fks,  Fjc$,  die  in  den  Ent- 
wickelungen  der  letzten  Artikel  yorkommen;  in  der  Weise  verftigen, 
dafs  identiscb.: 
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wenn  at  EE  Ft  gesetzt  wird.  Substituirt  man  namlich  fiir  die  ffk  ilire 
Werte  (21),  so  verwandeln  sich  die  linearen  homogenen  Gleiehungen, 
welehe  in  den  letzten  Artikeln  zur  Bestimmnng  der  n  Unbekannten 
fvi,  fv%,  -  •  fvn  dienten,  in  ebenso  yiele  lineare  homogene  partielle 
Differentialgleichungen  1.  Ordnung  mit  der  Unbekannten  fv  und  den 
Independenten  xl  .  .  xn.  Diese  Differentialgleicliungen  bilden  nach  dem 
§  1  dieses  Kapitels  jedesmal  ein  yollstandiges  System,  und  wir  kommen 
so  auf  die  ;;explicite"  Reduktionsmethode  zuriick,  die  in  §  1  zur  sue- 
cessiven  Bestimmnng  der  Punktionen  /i/*2  .  .  fi  gegeben  wurde. 

Die  Entwickelungen  des  §  1  grundeten  sich  auf  den  Satz  des 
Art,  80;  der  seinerseits  durch  ganz  ahnliche  Betrachtangen  bewiesen 
wurde;  wie  das  Theorem  des  Art.  227.  Man  wird  liieraus  leicht  er- 
kennen;  dafs  die  Uberlegungen  des  gegenwartigen  §  sich  nur  hinsicht- 
licL.  der  Anordnung  yon  dem  Gredankengang  des  §  1  unterscheiden. 

235,  Den  Satz  des  Art.  228  und  die  Ergebnisse  von  Art.  104 
wollen  wir  nocL.  dazu  benutzen;  um  einen  homogenen  Pfaff'schen  Aus- 
druck  ersten  Grades,  d.  h.  einen  Ausdruck  der  Form 


worin  : 

On  =  CtiXi  +  C/2^2  H  ----  h  dn%n 

gesetzt  1st,  und  die  clk  Konstante  bedeuten;  auf  seine  Normalform  zu 
reduziren1). 

Man  hat  hier 


1st  also  allgemein  Ctk  =  Cki?  so  besitzt  J  die  Klasse  1;   man  hat 
dann  in  der  That 


Wir  schreiben  ferner  wie  in  Art.  104 

a  = 


Es  sei  zunachst 

1)  a  ^  0;  also  CM  +  cki  =  0.  Dann  ist  die  Klasse  %  des  Aus- 
drucks  A  gerade?  etwa  =2/1,,  (Art.  104;  2))  und  gleich  dem  Rang  der 
alternirenden  Bilinearform 


1      1 


1)  Frobenius  II. 
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oder  der  Matrix 

||  ca  ||         (»,  *  -  1  .  .  »). 

Nach  Art.  228  lalst  sich  daher  Jxy  in  folgender  Form  darstellen: 


worin  X1  .  .  Xaa  unabhangige  homogene  lineare  Funktionen  von  x^..xn 
rnit  konstanten  Koeffizienten  und  die  !F}  die  dazu  kongruenten  Formen 
in  yt  .  .  yB  bedeuten.  Indem  man  yt  durch  rfa?,-  ersetzt,  folgt: 


womit  die  verlangte  Reduktion  geleistet  ist. 

2)  Es  sei  x  =  2A  —  1;   also  a  =1=0.    Nach  Art  104;  5)  besitzt 
dann  der  Pfaff'sche  Ansdruck: 


z/'  ^^ 
die  Klasse  %  =  2  A  —  2?  nnd  man  hat 


also  erfiillt  d'  die  Bedingungen  von  Nr.  1)  und  //  lafst  sich  sonach 
in  der  Form 


darstellen. 

3)  Es  sei  5c  =  2A<^;  also  2A  der  Rang  der  Matrix: 

1|  atk  ||  (i,  k  =  l,2,  .  .  ri). 
Danri  konnen  wir  annehmen;  dafs  insbesondere  die  Determinante 

1  aik  |  (i,  Jc  =  l,  2,  ..2A) 
yon  null  yerschieden  ist.  Die  2  A  totalen  Differentialgleichungen 


bilden  dann  das  zu  dem  vollstandigen  System  W  adjnngirte  System 
(Art.  140);  darnach  besitzt  W  die  Integrale  (Art.  74) 

Vi  ==  ^1%  +  ^-2^2  H  ----  F  alnXn        (i  ==  1,  2,  .  .  2  A); 
ftihrt  man  diese  Integrale  statt  ^  .  .  %n  als  neue  Variable  in  d  ein; 
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so  reduzirt  sich  A   auf  einen   ledingungslosen  homogenen  Pfaff'schen 
Ansdruck  1.  Grades  mit  den  Variabeln  ytya  .  .  j/2i  (Art.  136). 

Es  bleibt  also  nur  noch  folgender  Fall  zu  betrachten: 

4)  x  =  2  i  =  n.    Die  Determinante 


ist  jetzt  niclit  null.    Ferner  ist  die  Determinante 

D  =  |  M^  +  VCM  |        (*;  A,  =  1;  .  .  *&) 

nichl  fur  jedes  Wertsystem  w;  0  null,  da  sie  es  fur  u  =  1;  v  =  —  1 
nicht  ist. 

Da  sich  D  nicht  andert;  wenn  man  u  mit  v  yertausclit;  so  ge- 
stattet  D  eine  Faktorenzerlegung  der  Form 


i 

—  n 


D  =    *    (Lsu  -f  psv)  (psu  -f- 


worin  die  A,;  fis  ein  System  yon  y^  Konstantenpaaren  bedenten,   die 

teilweise  oder  alle  identisch.  sein  konnen.  Wir  beschranken  uns  auf 
die  Betrachtung  des  Falls,  daJfo  D  nur  Elementarteiler  ersten  Grades1) 
besitzt;  d.  L  dafs  jeder  ^-fache  Linearfaktor  yon  D  auch  in  den  grofsten 
gemeinsamen  Divisor  samtlicher  n  —  k  +  1-zeiliger  Unterdeterminanten 
von  D  als  einfacher  Faktor  aufgeht.  Dann  besteht  eine  Identitat  der 
Form: 


Y±  n+s  +  f^j.  B+J  rf), 

2  2 

worin  X1X2..Xn  w  linear  unabhangige  Linearformen  yon  xif.xn 
mit  konstanten  Koeffizienten;  und  die  1}  die  dazu  kongmenten  Linear- 
formen in  y^  . . «/»  bedeuten.  Daher  hat  man  identisch: 


•  I- 


1)  Vgl.    z.  B.    P.  Muth,    Theorie    und    Anwendung    der   Elementarteiler, 
Leipzig  1890. 
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[236] 


§  4.     VeraUgemeinerung  der  expliciten  Reduktionsnietkode. 
236.  Bs  sei  ein  beliebiger  Pfaff'seher  Ausdrnck 


sowie  ein  System  von  r  (<  n)  unabhangigen.  Funktionen  /^ . .  fr  der 
Variabeln  x± .  .xn  gegeben.  Ferner  sollen  mit  20  nnd  2$  die  Rang- 
zahlen  der  beiden  Matrices 


—  fh 


hk 


a, 
0 
0 


(a) 


-/A*    0 


,i,  &  ==  1 . .  n 
(h  =  1 . .  r 


bezeiohnet  werden1).    SerecJinet  man  dann  aus  den  Eelationen 

(1)  />l  =  ^?   A  =  ^2    ••   fr  =  Cr 

irgend  r  der  Variabeln  x  als  Funktionen  der  n  —  r  ubrigen  x  and  der 
Konstanten  Giy  und  siibstituirt  die  so  erJialtenen  Ausdrilcke  in  z/;  so  ver- 
wandelt  sich  ^  in  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  4Q  mit  n  —  r  Variabeln^ 
der  fur  jedes  belielige  Wertsystem  ct  .  .  dr  die  Klasse 

^  =  Q  +  Qf  —  2r 
lesitzt. 

UmgekeJirt,  soil  der  Pfaff'scJie  Ausdruck  ^/0,  in  den  sich  A  vermoge 
der  Eelationen  (1)  verwandelt,  fur  jedes  'belie'bige  Wertsystem  c±  .  .  cr  die 
Klasse  XQ  lesitzen,  so  mussen  die  Rangzalilen  2p;  2$  der  'beiden  Ma- 
trices (Br)?  (Cr)  m  Fdle  eines  geraden  %0  den  G-leichungen: 

2^,  =  2^  =  %0  +  2r; 
in  Falle  eines  ungeraden  ^0  dagegen  den  Gleichungen 


geniigen. 

Ersetzt  man  im  Vorstelaenden  die  Worte  ,;fiir  jedes  beliebige 
Wertsystem  q  .  .  cr"  durcli  die  Worte:  ;;flir  ein  bestimmtes  Wertsystem 
(^..Cr",  so  hat  man  unter  2^,  2$>'  die  Rangzablen  zu  Yersteken;  die 
den  Matrices  (J?r)  (Or)  vermoge  der  Eelationen  (1)  zukommen,  und  es 
ist  aufserdem  zu  beacltten,  dafs  das  Gleichungensystem  (1)  nnnmetir 
den  Bedingungen  des  Art.  40  gentigen  inufs. 


1)  Die  Zalileix  ^,  9'  sind  nicht  <^r,  da  sonst  alle  2r-reibigen  Hauptunter- 
determinanten  YOU  (Br)  und  (<7r),  also  auch  alle  r-reihigen  Determinanten  in  der 
Funktionalmatrix  von  fl,,fr  verschwandeE;  ferner  ist2^r^w-fr;  S^^^  +  r-fl. 
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Der  soeben  ausgesprochene  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der 
Resultate  der  Art.  230  und  231.  In  der  That  ist  ja  die  oben  mit  #0 
bezeichnete  Zahl  in  der  Ausdrucksweise  der  zitirten  Artikel  nichts 
anderes  als  die  urn  2r  verminderte  Klasse,  die  dem  Formenpaar 


vermoge  der  Relationen 


zukommt,  vorausgesetzt,  dafs  die  x±  .  .  xn  den  Grleichungen  (1)  genugen. 
Diese  letztere  Zahl  ist  aber  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden 
Rangzahlen,  die  den  Matrices  (J?r)  und  ((7r)  vermoge  des  Systems  (1) 
zukominen.  Bedeuten  aber  die  d  arbitrdre  Konstanten,  so  konnen  durch 
Hinzunahme  der  Relationen  (1)  die  genannten  Rangzahlen  keine  An- 
derung  erleiden. 

Die  Umkehrung  des  Satzes  folgt  unmittelbar  darans?  dafs  $'  nur 
einen  der  beiden  Werte  Q  und  Q  —  1  besitzen  kann. 

Man  erkennt  leiclit,  dafs  das  Theorem  dieser  Nr.  den  Satz  des 
Art.  151;  auf  dem  die  Reduktionsmethode  von  Clebsch  beruht;  als 
Spezialfall  enthalt. 

237.  Gregeben  sei  wieder  ein  beliebiger  Pfaff'scher  Ausdruck  z/ 
urPd  r  (<w)  unabhangige  Funktionen  f±  .  .  fr  der  Variabeln  x^..xn. 
Ist  dann  2p  der  Bang  der  Matrix  (J5r),  so  ist  p  die  Jdeinste  Zahl  von 
der  Beschaffenheit,  dafs  sich  /I  in  der  Form: 

(2)  J  ~  FJfi  +  Ftdft  +  -  -  +  Frdfr  +  Ff+1dfr+i  +  •  -  +  F9df9 


darstellen  lafst. 

In  der  That?  soil  eine  Darstellung  der  Form  (2)  moglich  sein?  so 
mufs  z/  vermoge  der  Relationen 


identisch  verschwinden,  die  Matrices  (B^  und  (C^»)  miissen  also  nach 
der  vorigen  Nr.  beide  den  Rang  %Q  besitzen;  umgekehrt;  ist  dies  der 
Fall,  so  verschwinden  in  (B^)  alle  2  Q  +  2-reihigen  Hauptunterdeter- 
minanten;  und  infolge  dessen  auch  alle  Q  -f-  1-reihigen  Determinanten 
in  dem  Schema 


/ll        •  •        •  •      fin 
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also  giebt  es  wirklich  erne  Darstellung  der  Gestalt  (2).  Wir  haben 
also  nur  noch  zu  zeigen,  dafs  sich  wirklich  Q  —  r  von  einander  und 
von  den  f^.fr  unabhangige  Funktionen  fr+i..ff  derart  bestimnaen 
lassen;  dais  die  Matrix  (J5?)  den  Rang  20  besitzt.  Dies  ergiebt  sich 
aber  aus  folgendem  Satze: 

1st  r  —  1  eine  Zahl  <  Q  —  r,  und  hat  man  die  Funktionen 
fr+i  .  .fr+r'-i  lereits  so  bestimmt,  dafs  sie  unter  sich  und  von  f±  .  .fr 
undbhdngig  sind,  und  dafs  die  2$  +  ^-reihigen  Haupt^interdeterminanten 
der  Matrix  (Br+r'—i}  verschwinden,  so  erh'dlt  man  durch  Nullsefaen  aller 
2  9  -f-  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (Br+r^  fur  die  TJnbe- 
Jcannte  fr+r'  ein  (n  -{-  r  -\-  r'  —  2  o)-gliedriges  vollstdndiges  System 
linearer  partieller  DifferentidlgleicJmngen  mit  den  Independenten  %  .  .  xn, 
und  #war  tesitzt  dies  System  aufser  f±  .  .fr+rf—i  nock 


weitere  unabhangige  Losungen.    Fur  fr+r'  ist  dann  ein  beliebiges  dieser 
Integrate  M  wahlen,  was  eine  Operation 

2Q  —  2r  —  2r~\-  1 
erfordert 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  ganz  'ahnlich  wie  in  Art.  213  ge- 
fiihrt.  Wir  bilden  das  2p-gliedrige  System  totaler  Differentialgleichungen 
in  n  +  r  +  ^  Variabeln  ^0;  a^  .  .  xn+r+r'-ii 


'••a^dxt  =  0 

Aus  diesem  System  lassen  sich  nun  genau  2  9 — r  —  /  linear  unab- 
hangige Linearkombinationen  bilden,  die  die  Variabeln  #0;  xn+i,  xn+s-. 
weder  in  den  Differentialen  noch  in  den  Koeffizienten  enthalten,  also 
nach  Art.  75  fur  sich  ein  unbeschrankt  integrables  System  in  ^  . .  xn 
bilden.  Dieses  System  ist  adjungirt  zu.  den  partiellen  Differential- 
gleichungen  mit  der  Unbekannten  /r+r',  die  sich  durch  ISTullsetzen 
aller  2^  -f~  2-reibigen  Hauptunterdeterminanten  des  Schemas  (JSr+r') 
ergeben. 

Ist  2  Q  der  Rang  von  (Br);  so  ist  der  Rang  der  Matrix  ((7r)  gleich 
2  Q  oder  gleich  2$  —  2.  Ln  letzteren  Falle  zeigt  man  genau  wie 
vorhin:  durch  je  eine  Operation 

2p  —  2r  —  2,  20  —  2r  —  47  . .  4,  2 
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kann  man  die  Funktionen  /r+i,  .  .  /^—  i  so  bestimmen,  dafs  sie  unter 
sich.  und  von  /!••/>  unabbangig  sind,  und  alle  2p-reihigen  Haupt- 
unterdeterminanten  von  (C^—i)  zuin  Verschwinden  bringen.  Ersetzt  man 
dann  in  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  41  irgend  Q  —  1  Variabeln  x  durcL. 
ihre  aus  den  Relationen: 


folgenden  Werte,  so  verwandelt  sich  ^/  nach  Art.  236  in  das  exakte 
Differential  einer  Funktion  U,  die  von  n  —  9  4"  1  Variabeln  #  und 
den  Konstanten  ^  .  .  ^_i  abh'angt,  und  durch  eine  Operation  0  ge~ 
funden  wird.  Geht  U  in  /^  fiber,  wenn  man  die  c\  wieder  durch.  die 
fi  ersetzt,  so  gestattet  A  die  Darstellung: 

^  =  JFi^  +  -  -  +  Frdf,  +  •  •  +  F^df^  +  dfQ. 

Darnach  konnen  wir  folgendes  Theorem  aussprechen: 

Bedeuten  f±  .  .  fr  (r  <  n)  beliebige  unabhangige  Funktionen,  und  l>e- 

sitet  die  Matrix  (J5r)  die  Eangsalil  %Q,   dann  und  nur  dann  gestattet 

der  Pfaff'sche  Ausdruck  A  die  Darstellung: 

(2)  ^  =  F.df,  +  •  •  +  J1,^,  +  Fr+1dff+l  +  -  -  +  ^^, 
worn  die  FunJitionen  f\f%  .  .  /^  unaVhdngig  sind.  Dabei  sind  die  FunMionen 

fifr-  •  f'v  Fr+i,  Fr+*  .  .  FQ 

unablmngig  oder  durcli  eine  Relation  verJcnupftj1)  je  nacMem  der  Hang 
%Q'  des  Schemas  (Cr}  gleich  2p  oder  gleicli  2  Q  —  2  ist. 
Im  leMeren  Falle  'kann  d  auf  die  G-estalt 

(3)  A  =  F,df[  +  ••  +  Frdfr  +  Fr+1dfr+1  +  -  -  +  J^-t^-i  +  df9 
gebraclit  werden,  worin  die  Funktionen 

fi  -  -ft>?  Fr  +  1  .  ..F^i2) 
unabliangig  sind. 

Die  Ermittelung  der  Funktionen  f\  .  .  f^  in  der  Darstellung  (2)  ver- 
langt  im  Falle  2p  =  2^  die  Operationen: 

2P  —  2r  —  1,  29  —  %r  —  3,  .  .  3,  1; 

die  Sestimmung  von  /i  ../^  in  der  Darstellung  (3)  erfordertje  eine  Operation 
2?  —  2r  —  2,  2P  —  2r  —  47  .  .  4,  2,  0. 

Die  Koeffizienten  Fi  ergeben  sich  Mnterlier  aus  den  Identitaten  (2) 
(3)  durch  Auflbsung  linearer  G-leidhungen. 


1)  Dieser  Pall  tritt  imraer   ein ,   wenn  2  g  =  n  +  r  +  1 ,   die  Funktionen 
ft>  4  a-^so  ^ar  ^einen  Bedingungen  unterliegen. 

2)  Diese  Funktionen  naben  dann  nattirlich  eine  andere  Bedeutung  wie  in  (2). 

Y.  "Weber,  Das  Pfaffscfce  Problem.  21 
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Die  soeben  aufgestellten  Behauptungen  iiber  die  Unabhangigkeit 
der  Funktionen  Fif,  folgen  leictt  aus  Art.  236  und  dem  Fundarnentalsatz. 

238.  Wir  wollen  nun  mit  den  beiden  Matrices  (Br)  und  (Cr)  eine 
wiehtige  Uinformung  vornefonen. 

Die  Klasse  %  des  Pfoff  sdien  Ausdrucks  d  sei  zunachst  gleich  2A; 
und  das  Aggregat 


nicht  identisch  null.    Wir  bezeichnen  nun  mit  ily  i2j  ••  k»  irgend  2s 
Zahlen  der  Beihe 

07  2A  +  1,  2A  +  2,  .  .    n,  n  +  1,  .  .  n  -f  r; 
ferner  setzen  wir  wie  in  Art.  36: 
(4)  [«,i]  =  (l,2,..2A,t>i) 

und  verstehen  unter  dem  Symbol 


dasjenige  Pfaff'scte  Aggregat  der  Ordnung  2s,  das  rnit  Hiilfe  der 
Elemente  [iaip]  genau  nach  denselben  Regeln  gebildet  wird,  wie  das 
Aggregat  (i^  . .  ^,)  mittels  der  Elemente  (^v)  (vgL  Art.  19,  20). 
Nach  Art.  36  gilt  dann  die  Identitat: 

Yersckwinden  also  far  eine  bestimmte  Zahl  s  alle  Pfaff'schen  Aggre- 
gate der  Form 

so  gilt  dasselbe  von  alien  Ausdriicken  [^  . .  i2  J  und  umgekehrt.  Bilden 
wir  daher  die  beiden  schiefsymmetrisclien  Matrices: 

und  bedeuten  2<?;  20'  ihre  Eangzahlen;  ferner  20  und  20'  wie  vorhin 
diejenigen  der  Matrices  (Sr)  und  (Cr),  so  erhalt  man  mit  Eucksicht 
auf  Art.  26  die  Beziehungen : 

(7)  20  =  2A  +  2(7;  20  —  2/1  +  20'. 

Ersetzt  man  aber  in  der  Matrix  (5)  die  Ausdrucke  p,  &]  durch 
ihra  Werte  (4),  so  folgt  aus  den  Rechnungen  von  Art.  219,  220  sofort, 
dafs  diese  Matrix  nacL.  Division  ihrer  Elemente  mit  +  JP  und  passender 
Anordnung  ihrer  Zeilen  und  Spalten  folgende  Form  annimmt; 
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0 

0       .  . 

0 

(to     ( 

/2)o          -    •    (/r)o 

0 

0       .  . 

0 

(/i)«-»  ( 

to-«  •  •  (to-* 

(A) 

o-(to-- 

-  (/i)»-* 

o        ( 

fl/s)        •    •     (A/,) 

(/r) 

o-(to-- 

(fr)n  —  y. 

(frtt       ( 

/r/i)        •    •     0 

Die  Klammersymbole  (gp),  und  (<p/)  haben  dabei  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  Art.  220.  Das  Schema  (6)  entsteht  aus  (Br)  durch  Streicliung 
der  ersten  Zeile  und  Spalte;  wir  wollen  die  so  entstehende  Matrix 
mit  (Cr)  bezeicknen.  Die  Relationen  (7)  liefern  dann  mit  Eiicksicht 
auf  Art,  236  den  wichtigen  Satz: 

Es  sei  d  ein  Pfaff'scJier  Ausdruck  der  Klasse  x  =  2l;  ledeuten 
dann  f± . .  fr  (r  <  n)  irgend  ivelctie  unablidngige  FunUionen  der  Varidbeln 
x,  und  sind  2  6,  2</  die  Rangzdhlen  der  beiden  Matrices  (B/.)  und  (Or\ 
dann  und  nur  dann  redusirt  sicli  z/  v&nnoge  der  Relationen 

(8)  £  =  q;  fa  =  c2;  ..  fr  =  cr 

auf  einen  Ausdructc  z/0  in  n  —  r  Variabeln,  der  filr  telieUge  Werte  C; 
die  Klasse 

KQ  =  &  -!_<?'  4.  2A  — 2r 
besitzt. 

239.  Durcli  Angabe  der  Zahlen  i?  r,  %Q  sind  die  beiden  Zablen 
(??  6  offenbar  eindeutig  bestimmt.  Setzen  wir  %0  ==  0,  so  folgt: 

Damit  die  Eelationen  (8)  fur  belieUge  Werte  Ci  ein  Integral- 
ciquivalent  der  Pfaff'scJien  Gleichung  /I  =  0  darstellen,  ist  notwendig 
und  MnreicJiend,  dafs  in  der  Matrix  (B^)  samtliche  2r  —  2  A  -|-  2-reihigen 
Hauptunterdeterminanten  verschwinden. 

Darnach  ist  2r  —  2Z  der  Minimal  wort  ?  den  die  Rangzablen  der 
Matrices  (J?r)  und  (Cr)  erreichen  konnen;  falls  /x .  .fr  unabhangig  sein  sollen. 

Nehmen  wir  in  dem  vorstehenden  Eesultat  fur  r  seinen  Minimal- 
wert  A?  so  folgt: 

Im  Falle  n  =  2  A  stellen  die  G-leichungen 

(8)  /i  =  ^5   /2  =  ^2    ••   fl  =  <k 

dann  und  nur  dann  filr  beliebige  Werte  der  ct  ein  Integralaquivalent  der 
Pfaff'scJien  Qleichung  z/  =  0  dar,  wenn  man  identisch  hat: 

(9)  (/^  =  0;  (/;•/•*)  =  ()         (i>t  =  l..r;s  =  0,l,..n-«). 

Dafs  die  linken  Seiten  eines  yollstandigen  Integralaquiyalentes 
dem  System  V  gentigen  mtlssen;  ist  uns  aus  Art.  205  bereits  bekannt. 
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240.  Aus  deni  Vorhergehenden  ergeben  sich  noch  die  weiteren 
Folgerungen: 

Die  Klasse  des  Ausdruclts  z/0;  auf  den  sich  ein  Aiisdruck  z/  der 
Klasse  2  A  vermoge  des  r-gliedrigen  Grleichungensystems 


reduzirt,  ist  gleicli  <5  -\-  <s'  -f-  2/1  —  2r;  wenn  2#  und  2$'  die  Eang- 
zahlen  ledeuten,  die  den  Matrices  (l?r)  und  ((7r)  vermoge  (10)  zukommen, 
wid  wenn  das  Pfaff'sdie  Aggregat  P  vermoge  (10)  nicht  verschwindet. 
Ist  ^T  ein  Ausdruck  der  Klasse  2  A,  %md  Ulden  die  Gleiclmngen 
(10)  ein  niclii  singulares  Integraldguwalent  (Art.  190)  der  Pfaff'*  schen 
Gleicliung  A  =  0?  so  Icann  man  die  Varidbeln  x  so  numeriren,  dafs 
das  Pfaff'sche  Aggregat  P  vermoge  (10)  niclit  null  ist,  und  es  ver- 
schwinden  dann  die  2r  —  2  A  +  2-reihigen  Hauptunterdeteminanten  der 
Schemata  (Br)  und  (Cr)  vermoge  (10)  identisch.  Umgekelwt,  ist  leMeres 
der  Fall,  olme  dafs  P  vermoge  (10)  null  ist}  so  Ulden  die  Gleichungen 

(10)  ein  nicht  singuldres  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Gleicliung 
^  —  0. 

Ein  nickt  singulares  Integralaqnivalent  kann  darnacli  nictt  weniger 
als  A-gliedrig  sein?  was  wir  aus  Art.  191  schon  wissen.  Fiir  r  =  A 
folgt  insbesondere: 

Die  Relations 

(11)  /i-0,^-0,  ..f,  =  0 

liefem  dann  und  nur  dann  ein  niclit  singulares  A-gliedriges  Integral- 
aquivalent der  PfafFschen  Gleicliungen  /I  =  0;  wenn  alle  Relationen 

(/)).  =  0,  (/)/i)  =  0     (t,ft=l..r;  5  =  0,1,..» 

vermoge  (11)  erfiillt  sind. 

24L  Fiir  den  bedingungslosen  Ausdruck 


in  den  2m  unabhangigen  Veranderlichen  xlf  jp/  hat  man,  wie  die  Aus- 
rectnung  lehrt: 


wahrend  das  Klammersymbol  (y/)  diejenige  Bedeutung  erlialt;  in  der 
es  zuerst  von  Poisson  gebraucht  wurde: 
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Beschr'anken  wir  uns  YOU  vorneherein  auf  diejenigen  Integralaquivalente 
der  Pfaff'schen  Gleichung  2ptd%i  =  Q,  die  in  den  pi  homogen  sind 
imd  die  Gleiclrangen 

pi  =  0  .  .  pm  =  0 

niclit  entlialten,  und  deuten  wir  deinentspreehend  die  xt$)i  als  liomogene 
Elementkoordinaten  des  Raums  Hm,  so  fflkren  die  Brgebnisse  der 
letzten  Artikel  unmittelbar  zu  folgenden  Satzen,  in  denen  das  Symbol 
(yf)  in  der  Bedeutung  (12)  gebraucht  wird: 

Sind  die  r  FunUionen  f\  .  .  fr  der  2  m  Verdnderliclb&n  x^),  von  ein- 
ander  unabliangig  und  in  den  pt  liomogen  nultter  Ordnung>  und  ist 
2r  —  2m  der  Bang  der  Matrix 

(13)  IK/i/i)!!        M  =  l,2,..r), 

dann  imd  nur  dann  stellen  die  Eelationen 

1  1  ==  ^1    •  *   If  ==  ^r 

fiir  jedes  belielige  Konstantensystem  ct  eine  Element-M^m—r—i  des  Raums 
Em  (x^  .  .  xm)  dar. 

Demit  die  Gleiclmngen: 

f}(x1  .  .  xmpt  .  .pm}  =  ct        (i  =  1  .  .  ni) 

fur  leliebige  c%  eine  Element-Mm^i  des  Rm  dar  stellen,  ist  notwendig  und 
Mnreichend,  dafs  die  f]  von  einander  unabMngig  und  in  den  p(  homogen 
nullter  Ordnung  seien,  und  dafs  alle 


xs   dps 

identiscl'i  verscliwinden. 

Ist  das  r-gliedrige  Gleichmgensystem 

(14)  ffa  .  .  xmp±  .  .  pm)  =  0        (i  =  1  .  .  r) 

fif 

in  den  pt  Jwmogen,  d.  \.  verschwinden  alle  r  Ausdriiclce  ^Ps  -^r~   ver~ 

moge  (14);  so  stellt  es  dann  und  nur  dann  eine  Element-M%m~r~~i  da-r, 
'ivenn  vernwge  desselben  die  Matrix  (13)  den  Rang  2r  —  2ni  besitst; 
inslesondere  erfullt  ein  m-gliedriges  GleicJmngensystem  der  Form  (14) 
dann  imd  nur  dann  die  Pfaff'sche  Gleichung  Spsdxs  =  0;  wenn  ver- 
moge  desselben  alle  Atisdriicke 


null  sind. 

242.  Im  Falle  K  =  2  A  —  1  seien  die  Aggregate: 
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nieht  identisch  null. 

Schreiben  wir  jetzt: 

so  folgt  aus  Art.  36  die  Identitat: 

[V, . .  *2J  /    P'-*(l,  2, . .  21  -  2,  il9  H,  •  •  *«.), 
worin  ij  . .  i%s  irgend  2s  Zahlen  der  Reihe 

2  A  —  1,  2/t;  . .  ft,  ra  +  1  . .  n  +  r 
bedeuten.    Wir  schliefsen  jetzt  wie  oben,  dafs  der  Rang  2</  der  Matrix 

\       /  IIL'JJ!  \  )    "  7?*"  I™       y 

mit  dem  Rang  2^>'  von  (C>)  in  folgender  Beziehung  steht: 

2?'  =  2a'  +  2A  — 2. 

Mit  Eiioksicht  auf  die  Bedeutung  der  Symbole  [ik]  schreibt  sich  aber 
die  Matrix  (15)  nach  Art.  223  folgendermafsen : 

0        .  .  0  j/i}o  .  .         .  .      \fr}o 


0        .  .  0  {/!},_,       .  .        .  .      \fr\n_K 

!A)o     •  •    —  {A)»-«       0 


(16) 


-.   -{A},-.    {/rA}      {AAJ    •  -     0 

Aus  den  Identitaten  (22)  und  (23)  des  Art.  224  folgt  jetzt  unmittelbar, 
dafs  diese  Matrix  in  die  nachstehende  Grestalt  umgesetzt  werden  kann: 


(a) 


•  •      0 

Diese  Umformung  vollzieht  sicli  in  der  Weise,  dafs  man  in  der 
Matrix  (16)  zunachst  die  2to;  3te;  ..n  —  x+li&  Zeile  und  Spalte  mit 

dem  Quotienten  ~~  multiplizirt,  sodann  die  mit  geeigneten  Funktionen 

mtiltiplizirten  Elements  der  ersten  Zeile  und  Spalte  zu  den  iibrigen 
Zeilen  bezw.  Spalten  addirt.  Durch  alle  diese  TJmformungen  bleibt 
aber  der  Rang  der  Matrix  (16)  ungeandert  (Art.  12). 


0 

Q                           \fl\Q                      .                                      {  f   } 

0 

0                     [Al                    -    -             -    -        [/r]t 

0 

o          [£!„_,      .  .      .  .    [£].__ 

-{/do     •  •     - 

1 

-  [/!],_„     o         [/i/y    .  .    [/i/;.] 
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Verstehen  wir  sehliefslicL.  unter  dein  Symbol  [ik]  folgenden  Ausdruck 


so  sctliefsen  wir  aus  der  Identitat 

[i^  .  .  igj  ---  (^(O,  1,  .  .  2  A  —  1,  i,  .  .  i^) 
wie  vorMn;  dafs  der  Rang  2tf  der  Matrix 

(17)  ||pfc]||        (<,  ft  =  2A,2A  +  !..») 

gleich  20  —  2/1  ist,  wenn  mit  2$  derjenige  von  (J5r)  bezeiclmet  wird. 
Die  Matrix  (17)  entstett  aber  aus  ((7r)  offenbar  dadurch,  dafs  man  die 
erste  Zeile  und  Spalte  fortl'afst;  das  so  entstehende  Schema  werde  mit 
(J5r)  bezeichnet.  Mit  Riicksicht  auf  Art.  236  ergeben  sich  jetzt  der 
Reihe  nacL.  folgende  Satze;  die  alle  unter  der  Annalime 

«  —  2i  —  1;  F~!^0;  <3=j=0 
gelten: 

1)   Sind  fi^fr  mabJiiwgige  FunMonen   von  xl..xriy  so  redwairt 
sich  der  Pfaff'sche  Ausdruck  4  vermoge  der  Eelationen 

(18)  f±  =  q  .  .fr  =  cr 

auf  einen  Pfaff'schen  Ausdrucl\>  ^/0  mit  n  —  r  Variabeln,  der  filr  leliebige 
Werte  der  Konstanten  d  die  Klasse 


(19) 

lesiM,  wenn  mit 


fc0  =  6  +  or'  +  2A  —  1  —  2r 

und  2o'  le%,  die  Rang$ahlen  der  Matrices 


[//I 

[A3,     o 


o 


0 


0 

0         0 

ft  ft  =  1  .  .  r;  s  =  1,  2, . .  »  —  *) 
lezeichnet  werden. 

2)  Die  Eelationen  (18)  stellen  nur  dann,  aber  aucli  stets  dann 
leliebige  Ci  ein  Integraldquivalent  der  Pfaff'scken  G-leiclmng  ^  =^  0 
«?ew^  die  Matrix  (J5r)  dew  J?a^  2r  —  2  A  besitvt;  der  Rang  von  (J5r) 
ia^w  m'cM  <2r  —  2^  sem,  wem*  die  Funktionen  fi^fr  unabMngig 
sein  sollen. 

3)  Damit  die  G-leichungen 

fi  ^^  ci;  / 2  =  $2  • '  ft  ===  O 

em  vollstandiges  Integralaguwalent  von  A  =»  0  Ulden,  ist  notwendig  und 
Unreichend,  dafs  die  G-leichungen 


Indices  s  =  1,  . .  n  —  %;  i,  7c  =  1 . ,  A  identisch  lesteJien. 


328  Kap,  IX.    Die  explicite  Rednktionsinethode. 

4)  Verschwinden  vermoge  des  r-gliedriyen  Crleicfamgensystems 

die  Pfaff'schm  Aggregate  P'  und  Q  nicht  identisch,  so  ist  die  Klasse 
»0  des  Pfaff'schw  Ausdruch  JQ,  auf  den  sieh  z?  vermoge  (20)  redumrt, 
dwrek  die  Forniel  (19)  gegeben,  wenn  2<?  und  2<?'  die  Rangzahlen  le- 
seicJinen,  die  den  Matrices  (3?,)  und  (5£)  vermoge  des  Gleicfomgensystems 

5)  Bilden  die  Gleidwngen  (20)  ein  r-gliedriges  Integrdaquwalent 
der  Pfajf'scJim  Gleichmg  4  —  0?  iwd  sind  insbesondere  die  FunUionen 
P'   and  Q  vermoge  (20)  nicht  mill,  so  verscJiwinden  in  den  Schema 
(Bf*)  vermoge  (20)  alle  2>r  —  2  A -\- 2-rethigen  Unterdeterminanten;  um- 
geMirt,  ist  dies  der  Fall,  ohne  dafs  Pf  oder  Q  vermoge  (20)  versdnvinden, 
so  Uldeu  die  Relationen  (20)  ein  niclitsmgulares  Integmlciquivalent  der 
Pfaff'sclwn  Grleichung  A  =  0. 

6)  Ein  nicht  singulares  Integralaquivalent  von  d  =====  0  inu/s  inin- 
destens  I  GleicJmngen  entlialten;  die  Relationen 

fi  =  0,  . .  f,  =  0 

lilclen  dann  mid  ;nur  dann  ein  l-gliedriges  Integralaguivalentj  wenn  ver~ 
derselben  alle  Ausdriiclce  [//],;  [//A]  verschwindew. 
243,  Pur  den  bedingungslosen  Ausdruek 


in  den  2m  -f-  1  Variabeln  z,  a?/,  jpt-  liat  der  eckige  Klammerausdruck 
folgende  Bedeutung: 


(21)    M=§  ^-(# 
v    J     L^'J       ^  \cpASx, 


v  ,  ^A 

wie  raan  entweder  durcii  direkte  Reckaung  oder  aucli  aus  Art.  260 
erkennt.    Aus  der  yorigen  Nr,  folgt  jetzt: 

Dam  it  die  Relationen 

f](g,  MI  . .  XmHi  •  *P»i)  —  cf        (i  ==  1  . .  r) 


fiir  Miebige  e?  eine  Flement-M^m-^i-r  des  Raums  Rm+i  (^xi  . .  x^  dar- 
stellen  (Art.  177),  ist  notwendig  und  hinreiehend}  dafs  die  Matrix 


(22) 

[f^] 
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worin  das  Symbol  |"<JP/']  die  Sedeutung  (21)  liat,  den  Hang  2r  —  2m—  2 
lesifae,  und  es  ist  dies  der  Heinste  Wert,  den  dieser  Rang  anneJmen  kann, 
ivenn  die  Funldionen  f\  ,  .  fr  MnsicUlich  der  2m  +  1  Variabeln  £,  #,,  pt 
'unabMngiy  sein  sollen.  Insbesondere  stellen  die  Gleichungen 

fi  ===  ci  «  •  /wi+i  —  cm+± 

dann  und  mir  dann  fur  leliebige  ct  eine  Element-Mm  dar,  wenn  samt- 
licks  -^m(m-}-  1)  Ausdriicke  der  Form: 


identiscti  null  sind. 

Das  r-gliedrige  G-leiclmngensystem 

(24)  ftfa  xl  .  .  xmp1  .  .  pm}  =  0 

definirt  dann  und  nur  dann  eine  Element-Ms  m+i-r,  wenn  vermoge  des- 
selben  alle  2r  —  2m~reiJngen  Unterdeterminanten  des  Sdiemas  (22)  ver- 
scliwinden;  insbesondere  liefern  die  (Heichimgen  (24)  dann  und  nur  dann 
eine  Element-Mm,  wenn  r  =  m  -f-  1  und  wenn  vermoge  (24)  alle  Au$~ 
driicke  (23)  verschwinden. 

244.  Der  zuletzt  ausgesprocliene  Satz  lafst  sich.  alme  Znhilfenahme 
der  allgemeinen  Tlieorie  des  Pfaff'sclien  Problems  beweisen, 

Zu  diesera  Zweeke  gebrauchen  wir  das  Symbol  [cpf]  im  Polgenden 
immer  in  der  Bedeutung  (21),  ttnd  beweisen  zunachst  die  Thatsache: 

Sind  die  beiden  r-gliedrigen  GleicLangensysteme 

(25)  ftfa  x±  .  .  xmp±  .  .  pm)  =  0        (i  ==  1  .  .  r) 

(26)  ,  9<(*,  x±  .  .  xm^  .  .  jpm)  =  0        (i  =  1  .  .  r) 

aquivalent  (Artl  42);  und  bestehen  die  —  r(r  —  1)  Identitaten  f/l/i]  ^  0 

vermoge  (25),  so  verschwinden  aucli  alle  Ausdriicke  [9)^9*]  vermoge 
der  Gleicliiingen  (26). 

In  der  That,  das  Grleichungensystem  (25)  gestattet  der  Annahme 
naeh  die  r  infinitesimalen  Transformationen 


mithin  (Art.  55)  gestattet  auct.  das  System  (26)  diese  infinitesimalen 
Transformationen.,  d.  h.  es  verschwinden  alle  Ausdrticke  [/i^J  vermoge 
(26),  also  auch  vermoge  (25).  Da  nun  identisch  [/J;9J  =  —  [y*/i], 
so  gestattet  das  Gleichungensystem  (25)  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ji/'.fi-fyt/]  und  dasselbe  gilt  sonaeh  (Art.  55)  aucJh.  fiir 
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das  "aquivalente  System  (26),  d.  h.  alle  Ausdrflcke  [9^9*]  verschwinden 
vermoge  (26). 

245.  Es  moge  jetzt  das  m  +  1-gliedrige  Gleiclmngensystem 

(27)  6  =  0,  ..£+!  =  <) 

die  Eigensehaft  besitzen,  dafs  alle  y  m(w  +  1)  Relationen 

(28)  im  -  o 

vermoge  (27)  erffillt  sind.  Dann  konnen  die  f,  nichfc  alle  von  0  un- 
abhangig  sein.1)  Andernfalls  besafsen  namlich  die  Grleichnn'gen  (28) 
folgende  Form: 


Also  besafsen  die  linearen  Grleiclinngen 


die  m  +  1  Losungensysteme 


und  es  waren  also  entweder  die  Gleichnngen  (29)  oder  die  Grrofsen- 
systeme  (30)  Vermoge  (27)  nicht  linear  unabhangig;  also  bildeten  die 
Gleichungen  (27)  kein  m  -\-  1-gliedriges  G-leichungensystem  im  Sinne 
von  Art.  40. 

Darnach  lafst  sich.  eine   der  Gleichungen  (27)  nacL.  &  auflosen; 
durch  Elimination  von  8  erhalten  die  iibrigen  Gleichungen  die  -Form: 

(31)  y4(^  .  .  xm$i  .  .  pm)  =  0        (i=l..  m).  ' 

Kann  man  aus  diesen  Relationen  I  und  niclat  mehr  unabluingige  Glei- 
cbnngen  zwiscben  den  x  allein  ableiten: 

(32)  ^(^  .  .  xm)  =  0,  .  .  fyfa  .  .  xm)  —  0, 


1)  Dies  ist  auch  eine  Folge  der  Thatsache,   clafs  fiir  den  Pfaff'schen  Aus- 

drack  4  n  dz  —  Spoils,  das  Symbol  {/}0  die  Bedeutung  -1  hat,  und  dafs  der 

u  z 

Bang  der  Matrix  (Cw_j_1),  die  fur  unsern  Pfaff'schen  Ausdruck  nacL.  der  Vor- 
schrift  des  Art.  242  zu  bilden  ist,  nicht  null  sein  kann;  andernfalls  ware  die 
Klasse  KQ  des  Pfaff  Jschen  Ausdrucks ,  auf  den  sich.  d  vermoge  (27)  reduzirt, 
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so  mussen  sick  die  Gleichungen  (31)  naeli   m  —  I  von  den  Variabeln 
Pi,  etwa  nach  pt+ipe+2  .  .pm  auflosen  lassen: 

(33)  #+,  =  #+,(&  .  .  ph  xl  .  .  O. 

Dann  mufs  man,  behaupten  wir;  die  Gleichungen  (32)  naeh  xl  .  .  %i 
auflosen  konnen;  andernfalls  wiirde  aus  (32)  eine  Gleiehung  in 
.  .  xm  allein  £olgen;  und  ware  diese  letztere  etwa  in  der  Form 


auflosbar;  so  tatte  man 


was  uninoglich  ist,  da  der  links  stehende  Ausdruck  nach  Art.  244 
vermoge  des  Systems  (27)  Terscliwinden  mufs.  Darnacii  ist  das 
System  (27)  nach 


aiiflosbar;  nnd  kann  also  die  Form  erhalten: 

==  0 
(34) 


xf  —  Wi(jh  -Ph  %i+i  -  •  ^)  ==  0        (i  =  l..T) 

Ps  —  Wsfa  .  .ph  Xi+i  .  .  Xm)  =  0  (S  ==  I  -f  1  .  . 

Nun  hat  man  aber: 

oW 


Tl/  ^"         J  ___    J         1/1/1      "*™"""  A*,      —  _„»  _____ 

rr;  ^        vvl\^^  g     , 

2  IF 
—fix1  ----  PM  —W,ps  —  Ws]  =  —p<  +      -, 


und  die  rechten  Seiten  mussen  vermoge  (27)   oder  (34)  verschwinden, 
woraus  folgt: 


Kach  Art.  175  befriedigt  also  das  Gleichungensystem  (34)  ;  und 
mithin  auch  das  System  (27)  die  Pfaff'sche  Gleichung 

&*  —  JPl^l  —  ---  Pmd%m  =  0. 

Uingekehrt,  befriedigt  ein  m  +  1-gliedriges  Grleichungensystem  (27) 
diese  Pfaff'sche  Gleichung,  so  kann  es  nach  dem  zitirten  Art.  die  Form 
(34)  (35)  erhalten,  wenn  die  Variabeln  #,#/  ron  yomeherein  passend 
numerirt  werden,  und  die  soeben  durchgefiihrten  Rechnungen  zeigen 
dann  ohne  weiteres;  dafs  die  eckigen  Klammerausdrucke?  die  aus  je 
zwei  linken  Seiten  von  (34)  gebildet  werden,  vermoge  (34)  null  sind. 
Mit  Riicksicht  axrf  Art.  244  konnen  wir  sonach  folgendes  Theorem 
aussprechen; 
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Damit  ein  m  ~f-  \-gliedriges  GleicJmngensystem 
(27)  /I  (*,  %  .  .  xmPl  .  .  PM)  =  0        (i  =  1,  2,  .  .  m  +  1) 

{?/<s  Pfaff'sche  G-leidiung 

(36)  f?£  —  jPi^l  ----  Pmdxm  =  0 

befriedige,  ist  notwendig  und  Unreichend,  dafs  alle  Ausdrucke  [ftfi]  ver~ 
mage  des  Systems  (27)  verscliwinden. 

Nebenbei  folgt  nocl.  der  aufserst  wichtige  Satz: 

Befriedigt  das  m  +  l-gliedrige  GleicJmngensystem  (27)  die  Pfaff'scJw 
Gleicfiung  (36),  und  ist  die  Relation 


rfe§  Systems  (27)  ,  5<9  gestattet  das  GleicJmngensystem  (27) 
infinitesimale  Transformation 


246.  Der  Schlulssatz  des  Art.  241  ergiebt  sich.  jetzt  oh.ne  weiteres. 
In  der  That,  erfullen  m  unabhangige  Relationen: 

(37)  /}(^  .  .  xmp±  .  .  .p,tt)  =  0        (i  =  1  .  .  m) 

die  Pfaff'sche  Gleichung 

jpi  ^\  -(  ----  (-  ^mrf^m  =  0, 

so  befriedigen  sie  init  ^  =  0  zusamraen  die  Grleicliung  (35)  ;  und  um- 
gekehri  Dazu  ist  aber  Bach  dem  Vorigen  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  man  vermoge  (37)  identisch  habe. 


Kapitel  X. 

VerwertuHg  des  Begriffs:   ,,inflHi^simale  Transformation4'  fiir  die 
Theorie  des  Pfaff'schen  Problems. 

§  1.     Beziekungen  zwischen  PfafFschen  Ausdrucken  und 
infinitesimalen  Transformationen. 

247.  Indem  wir  an  die  Begriffsbildungen  und  Satze  der  Art.  77 
und  78  wieder  ankniipfen;  ergeben  sich  nicht  nur  wesentlich  neue 
G-esichtspunkte  fiir  unsere  Theorie^  sondern  auch  eine  weit  einfachere 
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und    ubersichtlicliere   Darsteliung    fiir    die   Mehrzahl    der   bislier   ent- 
wickelten  Satze. 
Es  sei 


i 
em  Pfaff'scher  Ausdruck  der  Klasse  ^;  ferner 


Yf  =   ^  £  (v  <r        T  ^  Q1L 
J^\  —    X;  5^ ^1^2  *  '  ^n)   %„ 


1  ' 

eine    infinitesimale   Transformation    der  Variabeln   xl  . .  xn   (Art.  54). 
Dann  hat  das  Symbol  ~Kd  nach  Art.  77  folgende  Bedeutung: 


1 

i      i 


worn 


und  wie  gewohnlich: 


gesetzt  ist.  Wir  fragen  nun  nach  alien  infinitesimalen  Transformationen 
Xf,  welche  die  Pfaff  7sche  Grleichung  d  =  0  ungeandert  lassen;  also 
einer  Identitat  der  Form 


(2) 

geniigen  (Art.  78).  Indem  wir  in  dieser  Identitat  die  Koeffizienten 
yon  dxt  links  und  rechts  yergleichen^  erhalten  wir  zur  Bestiinnaung 
der  unbekannten  Funktionen  A,  p;  |x  .  .  |w  das  nachfolgende  Grleicb-ungen- 
system: 

(3) 

(4) 

TJmgekelirt,  geniigen  die  Funktionen  A,  9,  li  •  •  £«  diesen  n  -(-  1 
Grleichungen  identiscli,  so  erfullt  die  infinitesimale  Transformation  Xf 
offenbar  die  Identitat  (2). 

248.  Wir  betrachten  zunachst  die  Annatme  ^4^0.  Die  infini- 
tesimale Transformation  Xf  geliort  dann  der  zu  ^/  =  0  adjungirten 
Schar  infinitesimaler  Transformationen  an  (Art.  73),  und  die  Relationen 
(3)  (4)  nehmen  folgende  Form  an: 
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(5)  Z%kaik  =  Qal       (i  =  l..ri) 

(6)  27gta*=0. 

Machen  wir  zunachst  die  Amiabrne  x  —  21  —  1;  so  folgt  aus  (5) 
Q  L-_  0  (Art.  103);  und  das  allgemeinste  Losungensystem  der  Grleichungen 
(5)  (6)  isfc  eine  lineare  Kombination  der  folgenden  n  —  «  linear  unab- 
hangigen  Losungensysteme: 

(7)  W..in«0        (s=l,2,..n-K), 

wenn   wir   die   Bezeicktinngen  von   Art.  131    beibehalten.     Damit   ist 
gezeigt: 

Ist  4  em  Pfaff'scJier  Ausdruch  mit  tmgeradem  K,  genilgt  ferner 

die  infinitesimals  Transformation  Xf  ^  ^  |t-  ~-  einer  Identitdt  der 
Form 


und  geliort  sie  gleicJi$eitig   der  $u  A  adjungirten  Scfiar  infinitesimaler 
Transformations  an,  so  ist  stets  Q  ^  0;  und  Xf  hat  die  Form 


(8) 

sind  p1?  p2  . .  9»— x  a/rbitrare  Funldionen  der  x,  und  man  Jiat 

•V    /* fc  (,\     <5/       ,  |       fc    (,\     3f  /'rt  1      O  N 

Asf  —  sf)  -K—  -j-  •  •  -j-  §/r;  -o^-       ($  =  1,2, .  .n  —  M), 
n  die  Funktionensysteme 

unabliangige  Losungen  der  linearen  0-leicJmngen 

bedeuten. 

Die  Ausdrticke  X,f  sind  also  niclits  anderes  als  die  linken  Seiten 
des  zu  ^/  gekorigen  vollstandigen  Systems  W  (Art  131)?  und  statt 
(8)  kornien  wir  demnach  unter  Gebrauch  der  Synibole  des  Art.  222 
aucL.  sckreiben 


wo  die  <?  arbitrare  Funktiorien  bedeutea.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation dieser  Schar  lafst  sonach  nicht  nnr  die  Pfaflf'sche  Gleichung 
d  =  0;  sondern  auch  den  Pfaff'sclien  Ausdruck  d  invariant  (Art.  78). 
Im  Falle  K  =  n  giebt  es  uberh.au.pt  keine  infinitesimale  Transformation 
mit  den  im  Satze  geforderten  Eigenscliaften. 
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249.  1st  zweitens  %  =  2/l;  so  besitzen  die  linearen  Grleichungen 
(5)  (6)  n  —  x  Ldsungensysteme  (7),  und  ein  weiteres,  das  wir  miter 
leichter  Modifikation  cler  Bezeichnungsweise  der  Nr.  128  so  schreiben 
wollen  : 

(9)  W  .  .  k<°>,  1 

und  es  folgt  das  Theorem: 

1st  A  ein  Pfaff'scJier  Ausdruck  mit  geradem  K,  und  erfilllt  eine  in- 
finitesimals Transformation  der  $u  A  =  0  adjungirten  ScJiar  eine  Mentitdt 
der  Form: 

(2) 

so  hat  sie  die  Gestalt 

(10) 

Darin  sind  Q,  ^  .  .  Qn—/.  ^vUlMrUcJ^e  Funldionen  und  $  ist  mit  dem  in 
(2)  auftretenden  Faktor  identisch;  f  earner  ist  geseM: 


und  die  n  —  K  -\-  1  Funktionensysteine 

(7)  &•)  .  .  |»W,  0        (s  =  1,  2  .  .  n  -  *) 

(11)  i!(0)  •  •  6»™,  1 

bedeuten  ebensomele  linear  unaWiangige  Losungensysteme  der  Gleicliungen 

(5)  2^aik  =  QOi        (i  =  l..ri). 

Darnach  stellen  die  Grleicttungen  X1/==  0  .  .  Xn-xf=  0  das  Toll- 

standige  System   W  und  mit  XQf  =  0  zusammen  das  System  F  dar. 

Der  Ausdruck  (10)  lafst  sich  auch  in  der  Form  schreiben  (vgl. 

Art.  220): 


Im  Falle  K  =  2  ist  die  Schar  (10)  init  der  zu  J  =  0  adjungirten 
Schar  identisch;  und  unser  Satz  stimmt  mit  demjenigen  des  Art.  78 
tiberein;  wonach  eine  Pfaff'sche  GrleicHung  d  =  0  dann  und  nur  dann 
exakt  ist,  wenn  sie  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten 
Schar  gestattet. 

Wird  in  (10)  Q  =  0  gesetzt,  so  erhalten  wir  die  allgemeinste 
infinitesimale  Transformation;  die  den  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  invariant 
lafst?  und  der  adjungirten  Schar  angehort. 
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250.  Wir  machen  nunmehr  die  Annahme,  dafs  die  simultane  In- 
variante  A  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  und  des  Ausdrucks 
A  (Art.  73)  nicht  identisch  null  sei.  Damit  dann  n+1  Funktionen 

(12)  &  •  •  In,  P 

existiren,  welche  die  Relationen  (3)  (4)  erfflllen,  ist  notwendig  und 
hinreiehend,  dafs  die  Funktion  A  denjenigen  Bedingungen  geniige,  die 
aus  diesen  Grleichungen  durch  Elimination  der  Grofsen  (12)  heryor- 
gehen,  Ist  dies  der  Fall,  so  erhalten  wir  die  Funktionen  (12)  hinter- 
her  durch.  Auflosung  des  nicht  homogenen  linearen  Grleicliungen- 
systems  (3)  (4). 

Um  die  genannte  Elimination  auszufiikren,  werde  zunachst  %  =  2/l 
angenommen  und  unter 

(13)  %  .  .  ij»,  6 

ein  beliebiges  Losungensystem  der  linearen  Gleichungen 

(14) 

verstanden.  Multipliziren  wir  dann  die  n  +  1  Gleictungen  (3)  (4) 
bezw.  mit  den  Funktionen  (13)  und  addiren  sie;  so  folgt  fur  A  die 
Bedingung: 


die  fur  jedes  beliebige  Losungensystem  (13)  der  linearen  Gleichungen  (14) 
erftillt  sein  mufs. 

Fassen  wir  zunachst  die  n  —  u  Losungensysteme  (7)  ins  Auge;  so 
erkennen  wir;  dafs  A  dem  yollstandigen  System  W  geniigen  muls; 
sodann  liefert  uns  das  Losungensystem  (11)  fur  A  noch  eine  nicht 
homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung: 


oder  also 

X0A  =  A. 

Wenn  wir   dies  Eesultat  mit   den  Entwickelungen  des  Art.  142 
vergleichen,  und  uns  daran  erinnern,  dafs   der  gegenw'artig  mit  X0f 

bezeichnete  Ausdruck  damals  —  ~  X^f  bezeichnet  wurde?  so  folgt:  die 

Funktion  A  ist  rollstandig  charakterisirt   durch  die  Bedingung,   dafs 
der  Pfaff'sche  Ausdruek 
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die  Klasse  K  —  1  =  21  —  1  besitzen  mufs,  und  es  ist  in  Art.  143 
gezeigt  worden,  wie  man  die  allgemeinste  Funktion  A  dieser  Art  durch 
eine  Quadratur  ermitteln  kann,  wenn  die  Integrate  des  zu  z/  gehorigen 
vollstandigen  Systems  V  bekannt  sind. 

Ist  A  solcherweise  bestimmt,  so  haben  wir;  um  das  allgemeinste 
Losungensystem  |x  .  .  |W0  der  nicht  homogenen  linearen  Gleichungen 
(3)  (4)  zu  finden,  nach  Art.  14  zunachst  ein  spezielles  Losungensystem 
dieser  Grleiclaungen  aufzusuchen.  Da  %  =  2>l  ist,  so  diirfen  wir  das 
Aggregat 


als  nicht  verschwindend  voraussetzen.  Dann  besitzen  die  Gleichungen 
(3)  (4)  ein  Losungensystem,  fur  welches  §x-j-i  .  .  |n,  Q  verscliwinden; 
wahrend  ^  .  .  £x  aus  den  Relationen: 

(16) 


zu  ermitteln  sind. 

Haben   nun    die  Ausdriicke  P,*   die  in  Art.  219  angegebene  Be- 
deutung?  so  gelten  die  Beziehungen 


Multiplizirt  man  dalier  die  GrleicKungen  (16)  mit  PI^;  P2*; 
so  folgt  durch  Addition: 


oder  also: 


wenn  das  Symbol  (qpf)  wie  in  Art.  220  definirt  wird. 

Indem  wir  das  allgemeinste  Losungensystem  von  (3)  (4)  nach 
Art.  14  bestimmen;  und  von  den  Klammersymbolen  (/),  des  Art.  220 
G-ebrauch  machen,  konnen  wir  folgendes  Theorem  ausspreehen: 

Ist  /I  ein  P  faff  'seller  AusdrucJc  der  Klasse  ^  =  2Z?  und  verschwindet 
das  Pfaff'scJie  Aggregat  P  nicht  identisch,  so  Jiat  die  allgemeinste  infini- 
tesimale Transformation  Xf,  welclie  die  Pfaff'sche  GleicJmng  J  =  0 
invariant  lafst,  d.  Ji.  eine  Identitat 
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(17) 

befriedigt,  folgende  Form: 

(18)  Z/ 

Dabei  sind  p,  ^  .  .  pw_j;  arbitrage  Funktionen  der  #t-;  und  p  ist 
init  der  in  (17)  auftretenden  Funktion  identisch.  Die  Klaminersymbole 
habea  die  in  Art.  220  angegebene  Bedeutung;  A  ist  eine  Punktion 
von  ^  .  •  xn  ,  welclie  dem  folgenden  System  partieller  Differential- 
gleiehungen  geniigt: 


und  man  hat  identiscli 

A  =  %!;!  +  •  •  +  ^L- 

Setzt  man  in  (18)  Q  ^  0,  so  erhalfc  man  die  allgemeinste  infini- 
tesimale Transformation,  die  den  Ausdruek  4  invariant  lafst. 

Aus  diesem  Satz  erhalt  man  als  Spezialfall  das  Theorem  249, 
wenn  man  A  =  0  annimmt. 

251.  Ln  Falle  5c  =  2yl  —  1  seien  die  Pfaff'schen  Aggregate  P';  Q 
nicht  null.  Die  Funktion  A  mufs  jetzt  alien  Relationen  (15)  gentigen; 
wo  y^  .  .ynG  ein  beliebiges  Losungensystem  der  linearen  Grleichungen 
(14)  bedeutet.  Da  aber  (5  =  0  eine  Folge  dieser  Grleichungen  ist,  so 
kann  fur  A  eine  beliebige  Losung  des  zu  d  gehorigen  vollstandigen 
Systems  W  genommen  werden. 

Ist  A  so  gewahlt;  so  besitzen  die  linearen  Gleichungen  (3)  und 
(4)  ein  und  nur  ein  Losungensystem  |/;  p?  fur  welches  die  Funktionen 
|X4!  .  .  f;n  identisch  verschwinden,  wahrend  die  iibrigen  Unbekannten 
aus  den  x  +  1  Relationen 


(19) 

bo* 


ermittelt  werden.    Haben  jetzt  die  Symbole  Q£k  die  in  Art.  222  er- 
klarte  Bedeutung,  beachten  wir  ferner  die  Identitaten: 


tk  +  %  $o*  =  Q 
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und  inultipliziren  wir  die  Grleichungen  (19)  mit  §u->  Q^  .  .  Qy^7  Q^k 
respektive,  so  folgt  dureh.  Addition: 


und  Meraus; 


.          l         __ 

q      ^i     a-  Sa.t  Stti  j         q 


wenn  man  die  in  Art.  222  und  223  eingefuhrten  Symbole  anwendet; 
und  die  Beziehungen 

Qok  =  —  It',2^—  i;  §0,2^—  i  =  Pf 
beriicksichtigt. 

Ftir  die  Funktion  Q  erhalt  man  aus  (19)  durch  Multiplikation  init 
§01602  •  •  $ox?  0  nnd  Addition: 


einer    leicht    zu   yerifizirenden    Anderung    der  Vorzeichen 
ergiebt  sich  jetzt  Folgendes: 

1st  4  ein  Pfaff'scher  Ausdruck  der  Klasse  K  =  2  A  —  1  ?  und  sind 
die  Pfaff'schen  Aggregate 

P/=(l,2,..2A-2);    «  =  (0,1..2A  —  1) 
c^  identiscli  null,  so  Jiat  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 


die  mer  Identitat  der  Form 

(21) 

genugtj  folgende  Gestalt: 

(22) 


fe  p*  willJcurlicJie  Funktionen;    die  Klammersynibole  haben 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  Art  222  und  223;   die  Function  A,  die  mit 
i  identisch  ist,  geniigt  den  Sedingungen 


ist  also  eine  belielige  Losing  des  m  4  gehorigen  wllstandigen  Systems 
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W,  in*  Folk  x  —  n  eine  arUtrare  Funktion  der  x,  und  die  auf  der 
recMen  Seite  von  (21)  auftretende  FunMon  Q  ist  durch  die  Gleichung 

(23)  <>  =  -{A}, 

definirt. 

Die  allgerneinste  infinitesimale  Transformation  Xf,  die  den  PfafFschen 
Ausdruck  J  invariant  lafst,  hat  die  Form  (22)  ;  worin  jetzt  A  den 
Bediugungen 

{  j}0  ==  0,  [A]s  =  0        (s  =  1  .  .  n  —  K\ 

d.  h.?  also  dem  vollstandigen  System  V  geniigen  mufs. 

Der  Satz  des  Art.  248  ergiebt  sicL.  aus  dem  obigen  als  Spezial- 
fall  (A  =  0). 

252.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einem  Problem;  das  zu  dem  soeben 
behandelten  in  gewissem  Sinne  dualistiscb.  1st,  n'amlicli  zn  der  Frage 

nach  der  allgemeinsten  infinitesimalen  Transformation  Xf= 

welche  eine  Identitat  der  Form: 
(24) 


befriedigt;  die  also,  wie  wir  auch  sagen  konnen,  den  Pfaff'schen  Aus- 
druck A  bis  auf  ein  exaktes  Differential  d  U  ungeandert  lafst. 
Die  Identitat  (24)  kann  so  geschrieben  werden  (vgl.  Art.  78): 


—U)  =  0      (A  =  £a&). 
i     i 

Schreiben  wir  zur  Abkiirzung  H  statt  U  —  A,  so  folgt: 

n 

' 


(25) 

Darnach  mufs  H  alien  partiellen  Differentialgleichungen 

.  —  =  0 

geniigen,  worin  ^  , .  rjn  ein  beliebiges  Losungensystem  der  linearen 
Gleichungen 

(26)  £viiOi>ik  =  0  '       (Jc  =  1 . .  n) 


bedeutet,  also  kann  fiir  H  bei  geradeni  ?c  ein  beliebiges  Integral  des 
Systems  W?  bei  ungeradem  x  eine  beliebige  Losung  yon  V  genornrnen 
werden. 

Ist  in  dem  zuerst  genannten  Fall  das  Pfaff'sche  Aggregat  P  von 
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Null  verschieden,  so  besitzen  die  Grleichungen  (25)  ein  Losungensystem 
I'i  .  .  fa  0  .  .  0  wobei  die  f;  dureh  die  Relationen 


22 


definirt  sind;  daraus  folgt  alinlich  wie  fruiter: 

L>E.! 

P    Sxdx 


und   die   allgemeinste   infinitesimale  Transformation  Xf  mit  der  ver- 
langten  Eigenschaft  hat  sonach  die  Form: 


Da  ferner  die  Koeffizienten  der  Ableitungen  -J-  in  den  Ausdrucken 
(f)a  Losungensysteme  der  linearen  Gleichungen  (26)  sind,  so  folgt  leicht: 


Es  ist  aber  nach  der  Bezeichnungsweise  des  Art.  219: 

22 


und  andrerseits: 


Darnach  findet  man 

(27)  A  = 

(28)  U=H-(H\. 

Im  Falle  ^  =  2K  —  1  bedeute  H  ein  Integral  des  vollstandigen 
Systems  V  und  das  Pfaff'sche  Aggregat  P'  verscbwinde  nictt  identisch. 
Wir  ermitteln  dann  ein  spezielles  Losungensystem  ft  .  .  §22—2;  0  .  .  0 
der  Grleielmngen  (25)  mittels  der  Relationen 

22  —  2 
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woraus  sich  leicht  ergiebt: 

2A-2 


P' 

^  "   " "  K  |  1  «.  * 

Darnach  hat   die  allgeineinste  infinitesiniale  Transformation,    die 
einer  Identitat  der  Form  (24)  geniigt,  die  Form 

(29) 

worin  die  Q  willkiirliche  Funktionen  bedeuten. 

Da   ferner   die   Koeffizienten   %  . .  rjn   eines  Ausdrucks   der  Form 
[f]s  der  Grleichung  Sa^i^Q  geniigen,  so  folgt: 

n  %A  —  22/t  —  2        — , .,        «  T» 


und  man  findet  sonach: 


Indem  wir  im  Falle  x  =  2  A  die  Vorzeichen  noch  etwas  modifiziren, 
kounen  wir  unsere  Ergebnisse  so  ausspreclien: 
Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 

" 


eiwer  Identitat  der  Form 


genilgtj  liat  im  Falle  %  =  2h  folgende  G-estalt: 
(30) 


X  .  .  Qn-%  arbitrdre  FunUionen  bedeuten.  Dafoei  ist  H  ein  le- 
Uebiges  Integral  des  #u  4  gehorigen  vollstdndigen  Systems  W,  im  Falle 
%  =  n  eine  willkurliehe  FunMon  von  x±  .  .  xnj  und  U  hat  den  Wert 
Wo  -  B- 

Im  Falle  %  =  2h  —  1   hat  die   allgemeinste  infinitesimale  Trans- 
formation der  genannten  Sesehaffenheit  die  Form 
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worin   0OJ   p,   arlitrdre  Funldionen,  und  H  ein  leliebiyes  Integral  des 
vollstandigen  Systems  V  ledeutet;  U  ist  jetzt  durcli  die  GleicJiung 

(31)  Ps 

definirt. 

Diese  Resultate  stimmen  mit  denjenigen  der  Art.  249  und  250 
iiberein.  Macht  man  namlich  in  den  vorstehenden  Entwickelungen  die 
Annahme  U=c,  also  H^c  —  A,  wo  c  eine  Konstante  bedeutet,  so 
mufs  A  bei  geradem  %  den  Bedingungen  des  Art.  250  geniigen,  und 
der  Ausdruck  (30)  verwandelt  sich.  in  die  allgemeinste  infinitesimale  Trans- 
formation,  die  d  invariant  lafst.  Ebenso  liefert  im  Falle  %  =  2/1  —  1 
die  Gleiclmng  (31)  unter  der  Annabme  U—c  fur  QQ  einen  Wert,  der 
in  (29)  substituirt,  die  negativ  genoinmene  reclite  Seite  dieser  (jleichung 
direkt  in  den  Ausdruck  (22)  uberfiilirt;  wenn  man  Art.  224  und  die 
Beziehung  {^}0^0  berucksichtigt. 

253.  Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt  nocb  das  Korollar: 
Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation,  die  einer  Identitat 
der  Form 


und  aufserdem  der  Bedingung 

A  =  Safet  ^  0 


geniigt,  also  der  zu  A  adjungirten  Scbar  angeh6rt;  hat  im  Falle 
die  Form: 


GHjO  +  2r*(fl" 

i 
und  im  Falle  %  =  2  A  —  1  die  Grestalt: 


und   es  bedeutet  H  beidemale  ein  beliebiges  Integral  des  zu  z/  ge- 
horigen  yollstandigen  Systems  V. 
Ferner  folgt  leicht: 

r\    n 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  Xf^=.  ^^lio — ,  die 
einer  Identitat  der  Form 
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i  / 

ilgtj  liat  im  Folk  %  =  2/1  —  1  die  Gestalt: 


und  man  Jmt  identisch: 


Sei  geradem  K  giebt  es  mir  solclie  infinitesimale  Transformationen  der 
genannten  Art,  fur  die  A  =  Q  ist. 

§  2.     Inyariautentheoretisehe  Begrundung  der  Theorie  des 
Pfaff'sdien  Problems, 

254.  Verwandelt  sich  yermoge  der  Variabelntransformation 

(1)      x-  ==  9?,:(^^  .  .  #„);  Xi  =====  Vifa'xs  .  .  Xn]        (i=l}29..  n) 
der  Pfaff  sche  Ausdruck 


in  den  Ausdruck 


i 
ferner  die  infinitesimale  Transformation 


in  die  infinitesimale  Transformation 
Y'f= 

/   - 


daim  geht  offenbar  der  Ausdruck  Xd  in  den  Ausdruck  X'z/'  fiber. 
Infolgedessen  wird  sich  jede  infinitesimale  Transformation,  die  einer 
der  Identitaten 


genfigt,  vermoge  unserer  Variabelntransformation  in  eine  infinitesimale 
Transformation  X'f  yerwandeln,  die  bezw.  der  analogen  Identitat 

X'J  =  p'zT;  X'J  ~  J*  X'J  ~dU' 
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genugt?  m.  a.  W.:  die  verschiedenen  Kategorien  infinitesimaler  Trans- 
formationen,    die   im   vorigen   §   studirt   wurden,   stehen  alle  zu  dem 
Pfafi'schen  Ausdruck  x/  in  invarianter  Beziehung. 
Wir  erinnern  noch  claran,  dafs  vermoge  (1) 

A  = 

dafs  also  A   eine  simultane  Invariante   des  Ausdruckes  A  und  der  in- 
finitesimalen  Transformation  Xf  darstellt  (Art.  73). 

255.   Nach  diesen  Vorbemerkungen  betrachten  wir  bei  geradeni  x 
die  beiden  Scharen  infinitesimaler  Transformationen: 

(2)  Po(f)0  +  ft  (f\  +  •  •  +  Qn-X(f\-K, 

und  bei  ungeradem  %  die  folgenden  beiden  Scharen: 
(4)  Pol/'lo 


worin  die  p/  arbitrare  Funktionen  bedeuten. 

Nach  Art.  249  ist  der  Ausdruck  (2)  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation ;  die  der  zu  J  adjnngirten  Schar  angehort  und  die 
Pfaff'sclie  Grleicliung  J  =  0  nicht  andeYt;  da  aber  diese  beiden  Eigen- 
schaften  invariant  sind7  so  ist  die  Schar  (2)  infinitesimaler  Trans- 
formationen mit  A  invariant  verkntipft;  d.  h.  vermoge  der  Variabeln- 
transformation  (1)  verwandelt  sich  jede  infinitesimale  Transformation 
der  Form  (2)  in  eine  infinitesimale  Transformation  X'f  derjenigen 
Schar,  die  zu  z/'  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  (2)  zu  z/. 

Ebenso  ist  die  Schar  (3)  bei  geradem  x  (und  die  Schar  (5)  bei 
ungeradem  x)  mit  J  invariant  verknupft;  denti  der  Ausdruck  (3) 
(bezw.  (5))  ist  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der  ad- 
jungirten  Schar;  die  den  Pfaff'schen  Ausdruck  J  invariant  lafst. 

Ist  ferner  bei  ungeradem  %  die  infinitesimale  Transformation  Xf 
in  der  Schar  (4)  enthalten,  so  geniigt  sie  der  Identitat 

(6)  X4  =  dA 

und  umgekehrt;  da  aber  die  durch  (6)  ausgedriickte  Eigenschaft  in- 
variant ist,  so  ist  auch  die  Schar  (4)  mit  z/  invariant  verknupft. 

Damit  ist  aufs  n&iie  gegeigt,  dafs  die  beiden  Grleichungensyskeme  V 
und  W  mit  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  A  invariant  verknupft  sind. 

256.  Auch  die  Vollstandigkeit  der  beiden  Systeme  V  und  W 
folgt  jetzt  aufs  Leichteste.  Wir  bemerken  vorab,  dafs  das  Symbol 
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einen  gewissen  Pfaff'schen  Ausdruck  4±  bedeutet;  1st  daim  Tf  irgend 
eine  andere  infinitesimale  Transformation,  so  liaben  wir  unter  dem 
Symbol  YXJ  einfach  den  Pfaff'schen  Ausdruck  TJ±  zu  verstehen. 

Es  mogen  nun  die  Syinbole  Xf,  Tf  irgend  zwei  infinitesimale 
Transformationen  der  Schar  (3)  oder  (5)  bedeuten,  je  nachdem  K  ge- 
rade  oder  ungerade  ist.  Dann  hat  man 


und  infolge  dessen 

XYJ  —  0,  YXJ  —  0. 

Setzen  wir  dalier 

Zf=  X(7f)  -  Y(Xf)  = 

so  folgt  auch  Zd  ^  0.  Um  also  zu  zeigen?  dafs  die  infinitesimale 
Transformation  Zf  wiederurn  der  Schar  (3)  (resp.  (5))  angehort,  haben 
wir  nur  nachzuweisen,  dafs  sie  in  der  zu  z/  ad.jungi.rten  Schar  ent- 
halten  ist;  d.  h.  also  der  Identitat  ^  a^  +  •  *  +  &»^«  ^  0 
Wir  schreiben  zu  diesem  Zwecke 


und  mithin: 


also 

(?)  g»=zij4- 

Nun  hat  man  nach  Voraussetzung: 
(8) 


oder,  indein  man  auf  diese  Identitaten  die  Operationen  Yf  bezw.  Xf 
ausubt: 


also  durch  Subtraktion: 


< 


und  unsere  Behauptung  folgt  jetzt  unmittelbar  aus  der,  Thatsache,  dafs 
die  rechts  stehende  Doppelsumme  null  ist,  da  ja  die  ^  und  yk  nach 
Voraussetzung  die  Eelationen: 
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(11) 

erfiillen.  Die  Vollstandigkeit  des  Grleichungensystems  W  1st  damit 
sowohl  fur  gerades  als  aucii  fiir  ungerades  %  nachgewiesen. 

257.  Um  dasselbe  fiir  das  System  F  zu  zeigen,  nehrnen  wir  zu- 
nachst  %  =  2/l  an  und  verstehen  miter  Xf  wiederum  eine  beliebige 
infinitesimale  Transformation  der  Schar  (3). 

Schreiben  wir  jetzt  X0f  fur  (/")0;  so  hat  man  nach  Art.  249: 


mithin 
also,  wemi 
gesetzt  wird: 


Darnack  lalst  die  infinitesimale  Transformation  Zf  den  Pfaff'schen 
Ausdruck  A  invariant;  sie  geliort  aber  tiberdies  der  zu  z/  adjungirten 
Schar  infinitesimaler  Transformationen  an.  Letzteres  folgt  genau  wie 
in  der  vor.  Nrv  wenn  man  darin  Yf  durch  XQf  ersetzt.  Darnach  lafst 
sich  Zf  in  der  Form  (3)  darstellen;  mithin  bilden  die  partiellen  Differential- 
gleichungen 


ein  vollstandiges  System,  was  zu  zeigen  war. 

Auch  im  Falle  K  =  2/1  —  1  gelten  die  Identitaten  (9),  wenn 
Yf  durch  {/"^  =  XQf  ersetzt  wird;  dies  folgt  unmittelbar  daraus;  dafs 
die  Koeffizienten  %  .  .  ijw  der  infinitesimalen  Transformation  (f}0  der 
Identitat 


Greniige   leisten.     1st  ferner   Xf~         |?;  o-~  Q^  infinitesimale  Trans- 


formation der  Schar  (5),  so  ist  die  erste  Gruppe  der  Identitaten  (11) 
erftillt,  und  aus  (10)  folgt  jetzt  sofort,  dafs  die  infinitesimale  Trans- 
formation 


der  zu  J  adjungirten   Schar  angehort.    Ferner  hat  man  nach  dem 
Schlufssatz  des  Art.  253: 


=  0,  X^t  ^  0, 
also  auch 


348        Kap.  X.    Yerwertimg  cles  Begriffs:  infinitesimale  Transformation.      [2581 


und  rnithin  ist  Zf  eine  infinitesimale  Transformation  der  Schar  (5), 
womit  auch  bei  ungeradem  x  die  Vollstandigkeit  des  Systems  F  nach- 
gewiesen  ist. 

258,    Wir  fragen   nun  wie  in  Art.  106  nach   der  allgemeinsten 
Vanabelntransformation 

(12)  sh  =  (&,.(#!  .  .  #tt);  2/2  =  o>2  .  .  yn-i  =  o>«-i;  *  =  ^K  -  •  ^)? 
vermoge  deren  eine  Identitdt  folgender  Form  besteht: 

n—l 

(13)  A 


Die  Pfaff sche  Gleichung  z/'  =  0  gestattet  offenbar  alle  infinites!- 
malen  Transformationen  der  Form 

denn  man  hat  identisch: 

f    r a   SQ      v/ 

iiberdies  gehort  X'f,  wie  man  sofort  sieht,  der  zu  A'  adjungirten 
Schar  an.  Hat  also  X'f?  in  den  ursprtinglichen  Yariabeln  xl  . .  xn  ge- 
schrieben^  die  Form: 

(15) 


so  folgt  aus  den  Satzen  der  Art.  248  und  249  sofort,  dafs  Xf  bei 
geradem  ^  der  Schar  (2)?  bei  ungeradem  K  der  Schar  (5)  angehoren  mnis. 
TJmgekehrt,  erftillt  Xf  diese  Bedingung?  und  sind  a?x . .  (Qn-i  die 
n  —  1  unabhangige  Losungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
Xf  =  0,  so  wird  Xf  vermoge  der  Vanabelntransformation  (12)  (worin 
(p  beliebig),  die  Form  (14)  erhalten,  Es  sei 

(16)  dr  =  S aft  (t,  yi . .  yn- 1) dyt  +  an' (t,  y± . .  yn-i)dt 

die  transformirte  Gestalt  yon  J.  Da  die  infinitesimale  Transformation 
(14)  der  zu  Jf  adjungirten  Schar  angehort;  so  hat  man  vermoge  (12) 
die  identische  Beziehung 


also   a/  =  0.    Da   ferner  df   die  infinitesimale   Transformation   (14) 
gestatten  mufs,  so  folgt: 

"  3<  n^3    , 

-jj-  dyi  —  T  ^  aL  ay*, 

i 
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also 

8  af 
<*  (<,  yl  .  .  y«_i)  —  =  TT  (f,  ^  .  .  yB_t)  .  a/, 

und  daraus  folgt  unmittelbar,  dais  die  Verhaltnisse  der  Koeffizienten 
a/  .  .  an—i  von  £  nicht  abhangen,  dafs  also  4,  in  den  neuen  Variabeln 
t,  y±  .  .  2/n-i  geschrieben,  wirklich  die  Form  (13)  erhalt. 

Zugleich  erkennt  man,  dafs  der  in  (13)  auftretende  Faktor  Q 
dann  und  nur  dann  yon  t  unabhangig  ist?  wenn  entweder  K  =  21  —  1; 
oder  wenn  K  =  2k  und  Xf  der  Schar  (3)  angehort.  Auch  ersieht  man 
sofort;  dafs  die  Eeduktion  (13)  dann  und  nur  dann  unmoglich  isi; 
wenn  %  =  2/1  —  1  =  n. 

Damit  iiaben  wir  die  Pfaff-  Grassmann'sche  Theorie  mit  alien 
daran  sich.  anschliefsenden  Satzen  wiedergewonnen. 

259.  Wir  stellen  uns  ferner  die  Aufgabe,  die  allgemeinste  Variabeln- 
transformation  (12)  anzugeben;  vernaoge  deren  eine  Identitat: 

n~  1 

(17)      J  =  dW(t,  y,  .  .  yn  _i) 


stattfindet.    Hat  X'f  die  Bedeutung  (14),  so  findet  man: 

(is)  rj'  = 


hat  X'fj  in  den  x  gesclirieben?  die  Form  (15),  so  gelten  vermoge  (12) 
die  Beziehungen: 


wenn  mit  A'  der  Ausdruck  bezeich.net  wird?  der  aus  A  durch  die 
Transformation  (12)  hervorgeht.  Die  Identitat  (18)  kann  also  ge- 
schrieben  werden: 

(19)  X'J'  =  dA', 

mithin  genugt  Xf  der  identischen  Beziehung 


nach  Art.  253  gehort  also  Xf  bei  geradem  %  der  Schar  (3);  bei  un- 
geradem  K  der  Schar  (4)  an. 

Umgekekrt,  ist  dies  der  Fall,  und  sind  c^  .  .  con^i  die  Losungen 
von  Xf  =  0,  so  erhalt  Xf  vermoge  der  Variabelntransformation  (12) 
die  Gestalt  (14).  Ist  x  =  2A  —  1,  so  gilt  die  Identitat  (19),  wenn 
der  durch  (16)  dargestellte  Pfaff'sche  Ausdruck  ^'  die  transformirte 
Gestalt  von  4  bedeutet.  Man  hat  daher: 
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und  hieraus 

n — 1 


oder  also: 


Wie  in  Art.  120   folgt  hieraus  sofort,   dafs  z/'  die  Form  (17)  besitzt. 

Der  Tall  %  =====  2  A  kommt  auf  einen  Spezialfall  des  Satzes  der 
vor.  Nr.  heraus.  Damit  haben  wir  dasjenige  Verfakren;  das  in  Kap.  IV 
als  ;,Jacobi'selie  Reduktion"  bezeiehnet  wurde7  aufs  neue  abgeleitet. 

260.  Wir  verstehen  unter  ^  .  .  ox  irgend  x  unabbangige  Integrale 
des  zu  J  gehorigen  yollstandigen  Systems  W,  und  unter  &>,-\-i  -  -  &n 
beliebige  Funktionen,  die  mit  den  vorigen  zusammen  ein  System  yon  n 
unabhangigen  Funktionen  der  Variabeln  %  .  .  xn  bilden.  Ftiliren  wir 
dann  inittels  der  Formeln 

(20)  yi  =  o>/(#,  .  .  a?«)        (i  =  1  .  .  ri) 

statt  der  x  die  neuen  Yariabeln  y  ein;  so  erhalte  /!  die  Form 


(21)  ^' 

Das  Gleichungensystem  TT  nimmt  jetzt  folgende  Grestalt  an  : 


und  infolge  dessen  gehort  jede  infinitesimale  Transformation: 
(23)  g,+1(y,  •  •  yn]      ^     +  -  -  +  0n(y,  -  -  yn]    *L 

"x-j-1  "72 

der  zu  ^/7  adjungirten  Schar  an;  und  lafst  uberdies  A'  invariant.    Aus 
der  ersteren  Eigensehaft  folgt;  dafs  die  Identitat 


x+1 

fftr  beliebige  <?  erfullt  ist;  dafs  also  alle  Koeffizienten  6X+1  .  .  ln  identisch. 
verschwinden.    Da  ferner  4r  alle  infinitesimalen  Transformationen  (23) 

/}  -f  7\-P 

mithin  aucli  ^—  ^  ---  -^-~  gestatten  mufs;  so  folgt: 

^ 
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1        "s 
also  hat  z/'  die  Form: 

(24)  ^'  = 

und  es  ist  d'  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  den  K  Variabeln  y1  , .  yy. 

Umgekehrt;  soil  d  vermoge  (20)  auf  die  Form  eines  bedingungs- 
losen  Ausdrucks  (24)  mit  K  Variabeln  gebracht  werden,  so  mussen 
a?!  . .  CD*  die  Integrale  des  vollstandigen  Systems  W  sein;  da  die  Grlei- 
chungen  (22)  offenbar  das  zu  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  (24)  gehorige 
vollstandige  System  W  bilden. 

261.  Es  seien  jetzt  c^  . .  cox_i  die  unabh'angigen  Integrale  des  voll- 
standigen Systems  V7  und  die  Funktionen  cox .  .  ®n  so  gewahlt,  dafs 
die  Formeln  (20)  eine  Variabelntransformation  darstellen.  Vermoge 

(20)  verwandle  sich  der  Ausdruck  zl  in  (21);   das  System  V  nimmt 

die  Form 

^^  q/ 

^  =  0 

an;  und  die  mit  z/  invariant  verkniipfte  Schar  (2)  (bezw.  (4))  erh'alt 
demnach  in  den  neuen  Variabeln  die  Grestalt: 

(26) 

worin  die  6S  arbitrate  Funktionen  von  y± , .  yn  bedeuten. 

Ist  nun  zunachst  K  =  2h,  so  erschliefsen  wir  aus  dem,  Fmstande? 
dafs  jede  infinitesimale  Transformation  (26)  der  zu  dem.  Ausdruck 

(21)  adjungirten    Schar    infinitesimaler    Transformationen    angehoren 
nmfs;   das   identische   Verschwinden   der   Koeffizienten   &x?  6x+i  . .  &». 
Da  ferner  die  Gleichung  d'  =  0  die  infinitesimale  Transformation  (26) 
gestattet,  so  folgt: 


x— 1     n 


und  hieraus  fiir  i  =  1;  2; . .  ^  —  1 : 
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Wenn  wir  iderin  i  durch  Jc  ersetzen,  und  aus  den  so  entstehenden 
zwei  Gleiehungen  Q  eliminiren,  so  folgt  fur  beliebige  <?s  die  Identitat 


also  bat  A'  die  Form: 

/O^N  A f  /  ^ 

Ilmgekehrtj  soil  zJ  durcli  die  Transformation  (20)  diese  Form 
erhalten,  so  mussen  co1 . .  co%^i  die  Losungen  des  zu  A  gehorigen 
Systems  V  sein;  da  die  Gleichungen  (25)  offenbar  das  zu  dern  Pfaffschen 
Ausdruck  (27)  gehorige  System  V  darstellen.  Man  erkennt  auch  so- 
fort,  dafs  die  Funktion  t  yon  den  Variabeln  y*+\ . .  yn  nicht  unabhangig 
sein  kann?  da  andernfalls  der  Ausdruck  (27)  eine  Klasse  ^  %  —  1 
besafse. 

1st  andererseits  K  =  2  A  —  1?  so  befriedigt  die  inflnitesimale  Trans- 
formation (26)  far  beliebige  <5S  eine  Identitat  der  Form: 


(ygL  Art.  253). 
Hieraus  folgt: 


und  mithin: 

(28)  S^S    (••-!,-  •»;«-«-.»). 

Hieraus  schliefst  man;  dafs  der  Pfaff'sche  Ausdruek 


ein  exaktes  Differential  dt^(y1..yn]  wird?  wenn  man  y^..yx^i  als 
Konstante  betracbtet.  Beziehen  wir  also  das  Symbol  d  auf  alle  Variabeln 
y^  .  .  yn)  so  folgt: 


Aus  (28)  scLHefsen  wir  jetzt: 
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Sbt  __  36«_  a 


($  =  : 
^  2/$         t7  2//        ^  2^s  \G  2/£/ 

also: 


und  es  folgt: 
(29)  ^  = 


Off'enbar  kann  fy  von  ^ . .  yn  nicht  unabhangig  sein. 

Man  erkennt  aucb  leicbt  umgekebrt,  dafs  wenn  z/  vermoge  (20) 
die  eben  Mngeschriebene  Form,  erhalten  soil,  die  Funktionen  c^  ..  ox_i 
dem  vollst'andigen  System  V  geniigen  miissen;  denn  die  Gleiclmngen 
(25)  gehoren  zu  (29)  in  demselben  Sinne  wie  die  Gleicbungen  V  zu  ^/. 

Hiermit  sind  alle  Eigenscbaften  der  Systeme  V  und  W  aufs 
neue  abgeleitet. 

Es  sei  nocb  bervorgeboben;  dafs  sicb  der  in  Art.  149  gegebene 
Beweis  des  Satzes,  welcher  der  Clebsch'scben  Reduktionsmetbode  zu 
Grunde  liegt,  wesentlich  auf  die  Koyarianz  der  Systeme  V  und  W 
stiitzt  und  daher  aucb  yon  unserm  gegenwartigen  Standpunkte,  aus 
keiner  wesentlicben  Yereinfachung  fabig  ist.  Um  also  iin  Zusammen- 
bang  mit  den  Entwickelungen  dieses  §  das  Fundainentaltheorem  zu 
beweisen,  haben  wir  nur  die  Scblufsweise  von  Kap.  VI;  §  2  zu  wiederholen. 

§  3.     Die  Normalformen  der  Klammersymbole. 

262.  Der  Pfaffscbe  Ausdruck  d  besitze  die  Klasse  ^  =  2A  und 
sei  auf  eine  Normalform 

(1)  ^E 

gebracbt;  wir  durfen  annehnien,  dafs  das  Pfaff'scbe  Aggregat  P  nicht 
identisch.  null  sei;  dafs  also  die  K  Funktionen  iti9  &  binsichtlicb  %  . .  xy. 
unabhangig  seien.  Dann  stellen  die  Formeln 

(A 10       ; .  <j  s-.  „  «,   i    1      v\ 

^  —  j.?  6,  .  .  A,  d  —  x,  x  -j-  i  .  .  n) 

eine  Variabelntransformation  dar;  die  nacb  den  x-t  aufgelost  so  laute: 


v,  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  23 
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Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  zu  ermitteln,  welche  Gestalt  die  in 
Art.  220  definirten  Klammersymbole 

(<P/MA»  (flt  -.(/V. 
amiehmen,  wenn  man  statt  der  x-t  vermoge  (2)  die  neuen  Independenten 

(4)  ii . .  %&! . .  ffiyx+iyx+a  •  •  yn 

einfiihrt. 

Verstehen  wir  unter  8^  die  positive  Binheit  oder  die  Null,  je 
nachdem  die  Indices  i  und  k  gleich  oder  verschieden  sind,  so  gelten 
vernioge  der  Transformationsformeln  (2)  oder  (3)  folgende  identische 
Beziehungen: 


(5) 


(h,  1=1,2,..  X). 


_  _  A 

—        ^  a*,  —  u 


Ferner  hat  man  Termoge  (1)  identisct: 
(6)  .     «  = 

m  a  - 

CO  a**  = 

Wir  schreiben  nun 


und  bilden  die  Summe 


Setzen  wir  tierin  fur  a/t  und  lrk  ihre  Ausdriicke  (7)  (8)  ein?  so 
ergiebt  sich: 


1 

x       I       I 
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Die  zweite  dieser  dreifachen  Surnmeu  verschwindet  nach  (5)  identiseh, 
wahrend  die  erste  folgenden  Wert  hat: 


Dieser  Ausdruck  reduzirt  sich  aber  vermoge  (2)  oder  (3)  auf 
und  es  folgt: 

(9) 

Lassen  wir  jetzt  i  die  Werte  1,  2,  .  ,  x  durchlaufen,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  der  K  Unbekannten  ZviAa  .  -  &rx  ein  System  von 
K  Gleichungen,  deren  Auflosung  folgendes  Resultat  liefert: 

(10)  P-^-Pr*5 

das  Symbol  Prk  hat  die  in  Art.  219   angegebene  Bedeiitung;  die  da- 
selbst  angegebenen  Pormeln?  sowie  die  Identitat 


lief  era  jetzt  mit  Rucksicht  auf  (5)  nnd  (6): 


- 

'    P 


>i     Jk 

_J  ^J  .  _. 
Ill 

y.  K  Z  1. 


y.        I 


Da  ferner  die  Beziehung: 


%~1 

*  =:   r^^  tt;'  x+5^"^ 


stattfindet?  so   hat  man  fur  s  >  0  mit  Riicksicht  auf  die  Formeln  des 
Art  220  die  Identitaten: 


356       Kap.  X.    Yerwertung  des  Begriffs:  infmitesiniale  Transformation.      [263] 

Auf  Grand  einer  ahnlichen  Rechnung  wie  soeben  erhalt  man  yer- 
inoge  (7)  und  (8)  die  Formal  : 


as, 

Endlick  hat  man  wegen  (5)  (8)  und  (10): 
/    >s  _ 

m)  = 


Damit  liaben  wir  den  folgenden  Satz  gewonnen: 

1st   J   ein    Pfaff'scher  Ausdruck   der  Klasse   x  =  2k?   und   das 

Pfaff'sche  Aggregat  P=  (1;  2,  .  .  %)  mcJii  identisch  null,  und  lesitzt  J 

die  Normalform 


so  gelten  vermoge  der  VariaMntransformation: 

i-  =  i-(X  •  •  a?»);  «/  =  3Tf(%  .  .  a?n);  y, 
(i  =  1,  2,  .  .A;  5  =  2A  +  1,  2A  +  2, 

<?fe  folgenden  Identitaten: 


Sg—-^^^  (,-1,2,..*-*). 

Wir    wollen    die   Her   gegebenen   einfachen  Ausdrucke   ftir   die 
Klammersymbole  (<pf)  und  (/*),-  als  deren  ?,Normalformen"  bezeichnen. 

263.  Ehe  wir  an  dieses  wichtige  Theorem  weitere  Schlufsfolgerungen 
kntipfen,  wollen  wir  die  analogen  Rechnungen  auch  ffir 
durchfuhreru 
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Unter  der  genannten  Annalime  liabe  z/  die  Norinalform 

(12)  4  E 

sind  dann  die  Pfaff'schen  Aggregate  P';  Q  nicht  identisch  null  (Art.  166), 
so  liefern  die  Grleiehungen 


^     '  i  ^  /„•       1       i        i .  0       19 

.  .  A  —  I }   S  =  1;  4,  .  . 

eine  Variabelntransformation;  deren  nach  den  ^  aufgeloste  Form  so  laute : 

(M)  u'zr ;  l^=l^!i-Ji "I)~1? y*+i"yn  i~  *  '"* 

Vermoge    dieser   Transformation    gelten    die   Identitaten    (5)    for 
Ji}  I  =  1  . .  i  —  1;  tind  aufserdem  noch  die  folgenden: 


(16)  «^- 


r 

(17) 


Wir  schreiben  jetzt: 
2—1 


(18) 


Bilden  wir  dann  den  Ausdruck 


rk, 


indem  wir  fiir  aik  und  c/t  ihre  Werte  (17)?  (18)  einsetzen?  so  ergiebt 
sich  mit  Htilfe  der  Identitaten  (5)  (15)  (16)  durch  eine  etwas  langere, 
aber  unsckwierige  Rechnung  das  Resultat: 


dieser  Ausdruck  aber  hat  offenbar  den  Wert: 
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0 
y. 


setzen  wir  daher  noch 
so  folgt  wegen  (18): 


(19) 


Die  zuletzt  hingeschriebene  Gleichung  ergiebt  sich  leicht  aus  (5)  (15) 
(16)  und  (18).  Aus  den  ?c  +  1  Gleichungen  (19)  lassen  sich  die 
y  -|-  1  Unbekannten  crQCri . .  cr%  bereclinen^  und  zwar  ergiebt  sich: 

QCrk  =   QrJc  (r,  Jfc  =  0;  1,  .  .  X), 

wenn  $r^  die  in  Art*  222  angegebene  Bedeutung  hat.    Daraus  folgt: 


Eine   leiehte  Rechnung   zeigt,    dafs    der  zuletzt  hingeschriebene 
Ausdruck  vermoge  (5)  (15)  (18)  die  Form: 

^7  (  S<P    df         8y_   df\    i     df    %7       ^^         ^^   "SI       0^ 

^  ^  a  e,  ~  gi,  a*,y  ^^^^i^~"at-4-/ 

annimmt.    Ferner  verifizirt  man  ohne  Miihe  die  Beziehung 

x 
KSj  S^+A  =  —  x*  ^a^+M  ft*  3 


und  erhalt  somit  der  Reihe  nach 


g 


=    8^    _  52  i£      ^    _  SJ  Jl£.     ^    _ 

?«  "          ?^     9a  3W     ^^ 


a/ 
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Endlich  gelten  noch  die  Beziehungen: 

X  X  V 

9f_ 
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1         *  1         "       *  1         A       v 

unter  Grebrauch  der  Bezeichnungen  des  Art.  222  aber  hat  man 
und  es  folgt: 


Q 


Sf_  m 
.     —  '/  Jo- 


Indem  wir  diese  Resultate  zusammenfassen,  konnen  wir  folgenden  Satz 
formuliren  : 

1st  A  em  Pfaff'scher  Ausdruck  mit  der  Klasse  %  =  2  A  —  1 
der  Normalform: 


md  verschwinden  die  Pfaff'scJien  Aggregate  P'}  Q  nickt  identisch,  so 
gelten  vermoge  der  Varidbelntransformation 


j/^4.5  =  #*+,        (f  =  1,  .  .  I  —  1,  s  =  1;  2,  .  .  n  —  x) 
folgende  Identitdten: 


*— i 

.     .      "^7  1  ^T~  H~  Ml*-  ~^  I        ^T"  I  ^T    i    ^  TF 

(20) 

'  =1L 

—  8r 


_    g/1 


Diese  einfachen  Ausdriieke  ftir  die  Klammersymbole  wollen  wir 
wiederum  als  die  ,,Normalformen"  der  letzteren  bezeichnen. 

264.  Wir  wollen  nocb.  ffir  das  in  Art.  223  defiairte  Symbol 
{q>f\  durcb.  Einfiihrung  neuer  Independenten  einen  einfachen  Ausdruck 
gewinnen.  In  der  Normalform  (12)  sind  unter  den  oben  gemacnten 
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((Annahinen  die  K  —  1  Funktionen  itfa  liinsichtlich  x^  . .  #22—2  unab- 
hangig  (Art.  167),  daher  liefern  die  Relationen 

(21)  i  =  i(^..^);  ^  =  ^(^..);  ys  =  %s    (i=l-.A  — 1;  s  =  x..n) 

eine  Variabelntransformation.    Definirt  man  dann  die  Grofsen  &/*  durch 
die  Formel 


J-l 


so  lassen   sich   die  Rechnnngen   des  Art.  262  fast  wortlich   auf  den 
gegenwartigen  Fall  ubertragen?  nnd  man  findet: 


Dagegen  yerliert  {<pf}  ini  allgerneinen  seine  einfache  Bedeutung, 
wenn  man  nidit  die  Transformation  (21),  sondern  die  Transformation 
(13)  anwendet.  Da  aber  diesem  Klamrnersymbol  spaterhin  nur  eine 
geringe  Wichtigkeit  zukommt?  wollen  wir  uns  mit  der  Aufstellung  der 
betreffenden  Formel  nicht  welter  aufhalten. 

265.  Aus  den  vorstehenden  Entwickelangen  ergeben  sich  zunachst 
die  folgenden,  schon  anderweitig  (Kap.  V)  bekannten  Thatsaclien  : 

1st  #  =  2A,  besitzt  also  ^/  die  Normalform: 


und  fuhrt  man  vermoge  (2)  neue  Independente  ein,  so  erhalt  das  zu 
J  gehorige  System   W  die  Form: 


wahrend  das  n  —  K  +  1-gliedrige  vollsiandige  System  V  die  folgende 
Grestalt  annimmt: 


Das  allgemeinste  Integral  von  W  ist  also  eine  arbitrage  Funktion 
der  sr,-,  I,,  dasjenige  von  V  eine  beliebige  Funktion  der  #,-,  |f;  die  in 
den  iti  liomogen  nullter  Ordnung  ist, 

Ist  im  Fall  K  =  21  —  1  der  Ausdruck  (12)  eine  Normalfora  von 
J,  so  erhalten  die  Systeme  V  nnd  W  vermoge  (13)  folgende  Formen: 
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Also  ist  das  allgemeinste  Integral  von  V  eine  arbitrare  Funktion  von 
rti%t,  die  allgemeinste  Losung  von  W  eine  solche  von  £7  rti%l}  was  mit 
den  frfiheren  Besultaten  Ubereinstimmt. 

266.  Indem  wir  die  Resultate  des  Art.  263  mit  denjenigen  des 
Art.  251  in  Verbindung  bringen,  erhalten  wir  ohne  weiteres  den  Satz: 

Ist  K  =  2 A  —  1  und  besitzt  d  die  Normalform: 

^g  yf^d^  '  *  7t]t  —  id$l  —  l) 

so  erhalt  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  Xf,  die  einer 
Identitat  der  Form 

/CiC\\  "C7"     ^  ^ 

(2%)  A/J^p^/ 

genflgt,  vermoge  der  Variabelntransformation  (13)  die  Gestalt: 

/  Sf    i^       df\        of  i  3  W  j_       SW 

|  |_  fth         i          __  a  _       |-  ah  __ 


Dabei  bedeutet  W  eine  arbitrare  Funktion   der  x  Funktionen 
und  der  in  (22)  auftretende  Faktor  9  hat  den  Wert 

_       dW 


Insbesondere  besitzt  also  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
Xf,  die  der  Identitat 


geniigt,  die  Form: 

Sf\    ,   9f(^^  dW 


worin  W  eine  Funktion  der  Grofsen  jr,||  allein  bedeutet. 

267.  Die  Resultate  der  vor.  Nr.  lassen  sich  noch  atif  zwei  andere 
Weisen,  obne  Bezugnahme  auf  die  Variabelntransformation  des  Art.  263 
ableiten. 

Erstens  namlicb.  konnen  wir  ftir  den  Pfafif'schen  Ausdruck: 


—  i 

—i  —  /*? 


unter  der  Annalime,  dafs  x^  .  .  xn  die  Independenten  sind;  die  Pfaff  schen 
Aggregate  P',  Q,  QM  etc.  berechnen^  sodann  nach  den  Vorschriften 
des  Art.  251  die-  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  aufstellen, 


362        Kap.  X.    Verwertung  des  Begriffs:  infinite  simale  Transformation.      [267] 

welclie  die  Pfaff'sche  Gleichung  z/  =  0  bezw.  den  Ausdruck  d  nicht 
andert,  und  hinterher  dann  die  Grofsen  x±  .  .  xn  wieder  durch  die 
Buchstaben  £,  |0  3tf-;  y5  ersetzen.  Weit  einfaclier  aber  lassen  sicH  die 
Satze  der  von  Nr.  direkt  aus  der  Betrachtung  der  Identitat  (22)  ab- 
leiten.  Wir  wollen  dies  fiir  den  Fall  x  =  n  naher  ausfukren.  Dabei 
ersetzen  wir,  um  auf  die  Bezeichnungsweise  des  Art.  174ff.  zuriick- 
zukommen,  I  —  1  durch  m,  £  durch  0,  &  durch  xt  und  ^  durch  ph 
und  schicken  zunaehst  folgende  Definition  voraus: 
Eine  infinitesimale  Transformation 


i 

+ 

worin  die  &;  I7Z;  Z  Punktionen  der  2m  +  1  Variabeln 

(23)  ^^..^^i.-jPm 

bedeuteu,  heifst  eine  ^infinitesimale  Beruhrungstransformation"  dieser 
Variabeln  (oder  des  Raums  Rm+i(8,  x1  .  .  iO),  wenn  sie  die  Pfaff'scbe 
GleicLung 

V  =  rZ-0  —  jpx  (?^  —  •  —  jpM  cZ^m  =  0 

invariant  lafst;  also  einer  Identitat  der  Form 

(24)  XV-p^.-^'V 
genugt.    Bezeiehnen  wir  den  Ausdruck 


m 
f9K\  V 

(25)       2s 


, 

+  *' 

mit  [T^/j^a;^,  oder  auch?  wenn  kein  Mifsverstandnis  zu  befurchten  ist, 

einfack  mit  [Wf],  so  nimmt  der  Satz  der  Nr.  266  folgende  Form  an: 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Beruhrungstransformation  der  2m-{-  1 

Variabeln  (23)  /m^ 


Tf  eine  leliebige  Funktion  der  Variabeln  (23)  ledeutet,  imd  man  hat 


Die  allgemeinste  infinitesimale  Beruhrungstransformationj  die  iiberdies  den 
AusdrucJc  V  invariant  lafst,  hat  die  Form: 


worm  If  erne  arbitrage  Funktion  von  xt  .  .  ^wpx  .  .  yw  ledwtet. 


[267]  §  3.    Infinitesimale  Beriihrungsfcransformationen.  363 

Um  unsere  Behauptung  zu  erweisen,  schreiben  wir  die  Bedingungen 
dafiir  auf,  dafs  die  infinitesimale  Transformation 

<*>        *^*U 

deren  Koeffizienten  Funktionen  von  0,  x±  .  .  pm  sind;   die  Pfaff'sehe 
Grleiclmng  V  =  0  invariant  lasse.     Man  findet: 


Ldxt  =  9  v, 
i  i 

d.  L  also: 


_  A 

^  —  —  (j. 

-/       2^ 
Setzen  wir  nun 

(27)  IF  =  &  ft  +  Aft  +  •  •+!>»&,  - 

so  sctreiben  sich  diese  Grleichungen  folgendermafsen: 

dW 


„ 
n> 


woraus  fur  die  infinitesimale  Transformation  Xf  sofort  die  Darstellung 
(28) 


hervorgelit.     Umgekelirt;  liat  Xf  diese  Form,   worm   W  beliebig  ge- 
wahlt  ist;  so  hat  man 


^E  --  —       ^    ---- 


was  zu  zeigen  war.    Der  zweite  Teil  unseres  Satzes  folgt  unmittelbar 
aus  dieser  Identitat. 

1st  dt  eine  unendlich  Heine  Konstante;  so  verwandelt  die  infinitesi- 
male Transformation  (28)  jedes  Flachenelement  g)  xi  .  .jp,n  des  Raums 
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Rni+i    in    ein    dazu    unendlich    benacLbartes    mit    den    Eoordinaten 
s!  +  ds  .  .fm  +  dpm,  wobei 

d*-(2*>wt-' 


Dieses  Nachbarelement  liegt  offenbar  dann  und  nur  dann  mit 
dem  urspriinglichen  vereinigt,  wenn  die  Koordinaten  des  letzteren  der 
Relation  W  =  0  gentigen. 

Bine  infinitesimale  Transformation  (26)  gehSrfc  dann  und  nur 
dann  der  zu  V  adjungirten  Schar  an,  wenn  ihre  Koefficienten  durcb. 
die  Identitat 


verbnnden  sind.  Die  infinitesimalen  Transformationen  der  zu  V  ad- 
jungirten Schar  ;  und  nur  diese  haben  sonach  die  Eigenscliaft7  jedem 
Flachenelement  des  JR^+i  ein  benaclibartes,  mit  iton  yereinigt  liegendes 
zuzuweisen. 

268.  Verbindet  man  im  Falle  ^  =  2  A  die  Resultate  von  Art.  250 
einerseits  und  yon  Art.  262  andrerseits,  so  folgt  ohne  weiteres: 

1st  die  Slasse  u  des  Pfaff'sctien  Ausdmcks  ^1  gleich  2  A,  und 

H  ----  f* 


eine  Normalform  von  ^f,  so  Jiat  die  allgemeinste  infinitesimale  Trans- 
formation Xf,  wekhe  eine  Identitat  der  Form 

(29)  Xz/  =  4>z/ 
befriedigt,  in  den  Indejpendenten 

(30)  ^  .  .  jfc,  ^  .  .  &,  yx+s  =  XK+,        (s  =  1  .  .  n  —  %) 
lirieben,  folgende  Form 


wobei  S  eine  FunMon  der  21  Varialeln  &&  und  in  den  ^  Jiomogen 
erster  Ordnung  ist,  d.  JL  also  die  Sedingung 


lefriedigt.  Die  Grofsen  p;  QS  sind  wiUkilrliche  FmMonen  der  n  Varidbeln 
(30)  und  Q  stimmt  mit  dem  in  (29)  auftretenden  FaTctor  uberein. 

Wir  betracbten  insbesondere  den  Fall  ^  =  n  =  2  A,  und  schreiben 
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dann  x-t  statt  £/?  pi  statt  ^  und  m  statt  L     Deuten   wir   dann   die 
2m  Variabeln 

(31)  '  #1  •  •  flrojpi  •  .  jpw 

als  homogene  Elementkoordinaten  des  Raums  Bm  (x^x2  .  .  xm)  (Art.  182); 
so  ist  zu  beachten,  dafs  die  infinitesimale  Transformation 

2*% 

den  Variabeln  x-k  keine  Zuwachse  erteilt,  die  pt  dagegen  in  pi(l  ~\-  df) 
iiberfiihrt;  also  ihre  Verhaltnisse  ungeandert  lafst;   diese  infinitesimale 
Transformation  lafst  also  jedes  einzelne  Placlienelement  (31)  des  Eanms  t 
Em  ungeandert.  Wir  bezeichnen  nun  eine  infinitesimale  Transformation 


als    eine    ^infinitesimale   homogene  BeruJirungstransformatiori*   der  2m 
Variabeln  (31),  wenn  sie  den  Pfaff'schen  Ausdruck 

V^PtdXi  +  jpadf^  +  .  .  +  JPm^wi 
invariant  lafst,  also  die  Identitat 

(32)  XVr  =  0 

befriedigt,    Dann  liefert  uns  der  vorige  Satz  unmittelbar  die  Thatsache: 
Die  allgemeinste  homogene  SeruJirungstransfonnation  des  Rm  Jiat  die 

Form 


wobei 

m      /  \ 

1       \      z         l  'i        ij 

gesetgt  ist,  und  E  eine  Funktion  der  2m  Variabeln  xtpi  bedeutet,  die  in 
den  pi  Jiomogen  erster  Ordnung  ist. 

Dieses  Resultat  folgt  auch  mit  Htilfe  der  aus  (32)  hervorgehenden 
Relationen: 


(33) 


m 


wenn  wir 
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setzen  und  beachten,  dafs  die   Gleichungen  (33)  jetzt  so  geschrieben 
werden  koimen:1 


Die  inflnitesimale  Transformation  (Hf)  fahrtdasFladbenelementa;/^ 
offenbar  dann  mid  nur  dann  in  ein  benachbartes  9  mit  ihm  vereinigt 

__  f\  -r-r 

liegendes  fiber,  wenn  seine  Koordinaten  die  Gleichung   Si&Wv  =Q; 

oder,  was  dasselbe  ist;  die  Grleichung  H=0  erfiillen. 
269.  Wir  wollen  noei.  folgende  Thatsache  beweisen: 
Q-estattet  die  Pfaff'sche  Gkicfmng 


.  .  xn}  dx(-  =  0 


die  infinitesimale  Transformation 


so  gestattet  sie  alle  Transformationen  der  von  Xf  ergeugten  eingliedrigen 
Gruppe 


(Art  54  und  210). 

Der  Satz  bleibt  riclitig,  wenn  die  Worte:  ,,die  Pfaff'sche  GHeichung 
^  =  0"  durcli  die  Worte  ?;der  Pfaff'sche  Ausdruck  z/"  ersetzt  werden. 

Es  ist  zu  zeigen,  dafs  fur  jedes  beliebige  Wertsysteni 

(34)  t,xi..x« 

eine  Identitat  der  Form 


stattfindet;  wenn  die  Differential  dFi  unter  der  Annahme  ausgefflhrt 
werden;  dafs  t  eine  Konstante  ist. 

Nach  Art.  54  sind  nun  die  Fi  diejenigen  Integralfunktionen   des 
simultanen  Systems 


die  vermoge  ^==0  bez.  in  Xi  tfbergehen;  man  hat  daher 
(35) 
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Ferner  gilt  der  Annabme  nacb  die  Identitat 
(36)  X4  =  e(x±..xn)-4, 

also  besteben  die  Relationen: 

n  g 

Xas+  Va4==e«,      (s  =  !..«), 


und  diese  Identitaten  gelten  aucb  nocb,  wenn  man  die  #*  durcb  die 
Bucbstaben  j?i  ersetzt,  d.  It.  man  bat  fur  jedes  Wertsystem  (34): 


Wir  schreiben  jetzt: 


dann  folgt: 


T  =  -  -  05 


11 

Mit  Eucksicht  auf  (37)  folgt  sonach: 


Da  mitbin  die  Verbaltnisse  der  Ci  von  ^  nicbt  abbangen;  dtirfen  wir 
scbreiben: 


Setzen  wir  bierin  t  =  0  und  beacbten,  dafs  vermoge  dieser  Substitution 

o  TTT 

JJ  in  Xi,  ferner  -TS—  -  in  1  oder  0  ubergebt,  ]e  nachdem  i  gleicb  h  ist 

cxk 

oder  nicbt  (Art.  52)?  so  folgt: 

O>K(XI  ..xn)=.  co(0,  ^  ..»„)•  ^*(^  .  .  a?n), 
und  hieraus: 
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was  zn  zeigen  war. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergeben  sich.  folgende  Eorollare: 
Jede  infinitesimals  Seruhrungstransformation 


erzeugt   eine   eingliedrige   Gruppe   von  BeruJirungstransformationen   der 
Variabeln  ##,jp/: 


infmitesimale  Beruhrungstransformation  der  Form 


^vorin  H  eine  "beliebige  Funktion  von  xl  .  ,pm  fiedewtet,  ergeugt  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  von  BertiJirungstransformationen  der  Form: 

J  ==  g  -j-  Ufa  .  .  fl^;  ^  .  .^7  <) 

fl?/  =  Fifafy  ..%m,Pi..  pm,  f)  (i  =  1  .  .  m) 

Pi  =  ^/(^i        •  •  $m,  Pi  •  •  jP«z7  0  (*'  «=  1  .  .  W), 

fe  ofeo  der  in  Art.  201  definirten  besonderen  Kategorie  von  BeruJirungs- 
transformationen angeJioren. 

Jede  infinitesimale  homogene  Beruhrungstransformation 


\j  PI  v    i          V    i  V  .ffl/ 

worin  Ufa  . .  xmp1 . .  pm)  in  den  pit  homogen  erster  Ordnung  i$t,  er#eugt 
eine  eingliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berithrungstransformationfin: 
x-  =s  F'(x      x  $      10  f] 
PI  ==  &ifa  « .  %mPi "  •  pmfy        (i  —  1 . .  in). 
270.   Sind  <p;  ty,  %  drei  beliebige  Funbtionen  der  2m  Verander- 
lichen  oc^x^ . .  xmp1 . .  pm  und  hat  das  Klammersymbol  (<pf)  die  Be- 
deutung: 

(38) 
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so  besteht  die  7:Jacdl)i'  sclie  Identitat": 

(39)  (<p(^))  +  fyfoy))  +  (Z(9*))  =  0. 

In  der  That,  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  erne  Suname 
von  Produkten  aus  je  zwei  ersten  Ableitungen  der  Punktionen  <p  ,  ty 
oder  i  in  eine  zweite  partielle  Ableitung  einer  dieser  Punktionen. 
Mit  Rticksicht  auf  die  Syminetrie  der  Identitat  (39)  genfigt  es  daher 
zu  zeigen,  dafs  deren  linke  Seite  keine  zweite  Ableitung  von  <p  ent- 
halten  kann. 

Terme,  die  mit  einer  zweiten  Ableitung  von  <p  multiplizirt  sind, 
konnen  nur  aus  den  zwei  letzten  Gliedern  von  (39)  entstehen.  Schreiben 
wir  nun 

Xg?EE(^y);   Y<p==(x<p), 
so  folgt: 


und  wir  wissen  aus  Art.  57  ;  dafs  die  rechte  Seite  keine  zweite  Ab- 
leitung von  <p  enthalt,  was  zu  zeigen  war. 

271.   Sind  jetzt  (p;  T^;  %  drei  beliebige  Punktionen   der  2m-f-  1 
Veranderlichen  zx^  .  .  xmpl  .  .pm,  und  setzt  man: 


ur\\         r    ^i  v  i  9    ,  v 

(40)        [jpf]  =  2  [^  (^  +  *  j-    -  +ft 

so  besteht  die  ^Mayer'sclie  Identitat: 
(41) 


Wie  ina  vorigen  Art.  zeigt  man  namlich,  dafs  die  linke  Seite 
dieser  Identitat  keine  zweite  Ableitung  einer  der  Punktionen  (p^%  ent- 
halten  kann;  es  genugt  daher  bei  der  Ausrechnung  dieser  linken  Seite 
nur  diejenigen  Grlieder  zu  betrachten,  die  keine  zweiten  Ableitungen 
enthalten.  Die  aus  [y[^%]]  entstehenden  Terme  dieser  Art  sind  nun 
die  folgenden: 


Vertauscht  man  hierin  (pty%  zweimal  hintereinander  cyklisch;  so 
folgt  durch  Addition  der  so  entstehenden  drei  Summen  in  der  That 
die  rechte  Seite  von  .(41). 

Es  seien  jetzt  <p  und  #>  zwei  Funktionen  der  Variabeln  x± 
dann  hat  man: 


v.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem, 


370        Kap.  X.    Yerwertung  des  Begriffs:  infinitesimale  Transformation.      [272] 

Sehreibt  man  nun 
(42)  (QD)O  = p*  x- — f-  p$  -3—  +  *  •  +  pm  ^r  ? 

v/  \r  fv        •*•*•  op^  "  op?}  ^Pm 

so  findet  man  durch  Anwendung  der  Mayer'schen  Identitat  auf  qp?  t/j?  0: 

Der  Ausdruck  rechts  hat  die  Bedeutung  (c?)0;  wenn  &  =  (9?^) 
gezetzt  wird. 

272.  Die  Identitaten  (39)  (41)  (43)  gelten  auch,  wenn  man  den 
Klammersyrnbolen  ihre  fruhere  Bedeutung  beilegt: 

n        n  n        n  _ 

ik  d<p    df  /-  r\     _ 


nnd  in  (41)  die  Terme  -^  eta  durch  {y}0  etc.  ersetzt  (Art.  223). 

Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  den  Normalformen  dieser  Klaminer- 
symbole.  Man  erhalt  jetzt  folgende  Satze:1) 

1)  Sind  ^(xi..x^)  nnd  #(#!•*#«)  zwei  Losungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleiclmng 


so  ist  die  Funktion  (t/>%)  entweder  eine  Konstante  oder  ebenfalls  ein 
Integral  dieser  Grleichung. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Jaeobi'schen  Identitat. 

2)  Sind  g>  nnd  ^  zwei  Losungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleiclmng 

(44)  OOo-O, 

so  gilt  dasselbe  yon  jeder  der  beiden  Funktionen: 


In   der  That,  wegen   (y)0  —  (^)0  =  0  nimmt  die  Identitat  (43) 
folgende  Form  an: 

(46)  *  +  (ai)0  =  0, 

o  =  (9^)  gesetzt  wird.    Ersetzt  man  aber  in  (43)  die  Funktion 


1)  Ygl,  Clefcsch  IH  und  IV, 
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(p  durch  G);  so  folgt  wegen  (^)0  =  0: 

(((D)0^)  +  (*®)  =  ((^))o, 

oder  also  mit  Riicksicht  auf  (46): 

(47)  2*  +  (r)0  =  0, 

wenn  T  =  (CO^)  gesetzt  wird. 
Aus  (46)  und  (47)  folgt: 


also  ist  —  g-   in    der   That   em  Integral   der  Grleicbung   (44);   fur   den 

ersten  Ausdruck  (45)  wird  der  Beweis  ganz  ahnlich  gefuitrt. 

Bei  diesem  Satze  wird  natiirlich  vorausgesetzt,  dafs  die  Ausdriicke 
(45)  nicht  konstant  oder  illusorisch  werden. 

3)  Sind  cpf  tf>,  %  drei  Losungen  der  partiellen  Differentialgleichung 
(44),  so  gilt  dasselbe  von  den  Funktionen: 


denn  sotreibt  man  05^(90^);  co'  =  (tyx)?   w"~(%(p),  so  folgen  aus 
(43)  die  Identitaten: 

o  +  (o)0  =  a  +  (0%  =  o''  +  ((»r/)0  =  0 
und  mithin: 

=^     =^    =0. 


/0 

Die  drei  vorstehenden  Satze  gelten  selbstverstandlich  auch;  wenn 
Funktionen  der  Variabeln  x^  .  .  xmp±  .  .  pm  sind,  und  die  Klammer- 
symbole (yf)  und  (f\  in  der  Bedeutung  (38)  (42)  genommen  werden. 
Satz  1)  verwandelt  sicb  dann  in  das  sogenannte  >?Poisson'sdie  Theorem", 
und  die  Satze  2)  und  3)  geben  der  leicht  zu  verifizirenden  Thatsaclie 
Ausdruck,  dafs  die  Funktionen  (45)  (48)  in  den  p:  homogen  nullter 
Ordnung  sind?  wenn  dies  fur  q>,  ty,  %  zutrifft. 
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Kapitel  XL 

Die  DeMtionsgleichimgeii  der  endlichen  Berulirmigs- 
transformationen.1) 

§  1.     Die   Definitionsgleiclmngen    der    endlichen   homogenen 
Beriihrungstransformationen. 

273.  In  den  2m  unabharigigen  Veraiiderlichen 

(1)  X^  '  -XmPiP*  •  -Pm 

seien  irgend  2m  Funktionen  Xt  .  .  Xm,  P±  .  .  Pm  gegeben?  welche  der 
Identitat  : 

(2) 

Geniige  leisten.  Haben  nun  die  Klammersymbole  (yf)  und  (/')0  die- 
selbe  BedeutuBg  wie  in  Art.  267  nnd  2687  tind  beacttet  man,  dafs  die 
linke  Seite  der  Identitat  (2)  eine  Normalform  des  PfafTsclien  Ausdrucks: 

V'  =^(2^  -j  ----  \-pmdxm 

darstellt;  so  liefert  die  Anwendung  der  allgeineinen  Theorie  des 
Pfaff  sahen  Problems  auf  den  Ausdrnck  V  der  Reihe  nach.  folgende 
Satze,  von  denen  uns  die  drei  ersten  bereits  bekannt  sind: 

1)  Die  2m  Funktionen 

(3)  -Xj-Xg  .  .  Xm,  PXP2  .  .  Pm 
sind  von  einandev  undbMngig,  d.  h.  die  Grleiclmngen 

(4)  xl=  X,;  jp/=  Pi        (i  =  l..m) 

definiren  eine  Transformation  der  2m  Variabeln  (1);  und  zwar  eine 
homogene  Berfihrungstransformation. 

2)  Die  Xt  sind  MnsicMich  der  pk  homogen  nullter  Ordnung,  man 
hat  also 

£)  JC  r)"X^ 

(5)  (Xi)0==p'  +  ..+pm      '  =  o       (»  =  !..  «»). 

*  J.  -^m 

Die  Xi  mtissen  namlich  dem  zu  V  gehorigen  vollstandigen  System  V 
genugen,  nnd  dieses  reduzirt  sich  auf  die  einzige  Gleicliung 


1)  Lie  II  Abt.  1* 
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3)  Die  P/,  sind  hinsiditlicJi  der  pk  Jiomogen  erster  Ordnung,  d.  h. 
man  hat: 

(6)  (*)„  =  **        (»=-!..»»), 

denn  der  Pfaff'sche  Ausdruck  -p  V  besitzt  die  Klasse  2m  —  1,   also 

geniigt  die  Fuuktion  -p-   der   niclithomogenen  liaearen  partiellen   Dif- 
f  erentialgleielmng  : 


(Art.  142),  ist  also  in  den  pk  homogen  der  Ordnung  —  1. 

Die  beiden  letzten  Satze  haben  wir  schon  in  Art.  202  aus  der  Form 
der  allgemeinsten  hoinogenen  Beriihrungstransfonnation  (4)  erschlossen. 

4)  Die  FunMionen  X1  .  .  Xm  geniigen  den  Identitaten 

(7)  (XX*)  =  0        (i,  Is  =  1,  2  .  .  m). 

5)  Umgekelwt,  kennt  man  m  imabhdngige  FunUionen  Xl  .  .  Xm  der 
2m   Variabeln   (1);   toelclie   die  Identitaten  (7)  erfiillenj   and  in  den  pt- 
Jiomogen  nullter   Ordnung  sind,  so  lassen  sicli  in  Funldionen  P±  .  .  Pm 
anf  eine  und  nur  eine  Weise  mit  Hulfe  der  linearen  Gileiclmigen: 

2  *<%=*«  i^S-»  <*-!,»...) 

ermitteln,  derart  dafs  die  Identitat  (2)  stattfindet. 

Diese   beiden  Satze   folgen   unmittelbar   aus  den  Entwickelungen 
yon  Kap.  IX;  §  1  nnd  2  (vgl  auch  Art.  239  und  241). 

6)  Filr  jeden  Index  v  der'Reihe  17  2,  .  .  m  —  1  Mden  die  partiellen 
Differentialgleichungen 

(8)  (/-)0  =  0,  (Xx,  /')  =  0,  (X2;  /)  -  0,  .  .  (X,,  f]  -  0 


ein  v  +  1-gliedriges  vollstandiges  System. 

Dies  folgt  ebenfalls  nnniittelbar  axis  Kap.  IX,  §  2,  da  ja  die 
Gleiclmngen  (8)  in  der  Ternainologie  dieses  Kapitels  nichts  anderes 
als  das  ?;Yollstandige  System  Vv"  darstellen.  Dock  wollen  wir  fur 
diesen  Satz  noch  zwei  weitere  Beweise  aufstellen. 

274.  Wir  zeigen  znnacnst  die  lineare  Unabhangigkeit  der  Grlei- 
chungen  (8).  Aus  der  Unabhangigkeit  der  v  Funktionen  X±  .  .  Xv 
folgt  vor  allem,  dafs  die  v  letzten  Gleichungen  (8)  fiir  sich.  linear  un- 
abhangig  sind.  Es  ist  also  nur  noch.  naciizuweisen,  dafs  der  Ausdruck 
(f)0  keine  Linearkombination  der  Ausdrucke  (Xi,  f)  sein  kann.  Hatte 
man  identisch: 
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so  wurde  folgen: 


und  hieraus: 


was   irur  fiir  v  —  m,   PA  ^^  PA   moglich.  ist.     Zugleich  erkennen  wir; 
dais  im  Falle  v  =  m  die  erste  Gleichung  (8)  wirklich  eine  Folge  der 
iibrigen  ist,  welch'  letztere  linear  unabhangig  sind. 
275.  Schreiben  wir: 


so  nimmt  die  Jacobi'sche  Identifcat: 

(Zi(2i,  /))  +  (Xt(f,  Xfi  +  (AX-X,))  =  0 
mit  Riicksieht  auf  (7)  folgende  Form  an: 


Daraus  folgt  zunachst: 

Grenugen  v  unabliangige  Funhtionen  X±  .  .  Xv  der  Variabeln  (1)  den 
Bedingungen 

(9)  (X-X)  =  0      (r,*-l,2..iO, 

so  &iZ&^  &  partiellen  Differentialgleichungen: 


m  v-gliedriges  JacoU'sches  System. 

Dieser  Satz  gilt  offenbar  ganz  unabhangig  davon;  dafs  die  Jff  in 
den  p^  homogen  nullter  Ordnung  sind. 

Ist  aber  die  letztere  Bedingung  erfiillt,  so  erhalt  die  in  Art.  271 
unter  (43)  angegebenen  Identitat,  auf  die  Funktionen  Xf  und  /'  an- 
gewendet,  folgende  Form: 


oder  also,  wenn.  wir  Af  statt  (/)„  und  wiederum  Tff  statt  (JSQ3  f)  schreiben  : 


eine  Identitat,  die  sich  aucli  auf  's  leickteste  direkt  aus  den  Homogenitats- 
eigenschaften  der  Funktion  X*  erscUiefsen  lafst. 
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Die  VoUstandigkeit  des  Systems  (8)  ist  damit  bewiesen. 
276.   Ein   dritter  Beweis   des  Satzes  6)   folgt  aus   nachstehender 
Eigenschafl  des  Symbols  (tpf): 

Filhrt  man  in  den  Ausdmch  (g>f)  statt  der  Variabeln  (1)  vermoge 
der  homogenen  BeriiJirungstmnsformation  (4)  die  neuen  Independenten 
Xly  Pf  ein,  so  hat  man  identiscJi: 

m      /  \  m      /  \ 


oder;  in  leicht  verstandlicher  Bezeichnungsweise: 


m.  a.  W.  d'ds  Klammersymbol  (cpf1)  ~bleiht  tiei  jeder  Jiomogenen  Bemhrungs- 
transformation  invariant1*) 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  von  Art.  262,  da  ja  die 
linke  Seite  der  Identitat  (2)  eine  Normalform  des  Pfaff'schen  Ans- 
drucks  V  darstellt, 

Nun  liat  man  ojffenbar: 


=  0 
(ij  k  =  1,  2  .  .  m;    i  ^  7c); 

und  es  ergiebt  sich  somit  auf's  neue  der  Satz  4),  sowie  folgendes  Theorem: 
7)  Erfullen  die  FunUionen  Xiy  Pt  die  Identitat  (2),  so  gelten  die 
BezieJiungen 

(10)  (P,i)  =  1  ;  (PA)  =  (P,P*)  =  0 

(i,  h  =  I,  2,  .  .  m]  i  ^  7c), 

Darnach  erflillen  die  Funktionen: 


die  partiellen  Differentialgleichungen  (X^f)  =  0  .  ,  (Z,/)  =  0.   Da  nun 
die  Funktionen 


1)  Oftenbar  gilt  auck  der  etwas  allgemeinere  Satz:  Wenn  die  Formeln 
j  =  s  +  U(x±  .  .  xmp±  .  .  jpj;  xl  -  X.,  p.  =  P. 

eine  Beruhrungstransformation  von  der  in  Art.  201  erklarten  Beschaffenheit  clar- 
stellen,  so  besteht  die  Identitat: 
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P  P 

v  4-  2  MA 

* 


in  den  ^  bomogen  nullter  Ordnung  sind,  so  stellen  sie  2m  —  v  —  1 
unabhangige  Integrale  der  v  +  1  partiellen  Differentialgleicbungen  (8) 
dar;  diese  bilden  also  wirklicli  ein  vollstandiges  System.  Im  Falle 
v  =  m  —  1  sind  die  Punktionen  X1  .  .  Xm  die  unabhangigen  Losungen 
des  Systems  (8). 

277.  Die  vorstebenden  Ergebnisse  warden  mit  Hdlfe  der  all- 
gemeinen  Theorie  des  Pfaffschen  Problems  gewonnen;  dieselbeu  Re- 
sultate  in  etwas  anderer  Reihenfolge  lassen  sich  aber  auch?  obne  Be- 
zugnahme  auf  die  friiheren  Kapitel,  durch  direkte  Betracbtung  der 
Identitat: 


(11) 

ableiten.    Aus  dieser  Identitat  folgen  namlich  die  Beziehungen 


Wir  differentiiren  die  ^te  Identitat  (12)  nacb.  pk>  und  die  7i;te  Iden- 
titat (13)  nacb  xt  und  snbtrabiren  die  so  entstehenden  beiden  Relationen. 
Ebenso  diJBferentiiren  wir  die  ite  Relation  (12)  nacb.  ^  und  die  ite 
Relation  (12)  nacb  a?f  und  subtrahiren;  endlicb  differentiiren  wir  die 
iie  Gleichung  (13)  nach  pk  und  die  7cte  nacb  p^  und  subtrabiren.  Da~ 
durcb  erhalten  wir  der  Reibe  nacb: 


(pag.354) 
(14)  ~/flP   "" 


Wir  betrachten  jetzt  die  Funktionaldeterminante  der  2j»  Funktionen 


[277] 
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3P, 


dP, 


Es  sei  D'  diejenige  Determinante?  die  ans  D  entsteht,  indem  man 
zunachst  die  X>  durch  —  Xt  ersetzt,  und  liinterher  die  linke  Halfte 
des  Scliemas  mit  der  rechten  vertausclit.  Dann  ist  D'  =  D  und  durch 
zeilenweise  Komposition  der  beiden  Determinanten  ergiebt  sich  folgende 
Determinante : 


die  wegen  (14)  den  Wert.l  besitzi    Daraus  folgt: 


worin  £  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutei     Damit  ist  zu- 
nactst  Satz  1)  bewiesen.    Bezeichnen  wir  jetzt  mit 


diejenige  2m  —  1-reihige  Determinante,  deren  Elementensystem  ans  D 
durch  Streichung  der  i^11  Zeile  und  7cteu  Spalte  entsteht,  so  folgt  nach 
bekannten  Determinantens*atzen: 


i 

m 


1 

7/4 


(15) 


(i  =  1 . .  m]  &  <^  m). 

Dies  sind  2m  nicht  homogene  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  2m  TJnbekannten: 
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Der  Vergleich  mit  den  Fonneln  (14)  lehrt  sofort;  dafs  identisch; 

(16)  2>,t  =  s^]Dm+t,t=-e^        (S,fc  =  l,2.  .•/«). 
Atif  ganz  analoge  Weise  erhalt  man: 

(17)  D    7  -LA  —  € -        Dm4-s  m4>k  =  s  "  * 

AJ  A 

Andererseits  aber  folgt  aus  der  Bedeutung  der  Dilt  sofort,  dafs  identisch. 
folgende  Beziehungen  stattfinden: 

*\ 
3X'  3  -X"  \ 


(18) 


dXi 
d%0 


*,  m+i    }  —  0 


~T 


^  I  9*i 

>    L  n 

*£-  \  dx 
i     \      s  -tf  y 

(%j  K  ^^  1  .  .  WlJ» 

Mit  Riicksicht  auf  (16)  (17)  schreiben  sich.  diese  Relationen: 
(19)      (PiXjc)  ^  $1%    (X-Xjs}  ~  (PiPk)  ~  0        (i  7s  =====  1      m] 
Hiermit  sind  die  Satze  4)  und  7)  als  rich.tig  erkannt. 

O  "J7" 

Multipliziren  wir  jetzt  die  Relationen  (12)  bez.  mit  ~~^  die  Re- 

>nen  (13)  mit  - 
chungen;  so  folgt: 


o  ~\r 

lationen  (13)  mit  —  ~~   und   addiren   die   so    erhaltenen    2  m   Glei- 


2*  w= 2  *•&*>=<>> 


womit  Satz   2)   nachgewiesen    ist.     Zugleich   aber   erkennt  man   die 
Richtigkeit  von  Satz  5).    IE  der  That;  der  Rang  der  Matrix: 

P±        .  .        pn  0         .  .          0 


(20) 


9X 


82 


0* 
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ist  offenbar  nicht  <  m,  da  sonst  die  Xt  nicht  unabhangig  waren,  aber 
auch  nicht  >  m,  da  die  Bedingungen 

8Xk 
_.  t 

erfiillt  sind,  und  niithin  die  Gleichungen: 


m  linear  unabhangige  Losungensysteme  ^  .  .  ^w  besitzen. 

Da  ferner  der  Rang  der  Matrix  (20)  durch  Weglassung  der  ersten 
Zeile  sich  niclit  andert?  so  besitzen  die  linearen  niclit  komogenen 
Gleichnngen  (12)  (13)  in  der  That  em  und  nur  ein  Losungensystem 
P±Ps..Pm  (Art  14). 

BP 
Multipliziren  wir  die  Gleichungen  (12)  mit  -^-^  ,   und  die  Glei™ 

SP 

chungen  (13)  niit  —  ^-^    so  folgt  mit  Rueksiclit  auf  (19)  durch  Ad- 

0  $; 

dition  die  Identitat: 


also  die'Richtigkeit  des  Satzes  3). 

Der  Satz  6)  folgt  jetzt  hinterher  wie  in  Art.  275  oder  276. 

278.  Wir  haben,   ausgehend  von  den  Identitaten  (12)   (13),   die 
Relationen  : 

(19)      (P,Z,)  =  *tjt;  (XtX$  =  (P,P*)  =  0        (i,  I  =  1  .  .  ml 


abgeleitet.  Offenbar  kann  man  auch  umgekehrt  von  diesen  Relationen 
ausgehend,  die  Identitaten  (12)  (13)  wiedergewinnen.  In  der  That; 
ist  D"  diejenige  Determinante;  die  aus  D  entsteht;  indem  man  zunachst 
alle  Elemente  der  oberen  Halfte  mit  —  1  multiplizirt,  und  dann  die 
obere  mit  der  untern  Halfte  vertauscht,  so  entsteht  durch  spaltenweise 
Komposition  von  D  und  D"  wieder  die  Gleichung  D  =  s.  Aus  den 
identischen  Relationen  (18)  ergeben  sich  jetzt  durch  Vergleichung  mit 
(19)  die  Beziehungen  (16)  (17);  die  Gleichungen  (15)  und  die  ana- 
logen  fur  k>m  liefern.dann  sofort  die  Beziehungen  (14);  aus  den. 
Relationen  (21)  folgt  schliefslich  durch  geeignete  Multiplikationen  und 
Additionen  das  Formelnsystem  (12)  (13). 
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Darnach  konnen  wir  so  resumiren:  * 

Befriedigen  2n  Funktionen  X19  Pt  die  Identitdt: 

(22)  Pi^XH  ----  (-  PmdXm  =  pldxl  H  ----  h  JV**™> 

so  swdf  sie  unabhcingig  und  erfiillen  die  Bedingungen  (19)  (21). 

Dieser  Satz  gestattet  zweierlei  Umkehrungen: 

a)  Befriedigen  m  iinablidng-ige  Fiwktionen  X1  .  .  Xm  der  Variabeln 
xt  .  .  Empi  .  .  pm  die  Bedingungen  : 


5  eiw  und  nur  em  System  von  FunMionen  Px  .  .  Pni}  die  der 
Identitdt  (22)  genilgen. 

b)  Befriedigen  2m  Funktionen  XfPt  die  Identitdten  (19)  (21),  so 
sind  sie  unablidngig  und  erfiillen  die  Identitdt  (22). 

DurcL  die  Relationen  (19)  (21)  sind  also  die  XtPt  als  die  rechten 
Seiten  einer  endliclien;  homogenen  Beruhrungstransformation  vollstandig 
charakterisirt  ;  man  nennt  dalier  diese  Relationen  die  ^Definitions- 
gleichungen  der  endlicJien  Jiomogenen  Beriilmmgstransfonnation". 

279.  Nacli  a)  erfordert  die  Bestimmung  einer  hornogenen  Be- 
ruhrungstransformation  diejenige  der  Funktionen  X1  .  .  Xm  nnd  aufser- 
dem  noch  die  AuflSsung  linearer  Gleichangen.  Sind  X1  .  .  Xv  bereits 
so  bestiinint,  dafs  die  Bedingungen: 


erfiillt  sind;  so  mufs  fiir  Xv_]_i  ein  beliebiges;  von  X±  .  .  Xv  unab- 
hangiges  Integral  des  v  -f"  1  -gliedrigen  vollstandigen  Systems  (8)  ge- 
nommen  werden;  dies  erfordert  eine  Operation  2m  —  2v  —  1;  da  das 
System  (8)  die  bekannten  Losungen  X1..XV  znlafst.  Fur  X^  kann 
man  eine  beliebige  Fnnktion  von  x±  .  .  xmp±  .  .  pm  wahlen;  die  in  den  p 
homogen  nullter  Ordmmg  ist. 

DieBestimmung  der  allgemeinsten  homogenen  BeriiJimngstransformation 

x[  =  Xt,  pi  =  P, 

erfordert  also  lei  willkurlich  vorgeschriebenem  X1  noch  je  eine  Operation 
2m  —  3,  2m  —  5,  .  .  3,  1. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  in  den  Brgebnissen  von  Kap.  IX;  §  1 
als  Spezialfall  enthalten. 

280.  Aus  den  Relationen  (19)  folgt  ein  neuer  Beweis  fiir  den  zu 
Anfang  der  Nr,  276  aufgestellten  Satz.  In  der  That,  fiibrt  man  in 
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das  Symbol   (cpf)    vennoge  der  homogenen  Berfihrungstraiisformation 
(4)  die  neuen  Independenten  XfPi  ein;  so  folgt  leicht: 

- 


JT.     >  - 


§  2.     Die  Definitionsgleichnngen  der  endliclien,  nichthomogenen 
Beriihrungstramformationen. 

281.  Unter  einer  Beriihrungstransfonnation  der  Variabeln 

z,x1..xmp1  ..pm 
verstanden  wir  in  Art.  195  erne  Transformation: 


deren  rechte  Seiten  einer  Identitat  der  Form: 

(2)  dZ —  PldXl  —  •  -  —  PmdXm  =  p  (d#  — p1dx1  —  . .  — pmdxm). 

Dabei  verschwindet  die  mit  0  bezeichnete  Funktion  der  Variabeln 
#;  Xfpf  nicht  identisch,  da  andernfalls,  wie  man  leicht  sieht,  die  Funktionen 
ZyXl..  Xm  nicht  unabhangig  waren, 

Umgekehrt;  geniigen  2m  +  1  Funktionen  Z,  X/;  Pi  der  Variabeln 
$,  Xkpk  der  Identitat  (2),  in  der  Q  nicht  identisch  null  ist;  so  besitzen 
sie  nach  der  allgemeinen  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  folgende 
Eigenschaften : 

1)  Sie  sind  von  einander  unabMngig.    Denn  der  Pfaff'sche  Aus- 
druck  pV;  wo  V  =  d&  —  Zptdxt  gesetzt  ist;  besitzt  die  Klasse  2m  +  1 
(Art.  997  Schlufsbemerkung);  und  die  linke  Seite  von  (2)  ist  eine  Nor- 
malforna  desselben. 

2)  Die  Funktionen  Z,  X^ . .  Xm  genugen  den  Relationcn : 


(3) 

wenn  gesefat  wird 
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Dies  folgt  aus  Kap.  IX,  §  1;  2,  oder  auch  aus  Art.  242  Satz  3),  wenn 
man  bedenkt;  dafs  der  Pfaff  sclie  Ausdruck 

LdZ—^dX, ^-  dXm 

Q  e  9 

erne  reduzirte  Form  von  V  mit  m  +  1  Differentialelementen  darstellt, 
und  dafs  das  Klammersymbol  (4)  zu  V  in  derselben  Beziehung  stelit, 
wie  das  in  Kap.  IX  erklarte  allgeineinere  Symbol  [yf]  zu  einem  be- 
liebigen  Pfaff'schen  Ausdruck  ungerader  Klasse. 

3)  Kennt  man  m  ~j-  1  wnabliangige  Funldionen  Z,  X1 . .  Xm  der 
Variabeln  8%?p;,  die  den  Sedingungen  (3)  geniigen,  so  lassen  sicli  die 
FmMonen  Q,  Pl . .  Pm  uuf  eine  und  nur  eine  Weise  so  bestimmen, 
dafs  die  Identitdt  (2),  oder,  ^vas  dasselbe  lesagt,  die  Bezielmngen: 


^  '  9#  l    dz  m   dz         ^' 

/  *  t  i 

^  2j  82£±  ^^Sw 

stattfinden. 

Dies  ist  wiederuni  eine  einfache  Konsequenz  der  Entwickelungen 
des  Kap.  IX  (Art.  242;  Satz  3)). 

4)  Fur  jeden  Index  v  der  Eeihe  1 . .  m  —  1  lilden  die  partiellen 
Differentialgleicfomgen : 

ein  v  -|-  1-gliedriges  vollstandiges  System,  wie  aus  Kap.  IX  unmittelbar 
folgt.  Unter  der  Annahme  v  =  m  dagegen  reduziren  sich  die  partiellen 
Differentialgleichungen  (8)  offenbar  auf  nur  m  linear  unabhangige,  die 
ein  vollstandiges  System  mit  den  unabh'angigen  Losungen  Z,  X± . .  Xm 
bilden. 

282.  In  Analogie  mit  dem  vorigen  §  wollen  wir  den  Sate  4)  noch 
auf  zwei  andere  Arten  begrfinden,  und  zu  diesem  Zwecke  zunachst 
die  lineare  Unabhangigkeit  der  v  +  1  partiellen  Differentialgleichungen 
(8)  fur  den  Fall  v  <  m  nackweisen.  Wir  definiren  zu  diesem  Zweck 

zur  Abkiirzung  das  Differentiationssymbol  j-  folgendermafsen: 

i 

A  — A 

und  bilden  die  Matrix; 
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(9) 


dZ       dZ 

d  x.       d  Xa 


dZ       d_Z^      dZ 
dx^      fin        dv 


dZ 


8X 


Verschwanden  alle  v  -j-  1-reihigen  Determinanten  dieser  Matrix,  so  g'abe 
es  v  -j-  1  Funktionen  QQQI  . .  pr;  die  niclit  alle  verschwinden  nnd  den 
Identitaten: 

dZ    .     XTT      dX. 


V 
/ 


geniigen.     Setzt  man  jetzt: 


so  folgt;  indem  man  die  Gleichnngen  (10)  mit  dxly  bezw.  dpi  multiplizirt 
nnd  addirt: 

(11)  QQdZ+  Q1dXl  -j  ----  1-  QvdXv  =  <y(rf£f  —  ^^  ----  Pmdxm). 

Ware  <?^0;  so  waren  die  Punktionen  Z;  Xt  .  .  Xv,  entgegen  der 
Voraussetzung;  niclit  unabliangig.  Hatte  man  aber  <>  =[=  0;  so  konnte 
die  Identitat  (11)  nach  dem  Grasstnann'schen  Theorem  (Art.  118;  119) 
nur  fiir  v  =  m  bestehen. 

Damit  ist  ftir  v  <  m  die  lineare  Unabhangigkeit  der  Gleichungen 
(8)  nachgewiesen. 

Betrachtet  man  nun  die  Identitaten  (3);  und  setzt: 

[Zf\=Y0f',[X,f]=Y,f, 

so  lafst  sich  die  Mayer'sehe  Identitat  (Art.  268): 
[Xt[Zf]\  + 


folgendermafsen  schreiben: 


Y9(Y<f)  = 


womit  Satz  4)  bewiesen  ist* 


-  |f  Ytf. 


Ebenso  erhalt  man: 
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283.  lira  einen  zweiten  Beweis  fur  diesen  Satz  zu  gewinnen, 
wollen  wir  znnachst  eine  wichtige  Eigenschaft  des  Klamraersyinbols 
[g*f]  ableiten.  Es  sei 


i 
ein  Pfaff'seher  Ausdruck  der  Klasse  2/1  —  1;  und  es  werde  gesetzt: 


und  zwar  sei  p  so  gewahlt;  dafs  A'  wieder  die  Klasse  2  A  —  1  besitze 
(Art.  144).  Endlich  sollen  die  Funktionen  Qf,  Q/i  fttr  Jf  dieselbe 
Bedeutung  iiaben,  wie  Q,  Qik  fur^  den  Ausdruck  4  (Art.  222).  Man 
erkennt  dann  leicht;  dafs  identisch.: 

Qa  =  ^^Q^  Q  =  <f.Q, 
nnd  infolgedessen: 

22—  122  —  1  22—  122  —  1 


Verstehen  wir  jetzt  unter  V  wiederum  den  Pfaff'schen  Ausdruck: 

V  —  de  —  ft^  ----  Pmdxm, 

und  unter  p  die  in  der  Identitat  (2)  vorkomnaende  Funktion,  so  er- 
giebt  sich  aus  der  Beziehung  (12)  und  dem  Satz  des  Art.  263  ohne 
weiteres  die  Identitat: 


wenn  gesetzt  wird: 


oder;  mit  Worten  ausgedriickt:    Das  Klammersyinbol  [<pf]  lehalt  Us 
auf  einen  Hmutretenden  Faktor  Q  seine  Form,  wenn  man  statt  der 
Variabeln  8Xipi   mittels   einer  lelieligen  Beriihrungstransformation  (1) 
die  mum  Independenten  Z,  XiPt  einfuhrt. 
Da  nun  identiseL.: 

0. 


so  ist  Satz  2)  auf's  neue  bewiesen;  und  wir  haben  aufserdem  noch 
folgende  Eigensehaften  der  Punktionen  Z,  XfPi  gewonnen: 
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5)  Geniigen  die  FunUionen  Z~K(  P/  der  Identitat  (2),  worin  Q  =\=  0, 
so  gelten  die  BegieJmngen : 

(14)  [P8-P,]  =  0;  [P,XJ  =  f  •  8r.;  [PrZ] 
Darnach  hat  man  auch: 


und  die  v  -f-  1    partiellen  Dififerentialgleichungen  (8)  besitzen  mithin 
die  2m  —  v  unabhangigen  Integrale: 


p 

^4-2 


bilden  also  in  der  That  ein  vollst'andiges  System. 

Indem  man  die  Mayer'sche  Identitat  (Art.  271)  auf  irgend  drei 
der  Funktionen  ZX{Pt  anwendet7  und  die  Formeln  (3)  und  (14)  be- 
achtet;  folgen  leicht  die  Beziehnngen: 

(15) 


(16) 


284.  Wir  wollen  schliefslich  noch  in  Analogie  zum  vorigen  §  die 
wichtigsten  der  bisherigen  Resultate  direkt  ans  der  Identitat: 


(17)  dZ  — 

ableiten.    Diese  Identitat  zerlegt  sich  in  die  folgenden  Gleichnngen: 


Aus  (18)   (19)   folgt   durch  Elimination  von  9   unter  Gebrauch  des 
Symbols         (Art.  282): 


T,  "Wefeer,  3)as  Pfaffsohe  ProWem,  25 
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Wir  tiben  nun  auf  die   iiB  Relation  (20)  die  Operation  -^— ;  auf 

a  ®% 

die  &te  Relation  (20)  die  Operation  -^-   aus   und   subtrahiren;   ferner 

i 

differentiiren  wir  die  iiQ  Relation  (20)  nach  p*  und  die  JctQ  Relation 

(19)  mit  dem  Symbol  -^-  und  subtrahiren;    endlich  subtrahiren  wir 

/ 

die  nach  j>k  abgeleitete  iie  Relation  (19)  von  der  nach  jp/  abgeleiteten 
Aten  Relation  (19)  und  erhalten  so: 


(21) 


Ferner  betrachten  wir  die  Determinante: 

'X.  dXm     dP1 


dx 


d{K 


dal 


**! 


und  bezeichnen  mit  D'  diejenige  Determinante;  die  aus  D  hervorgeht; 
wenn  man  daria  die  X;  durch  —  2*  ersetzt,  und  sodann  die  linke 
Halfte  mit  der  rechten  vertauschi  Durch  Zeilenkomposition  von  D;  Df 
folgt  dann  wegen  (21)  leicht: 


worin  s  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet 

Wenn  man  nun  m   der  Funktionaldeterminante  J  der  2m 
Punktionen  Z, 
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8  x_ 


dZ 


dZ 


zu  der  iiQLl  Zeile  die  mit  p£  naultiplizirte  letzte  Zeile  addirt,  so  kommt 
dies  darauf  hinaus?  in  den  m  ersten  Zeilen  von  J  die  Symbole 

durck  -3  —   zu   ersetzen.    Wenn   man   in   der  so   nrngeformten   Deter- 

minante  J  die  ersten  m  Spalten  bez.  init  —  P1  ,  .  .  —  Pm  multiplizirt; 
nnd  zu  der  letzten  addirt;  so  folgt  wegen  (18),  (19)  und  (20): 


Da  nun  $  der  Annahme  nach  niclit  identisch  verschwindet;  so  ist 
Satz  1)  nachgewiesen. 
Es  sei  jetzt  wieder 


die  aus  D  durcli  Streicliung  der  -itea  Zeile  und  Fen  Spalte  heiTor- 
geliende  Determinante.  Die  Theorie  der  Determinanten  liefert  dann 
folgende  Relationen: 


(22) 


sx. 


dP 


(*,*  =  !,  2,. .») 
Der  Vergleich  mit  (21)  lehrt  jetzt,  dafs  identisch: 


=  1 . .  m). 


25* 
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Man  hat  ferner  die  Identitaten: 


(24) 


™ 

)  2 


2.X 


9  P. 


Die  Eelationen  a)  d)  liefern  ubereinstimmend: 


wahrend  sich  aus  b)  und  c)  die  folgenden  Grleichnngen  ergeben: 


Multiplizirt  man  ferner  die  Relationen  (20)  mit  —  -^ — ;  die  Grlei- 

dX. 
ohungen  (19)  mit  -r— ;  und  addirt  die  so  entstehenden  2w  Grleicliungen; 

so  folgt: 

2P 
Indem  wir  schliefslich  die  Relationen  (20)  mit  — y— -?  die  Gleichungen 

(19)  mit  -j—  multiplizirt?  so  folgt  durcli  Summation  dieser  2m  Glei- 
chungen: 


womit  die  Satze  2)  und  5)  bewiesen  sind. 

285.  Um  den  Satz  3)  nachzuweisen,  bemerken  wir  zunaclist;  dafs 
von  den  m  -j-  1  Funktionensystemen: 


(25) 


(<• 


immer  je  m  linear  imabhangig  sein  miissen,  wenn  die  m  -(-  1  Punktionen 
-2"?  -3Q  . .  Zm  als  unabhangig  yorausgesetzt  werden,    Denn  waren  etwa 


[286]  §  2,    Nichthomogene  Bemhrungstransformationen.  389 

die  m  ersten  Systeme  (25)  linear  abhangig,  so  ergabe  sich  eine  Identitat: 


m  —  1 


was  iin  Falle  6  =  0  mit  der  vorausgesetzten  Unabhangigkeit  yon 
Z9X1. .  Xm,  im  Falle  a  =\=  0  aber;  wie  man  leicht  erkennt,  mit  Satz  1) 
in  Widerspruch  steht.  Darnach  ist  der  Rang  der  aus  den  Systemen 
(25)  gebildeten  Matrix  >  m.  Da  nun  die  Funktionen  Z,  Xi  den  Re- 
lationen (3)  geniigen,  so  besitzen  die  m  -f-  1  linearen  Grleichungen: 

)m 
-o    57 
~  '  4 

(i  =  1  . .  ^) 

offenbar  die  m  linear  unabhangigen  Losungensysteme : 

G  ^v?,  o  -A./,   wJlr         d.K.Jt 


also  ist  der  Rang  der  Matrix  (25)  ^w,  er  ist  daher  genau  —m  und 
andert  sich  nicht,  wenn  man  aus  dieser  Matrix  die  erste  Zeile  fort- 
lafst.  Nach  Art.  14  besitzen  daher  die  linearen  Gleiclmngen  (19)  (20) 
ein  und  nur  ein  Losungensystem  P±  .  .  Pm.  Definirt  man  dann  die 
Funktion  Q  durch  die  Grleiehung  (18);  so  gilt  die  Identitat  (17)  und  9 
kann  nicht  null  sein,  da  andernfalls  die  2m  -f-  1  Funktionen  ZXiP,, 
nicht  unabhangig  waren.  Der  Satz  3)  ist  damit  vollstandig  bewiesen. 
286.  Es  seien  jetzt  umgekehrt  2m  +  2  Funktionen  Q,  Z,  Xi,  PI 
gegeben,  die  den  Bedingungen 


=  0 
(    } 


genugen;  die  Funktion  9  verschwinde  nicht  identisch. 

Bezeiclinet  jetzt  D"  diejenige  Determinante;  die  aus  D  dadurch 
entsteL.t;  dafs  man  darin  alle  Elemente  der  obern  Halfte  mit  dem  ne- 
gatiyen  Zeichen  versieht,  und  dann  die  obere  Halfte  mit  der  untern 
vertauscht;  so  ergiebt  sich  durch  spaltenweise  Komposition  der  beiden 
Schemata  D  und  D"  fiir  D  wieder  der  Wert  GQm.  Aus  den  iden- 
tischen  Relationen  (24)  folgen  fur  die  DM  durch  Vergleichung  mit 
(26)  die  Werte  (23)  ;  worauf  die  Relationen  (22)  ohne  weiteres  das 
Grleichungensystem  (21)  ergeben. 

Nun  hat  man  yermoge  (26): 
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Die  linken    Seiten   dieser   Gleichungen   sind   aber;   wie   die  Aus- 

/5  y  fi  y 

rechmmg  lelirt,  vermoge  der  Formeln  (21)  mit  p  -^  —  bezw.  mii  Q  -3  — 

identisch,  womit  die  Formeln  (19)  (20)  gewonnen  sind.  Diese  Formeln 
zeigen,  dafs  die  Identitat 


stattfindet,  und  aus  Satz  5)  und  den  Identitaten  (14)  folgt  jetzt  un- 
mittelbar?  dafs  die  in  den  Formeln  (26)  auftretende  Funktion  ^  durch 
die  Gleichnng  (18)  defmirt  ist. 

Darnach  lassen  sich  die  bisherigen  Eesultate  so  zusammenfassen: 
Sefriedigen  2m  -{-  1  Funktionen  Z,  Xt,  Pi  der  Varidbeln 


eine  Identitat  der  Form: 

(2)  dZ—  PtdX1  ----  PmdXn  =  Q  (d*  —p1dx1  -----  pmdxm)9 

worm  Q(&-.pm)  nicht  identisch  verschwindet,  so  sind  sie  von  einander 
unabhangig,  und  es  lestehen  die  Bwefawgen: 


1    ;  [P,Pt]  =  0;  [P, 


(27) 


Dieser  Satz  gestattet  eine  doppelte  Umkehrung: 

a)  Kemt  man  m  +  1  mabMngige  FunUionen  Z,  X^  .  .  Zm, 
die  Relationen 

(3)  [^ZJ  =  0,  [M*]  =  0        (<,  A  =  1,  2,  .  .  m) 

erftillen,  so  lassen  sich  auf  eine  und  nur  eine   Weise  m  -f-  1  weitere 
FunUionen  Q,  P1  .  .  Pm  50  lestimmen,  dafs  die  Identitat  (2)  stattfindet* 

b)  JTewrf  ^w  2m  -f  2  FunUionen  Z,  Xi?  Ph  Q,  von  denen  Jceine 
identisch  verschwindet,  und  welche  die  Eelationen  (26)  (und  infolgedessen 
(wch  (27))  erfullenj  so  besteht  zwischen  ihnen  die  Identitat  (2). 
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Die  Gleichungen  (26)  heifsen  die  ,}Definitionsgleicfotngen  der  end- 
lichen,  nicht  Jiomogenen  Beriihrungstransfonnationen",  da  sie  nach  dem 
Vorigen  die  Funktionen  Z,  XiP>  als  die  rechten  Seiten  einer  Be- 
ruhrungstransformation  vollstandig  charakterisiren. 

287.  Sind  von  den  rechten  Seiten  einer  Beruhrungstransformation: 

(28)  /  =  Z;  xl  =  Xr,  pi  =  P, 

die  Funktionen  Z,  X1  .  .  Xv  bereits  so  bestimmt,  dafs  die  Relationen 
[Xt  3i]  =  0        ft  7o  =  1,  2,  .  .  v) 


alle   erftillt  sind;  so  ist  fur  Xv+±  ein  beliebiges,  von  Z9X^..  Xv  un- 
abhangiges  Integral  des  v  +  1-gliedrigen  vollstandigen  Systems: 


(8) 

zu  wahlen;  was  eine  Operation  2m  —  2v  —  1  erfordert;  da  Z,  Xi  .  .  Xv 
bekannte  Integrale  dieses  Systems  sind. 

Die  Aufstellung  der  allgemeinsten  Beruhrungstransformation  er- 
fordert  also;  wenn  Z  willkiiiiich  vorgeschrieben  wird;  je  eine  Operation: 

2m  —  l,2m  —  3,..  3;  1. 

Nafrurlich.  kann  man  ebenso  gut  etwa  X1  willktirlicli  annehmen.  In 
der  That  ist  ja  die  in  der  Identitat  (2)  auftretende  Funktion  Z  vor 
den  Xt  in  keiner  Weise  ausgezeichnet;  denn  dividirt  man  diese  Identitat 
durch  —  P1?  so  entsteht  eine  Relation,  in  der  Xx  die  Rolle  von  Z 
tibernommen  hat. 

288.  Man  kann  aber  auch  Q  willkiirlich  annehnien,  und  soclann 
die  Funktionen  Z,  Xi,  PI  so  bestimmen?  dafs  die  Identitat  (2)  statt- 
findet.  Es  gilt  namlich  folgender  Satz: 

Ist  p  eine  leliebig  vorgeschriebene,  nicM  identiscli  verschwindende 
Funktion  der  Variabeln  &x$L  ,  imd  bedeuten  X1  .  .  Xv  (y  ^  m)  unab- 
Mngige  Funktionen  derselben  Variabeln,  die  den  Identitaten: 


. 
(29)  [Xp]  EEE  p  -^  ;  [XZd  =  0          (iy  k  =  1,  2,  .  .  v) 

genugen,  so  bilden  die  partiellen  Differentialgleichungen: 

(30)  r.f=[rf]  +  «§{-<>    (<.!..v) 

Tif^&f]  =0 

ein  v  +  1  -gliedriges  vollstandiges  System. 

Dafs  die  Grleichungen  (30)  linear  unabhangig  sind,  folgt  leicht 
daraus,  dafs  andernfalls  entweder  die  v  letzten  derselben,  entgegen  den 
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Resultaten  des  Art.  282  ;  fur  sich  linear  abhangig  waren;   oder  dafs  Q 
identisch  yerschwande. 
Man  hat  ferner: 


beachtet  man  nun,  dafs  identisch: 


so  folgt  mit  Eiicksiclit  auf  die  Mayer'sche  Identitat  durch  Subtraktion 
der  beiden  Grleichungen  (31)  nach  kurzer  Rechnung: 

r,(r0/)  -  r,(r,/o  =  2      J0f  - 


Da  nun  die  v  letzten  Gleickungen  (30)  fur  sich  genommen  ein  voll- 
standiges  System  bilden  (Satz  4)  dieses  §),  so  ist  die  Vollstandigkeit 
des  Systems  (30)  nachgewiesen.  Man  wahle  jetzt  fur  Xr+i  ein  be- 
liebiges;  yon  Xl  .  .  Xv  unabhangiges  Integral  dieses  Systems  ,  was  eine 
Operation  : 

2m  +  1  —  (v  +  1)  —  v  ==  2m  —  2v 

erforderi  Hat  man  solcherweise  Xt  .  .  Xm  der  Reihe  nacb,  ermittelt; 
so  bestimme  man  eine  Punktion  Z,  die  den  Bedingungen: 

(32)  r0z-P»  =  o,  7^=0,  ..  rwz=o 

genugt    Zu   diesem  Zwecke  denken  wir  uns  Z  durch.  die  Gleichung 


definirt.    Ist  dann  |  irgend  eine  der  Variabeln  8%ipi,  so  hat  man: 


dZ  0|     '    0|  ~~~  U< 

Substituirt  man  die  Werte  der  Ableitungen  |y  aus  diesen  GHei- 
chungen  in  das  System  (32),  so  verwandelt  sich  dieses  in  das  folgende: 

(33)        Yf=  r0/+  Q*  w  - o,  iif- o, . .  r^=  o. 


Diese    Grleichungen    bilden    ein    m  +  1-gliedriges    vollstandiges 
System  mit  2m  -f-  2  Independenten;  da  namlich  identisch: 
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Da  ferner  die  Koeffizienten  des  Systems  (33)  die  Independente  Z 
nicht  enthalten,  und  dasjenige  Gleichungensystem ;  das  aus  (33)  durch 

O  f 

Weglassung  des  mit  TT~  multiplizirten  Terms  entstehi  wiederum  voll- 

standig  ist;  so  besitzen  die  Grleichungen  (33)  aufser  X±  . .  Xm  noch  ein 
m  +  ltes  Integral  der  Form: 

—  Z  -f  $(##!  .  .  Xmp±  .  .  Pn), 

welches  durcli  eine  einzige  Quadratur  bestimmt  wird;  wenn  X±  . .  Xm 
bekannt  sind.  Alle  diese  Behauptungen  ergeben  sich  durch  ganz  ahn- 
liche  Uberlegungen  wie  in  Nr.  145,  Indem  wir  jetzt  Z  mit  0 
identificiren;  konnen  wir  nach  Satz  3)  die  Pt-  hinterher  dnrct.  Auf- 
losung  linearer  Grleicliungen  so  bestimmen;  dais  die  Identitat  (2)  statt- 
findet,  und  haben  damit  folgenden  Satz  gewonnen: 

,,Ist  p  dine  willKrlicJi  geivalilte,  nicht  identisch  v&rsclwvindende 
Funktion  der  2m  +  1  Variabeln  ex±.  .  xmp±  .  .pm,  so  erfordert  die  Be- 
stimmiwg  eines  FunJdionensystems  ZXzPiy  welches  der  Identitat: 


genugtj  aufser  Differentiationen  und  Eliminationen  noch  je  eine  Operation 
2m,  2m  —  2,..4:,  2,  0. 

Auch  dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  der  allgemeinen  Theorie 
des  Pfaff'schen  Problems.  Man  verifizirt  n'amlich.  leicht  dafs  far  den 
bedingungslosen  PfafTschen  Ansdruck 


, 


das  vollstandige  System  V  sich  auf  die  einzige  partielle  Differential- 
gleichung: 


reduzirt,  und  dafs  das  vollstandige  System,  das  in  Kap.  IX  mit  Vv  be- 
zeichnet  wurde?  in  dem  gegenwartigen  Falle  mit  (30)  identisch  ist. 

289.  Wir  betrachten  schliefslich  noch  diejenigen  Beriihrungstrans- 
formationen,  fur  welche  die  in  (2)  auftretende  Funktion  p  =  1  ist. 
Aus  (27)  folgt  jetzt: 


Also  mufs  Z  die  Form  haben: 

(34)  Z  =  0  — 
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wahrend  die  XZ3  Pi  von  s  unabhangig  sind,  was  wir  aus  Art.  201 
bereits  wissen.  Wahlt  man  mm  dementsprechend  fiir  X1  eine  arbitrage 
Funktion  der  2m  Variabeln  xl  .  .  xm^i  -  -  pm  ™d  legt  auch  den  iibrigen 
X;  die  Bedingung  auf;  von  #  unabhangig  zu  sein;  so  verwandeln  sich 
die  Bedingungen  [X^XJ^iO  in  die  folgenden: 

(35)  (M*)  =  0; 

und  wir  wissen  aus  Art  275  ?  dafs  fiir  jede  Zahl  v  der  Reihe  1  .  .  m 
die  partiellen  Differentialgleichungen: 

(36) 


ein  v-gliedriges  vollstandiges  (Jacobi'sches)  System  bilden,  wenn  die 
X1  .  .  Xv  unabhangig  und  bereits  so  bestimmt  sind;  dafs  die  Be- 
dingungen (35)  fiir  i?  k  —  1  .  .  v  gelten.  Fur  Xv+i  mufs  dann  eine 
von  X±  .  .  Xv  Losung  des  Systems  (36)  genomrnen  werd*en;  was  eine 
Operation  2m  —  2v  erfordet.  Hat  man  so  die  X±  .  .  Xm  der  Reihe 
nach  bestimmt;  so  bilden  nach.  Art.  282  die  Gleichungen: 

fur  sich  ein  w-gliedriges  vollstandiges  System  mit  den  Independenten 
^,  ^  .  .  a?mjPi  •  -jpmj  da  nun  die  Variable  &  in  den  Koeffizienten  des- 
selben  nicht  auftritt,  und  die  m  Gleichungen  (Xtf)  =  0  fiir  sich  ein 
vollstandiges  System  bilden;  so  besitzt  das  System  (37),  wie  man 
mittels  der  Schlufsweise  des  Art.  145  leicht  erkennt,  aufse%den  Lo- 
sungen  X^  ,  .  Xm  noch  ein  m  +  ltes  Integral  der  Form  (34),  das  durch 
Eliminationen  und  eine  einzige  Quadratur  erhalten  wird;  wenn  X^  .  .  Xm 
bekannt  sind.  Aus  Satz  (3)  schliefsen  wir  nunmehr,  dafs  die  linearen 
Grleichnngen  : 


eine  und  nur  eine  Auflosung  P1  .  .  Pm  gestatten.    Die  Identitaten: 

[PkZ]  =  PP4;  [2iPJ  =  -  ifa;  [P,PJ  =  0 
nehmen  hier  folgende  Gestalt  an: 


8  P 
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Die    letzten    beiden   dieser   Identitaten   zeigen,    dafs    das   vollstandige 
System  (36)  die  Integrale 

X}  .  .  XmPv+i  .  .  Pm 
besitzt. 

290.  Ubertragt  man  die  in  Art.  218  entwickelte  Reduktionsmethode 
auf  den  bedingungslosen  Pfaff'schen  Ausdruck 

V  =  d0  — 


so  erhalt  man  genau  das  in  der  vorigen  "Ni\  auseinandergesetzte  Ver- 
fahren.  Man  erkennt  dies  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dafs  das  voll- 
standige System  F,  das  zu  V  geh.6rt;  sich  auf  die  einzige  partielle 
Differentialgleichung 


reduzirt;  und  dafs  die  Gleichungen  (36)  mit   (38)   zusammen  in  dem 

vorliegenden  Palle   dasjenige   vollstandige  System   bilden;  welches   in 

Art.  218  mit  Vv  bezeichnet  wurde. 

Derselbe  Sachverhalt  lafst  sich.  auch  so  aussprechen: 

Die  Eeduktion  der  vorigen  Nr.  kommt  darauf  h.inaus?  den  Pfaff'schen 

Ansdruck 

V  =  pt  dxl  -\  ----  f-  pmdxm 

auf  die  Form 


zu  reduziren,   worm  die  Funktion  X±   willkurlich  vorgeschrieben  ist, 

und  wird,  wie  man  leicht  sieht;  auch  dadurch  erhalten,   dafs  man  auf 

V'das  in  Art.  162  skizzirte  Verfahren  anwendet. 

291.  Nach  JSTr.  289  konnen  wir  schliefslich  folgenden  Satz  aufstellen: 
?,Befriedigen  2  m  +  1  F^mMionen  U,X1..XmPl..  Pm  der  Variabeln 

x± . .  $mPi  •  •  Pm  die  Identitat: 

(39)      d U  +  PidX1  -[-..-(-  PmdXm  =  p1dxi  -[-••-(- pm&xm, 

so  sind  die  FunMionen  P± . .  Pmy  X1 . .  Xm  von  einander  unabMngig, 
und  es  "bestehen  folgende  identische  Bezieliungen; 

,(-vr  -\r  \  A      /T>  v  \  »          /T>   ~D  \  A 

(JLiJLk)  =  0,  (jfiAjfe;  =  Oik,  (JtriJrk)  =  ^ 


(40) 


1  ** 

(^  ft  =  l?  2,  * .  m). 
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Dieser  Satz  gestattet  mehrere  Umkehningen ,  von  denen  wir 
folgende  hervorheben; 

a)  Kennk  man  m  unabMngige  Funfctionen  X± . .  Xm,  welche  die 
Identitdten  (XtX%)  =  0  erfullen,  so  liann  man  durcli  erne    Quadratur 
eine  Function  U,  Merauf  dwell  Auflosung  linearer  Gleicfamgen  m  Funk- 
tionen  Pt . .  Pm  so  bestimmen,  dafs  die  Identitat  (39)  stattfindet 

b)  Befriedigen  2m  +  1  FunMionen  U,  PiXi  der  Variabeln  $kpk  alle 
Relationen  (40)  ?  so  sind  die  2m  FunMionen  P^  unabMngig,  und  es 
lesteht  die  Identitat  (39). 

Wir  konnen  noch  hinzufiigen; 

Die  Besfmmmg  der  allgemeinsten  Seruhrungstransformation  der 
Gestalt: 

0=8—  U(x, _p);  xl  =  Xi(x, p)]  p!  =  Pt(x, p) 

erfordertj  falls  X±  willkilrlich  vorgesclmeben  wird,  je  eine  Operation 
2m  —  2,  2m  —  4,  ..  2,  0. 

Es  sei  schHefslich  hervorgehoben;  dafs  mit  Rticksicht  anf  (40) 
die  Funktion  U  nur  dann,  aber  auch.  stets  darm  eine  Eonstante  oder 
eine  Fuaktion  von  X1 . .  Xm  allein  wird?  wenn  alle  Xt  in  den  p;  tto- 
mogen  nullter  Ordnung  sind.  Wir  kommen  damit  auf  die  Theorie 
des  vorigen  §  zuruck. 

292.  Man  Jvann  im  Vorigen  awli  die  Function  "U  wiflJeiirKch  an- 
nehmen,  und  Mnterher  die  Pz,  Xi  so  bestimmen,  dafs  die  Identitat  (39) 
stattfindet*  Es  gilt  namlich  der  Satz: 

1st  v  ein  Index  <  m,  ledeutet  ferner  U  eine  leliebige  FunMion  der 
Variabeln  Xip^  und  sind  Xi . .  Xv  unabhangige  FunMionen  dieser  Va- 
riabeln,  die  den  Bedingungen: 


geniigen,  so  lilden  die  partiellen  Differentialgleiclmngen: 
(42) 


em  v  +  l-gliedriges  vollstandiges  System. 

Die  lineare  Unabliaugigkeit  dieser  Gleicliungen  ist  leicht  zn  be- 
weisen.    Setzt  man  ferner: 
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so  hat  man: 

Y9(Y,f)  = 


x,, 

woraus  mittels  der  Jacobi'schen  Identitat  und  mit  Rucksicht  auf  die 
Beziehung: 


leicht  folgt: 


Da  die  v  letzten  Grleichungen,  (42)  fiir  sich  ein  vollstandiges 
System  bilden;  so  1st  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Die  Punktion  Xv+i  ist  jetzt  ein  beliebiges;  von  X1  .  .  X^  unab- 
hangiges  Integral  des  Systems  (42)  ;  wird  also  durcb.  eine  Operation 
2m  —  2?/  —  1  gefunden.  Sind  solcherweise  die  X/  der  Reihe  nach 
bestimmt;  so  folgen  die  P/  aus  (39)  durcb  Auflosung  linearer  Glei- 
chungen.  Daraus  folgt: 

Ist  U(%i  .  .  pm}  ^ne  arbitrar  gew'dJilte  Function,  so  erfordert  die 
Bestimmung  eines  Funktionensystems  P/.X*7  welches  die  Identitat: 

Pidxi  H  ----  \-  pmdxm  =  d  U  +  PI^  H  ----  h  PmdXm 
erfiillt,  je  eine  Operation: 

2m  —  1,  2m  —  3,  .  .  3,  1. 

Auch  dieser  Satz  erweist  sick  als  Korollar  der  allgemeinen  Theorie 
Ton  Kap.  IX^  §  1  und  2,  werni  man  bedenkt,  dafs  die  vollstandigen 
Systeme  V  und  VVJ  die  nacb.  den  zitirten  Paragrapben  zu  dem  be- 
dingungslosen1)  Pfaff'scben  Ausdrack: 

P1dx1-]  ----  [-  pmdxm  —  dU 

geboren;  mit  der  ersten  Gleicbung  (42)  bezw.  dem  System  (42)  identisch 
werden. 

293*  Ans  den  Identitaten  (27)  folgt  nocb  beilaufig  der  Beweis 
fiir  die  in  Art.  201  aufgestellte  Bebanptung,  wonacb  die  allgemeinste 
Berubrnngstransformation7  deren  rechte  Seiten  X?:Pf  von  $  frei  sind; 
die  Form: 

s  =  Aff  +  U(xl  .  .J9W);  x- 


1)  Ygl.  Art.  102. 
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besitzt,  unter  A  eine  Konstante  verstanden.     In  der  That,  sollen  die 
Xf,  P«  von  0  nicht  abh'angen,  so  folgt  aus  (27): 


Also  1st  Q  eine  Funktion  der  Xt  allein,   da  die  m  Grleiehungen 
[X,f~\  =  0  keine  alidere  Losung  besitzen.  Aber  aus  den  Identitaten: 


folgt;  dafs  (>   einer  Konstanten  J.  gleich  ist;    die  erste  Identitat  (27) 
geht  jetzt  in  die  folgende  liber: 


dZ—A 

"n '    -dL, 

/I*  ' 


was  zu  zeigen  war. 


§  3.    Begriindimg  der  Theorie  des  Pfaff'schen  Pro"blems  mittels  der 
Tlxeorie  der  Beriilarungstraiisformationen. 

294.  Die  Resultate  der  letzten  beiden  Paragraphs  warden  nicht 
nur  aus  der  allgeineinen  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  ;  sondern 
auch  auf  direktem  Wege  abgeleitet.  Auf  Grund  dieser  Thatsache 
wollen  wir  nun  umgekehrt  die  Hauptsatze  der  Theorie  des  Pfaff'schen 
Problems  mit  Hulfe  der  Theorie  der  Beruhrungstransformationen  wieder 
zu  gewinnen  suchen.  Da  uns  jedoch  alle  Eesultate,  zu  denen  wir  auf 
diesem  Wege  gelangen;  bereits  gelaufig  sind;  so  beschranken  wir  uns 
darau£;  den  erwahnten  Gedankengang  zu  skizziren^  indem  wir  die  weitere 
Ausfuhrung  dem  Leser  iiberlassen. 

Zunachst  schicken  wir  die  folgenden  beiden  Hulfssatze  voraus: 

1.  Sind  die  2r  —  1  Variabeln: 


an  eine  Behtion: 

(2)  vfay*  -  MI  .-ar-O  —  o 

gebunden,  so  Tcann  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 

(3)  dyr  +  g^dyi  -j  ----  1-  fr^dyr-i 

auf  die  eine  oder  die  andere>der  beiden  Formen: 

r—  2 

ffi'rfy/  H  ----  f-  2r-irfyr-i5  dyr  + 


gelracU  werden,  je  nachdem  die  Belation  (2)  die  Varidbele  yr  entMU 
oder  nicJit. 
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Die   Grofsen    y[  qt    sind    dabei  Funktionen   von  gewissen  2r  —  2 
unter  den  Variabeln  (1). 

2)  Sind  die  2r  VariaMn: 

(4)  yi  .  .  yr2l  .  .  qr 
an  erne  Eelation: 

(5)  9>&i  ••»»•&..  2r)  =  0 
gekniijoft,  so  Jcann  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 

(6)  ffi^yH  ----  h  2r<tyr 
aw/*  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Formen: 

r—l  r—  1 


gelyrackt  werden,  je  nachdem  die  Eelation  (5)  m  rfm  g4  Jwmogen  ist 
oder  nicht. 

Die  2/;  j//  sind  dabei  Funktionen  von  gewissen  2r  —  1  der  Va- 
riabeln (4).  Der  Htilfssatz  2)  ist  fur  r  ==  1  evident;  wir  nehmen  an; 
dieser  Hiilfssatz  sei  fiir  die  Zahlen  1;  2,  .  .  r  —  1  bereits  bewiesen? 
und  wollen  zeigen,  dafs  unter  dieser  Annahme  beide  Hiilfssatze  aueh. 
fur  die  Zahl  r  Geltung  haben. 

Enthalt  die  Relation  (2)  die  Variabeln  yf,  so  kann  sie  auf  folgende 
Form  gebracht  werden: 


Der  Ausdruck  (3)  hat  also  die  Gestalt: 

d  Ufa  •  •  yr-l  ft.  •  '  2r-l)  +  ffi^ftH  ----  1-  Jr-l^r-1 

und  der  Beweis  fiir  die  Aussage  1)  folgt  jetzt  unmittelbar  aus  Art.  292. 
Wenn  dagegen  die  Gleichung  (2)  die  Variable  yr  nicht  enthalt,  so  er- 
giebt  sich  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  aus  Hulfssatz  2),  der  fiir  die 
Zahl  r  —  1  als  bewiesen  gilt. 

Ist  andererseits  die  Gleichung  (5)  in  den  gy  nicht  homogen,  so 
konnen  wir  stets  annehinen,  dafs  sie  die  Form  habe: 


. 

worin  KI  fur  ~   geschrieben   wurde.     Der  Ausdruck   (6)  nimmt  jetzt 

*lr 

folgende  Gestalt  an: 

$fa  -  *  yr*i  *  •  «v-0  (^r  +  Mft  H  ----  h  ^r-i%-i), 

und  die  Behauptung  2)  ergiebt  sich  aus  Art.  288.    Hat  dagegen  die 
Relation  (5)  die  Form: 
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(p(yl  ..yr,  ^  .  .  tfr_i)  =  0? 

so  ergiebt  sick  die  Behauptung  2),  wenn  man  den  Satz   1),  der  fur 
die  Zahl  r  soeben  bewiesen  wurde,  auf  den  Ausdruck: 

dyr  +  ttjdfyH  ----  h  xr-.idyr-i 
anwendet. 

Die  beiden  Hulfssatze  sind  damit  allgernein  als  richtig  nachgewiesen. 
295.  Es  sei  jetzt 


ein  beliebiger  Pfaff  'seller  Ausdruck  in  den  Variabeln  xl  .  .  xn.    Indem 
wir  dann  fur  den  Augenblick  die  Grofsen: 

^1  J  ^2  ?  "  "  ®n  ?   ^1  ?  *^2  '  *  *  "^w 

als  2^  Variabeln  betrachten,  die  durch  die  Relation 

(h    ,  —  (%  \00-i  3/2  *  •  ^n  ) 

verknupft  sind^  konnen  wir  den  Ansdruck  J  nach  Hiilfssatz  2)  auf  die 
folgende  Gestalt  bringen; 

(7)  dy^ 


worin  die  y^  gewisse  Funktionen  der  2n  —  1  Variabeln  a2,  a%,  .  .  an, 
$1  .  .  xn  bedenten.  Ersetzen  wir  dann  die  a;  durch  ihre  Ausdriicke  in 
den  xl7  so  yerwandeln  sich  die  yiqf  in  Funktionen  der  x,  die  im  Falle 
n  >  1  stets  durch  gewisse  identische  Relationen  aneinander  gekniipft 
sind.  Grreifen  wir  irgend  eine  derselben  heraus,  so  gestattet  der  Aus- 
druck (7)  nach  Htilfssatz  1)  eine  weitere  Reduktion: 

n  —  1 


Die  Grofsen  qiyi  sind  dabei  Funktionen  von  gewissen  2n  —  2 
nnter  den  Variabeln  y}  g?  also  Funktionen  yon  x±  .  .  xn.  Durch  ge- 
eignete  Wiederholung  dieses  Verfahrens  gelangen  wir  sofort  zu  dem 
Resultat,  dafs  jeder  Pfaff'sche  Ausdruck  J  auf  erne  der  beiden  nadh- 
stehenden  Formen  gebracM  warden  kann. 


(8) 

(9)  d^(x^..  xn}  — 
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worin  sammtliche  vorkomrnende  Funktioneu  xt,  ^  bezw.  £,  #*,  £t  von 
einander  unabhangig  sind. 

Indem  man  jetzt  den  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  rnit  der  einen  oder 
der  andern  der  beiden  Formen  (8),  (9)  vergleicht,  und  solcherweise 
die  Koeffizienten  a,  durch  die  Funktionen  #/£/  bezw.  £?  7tt,  £/  ausdriickt, 
erkennt  man  durch  die  Uberlegungen  von  Kap.  V,  §  1  und  2  sofort, 
dafs  der  Ausdruck  d  die  Form  (8);  bezw.  (9)  nur  dann  erhalten  kann; 
wenn  der  Rang  »  der  zu  d  gehorigen  Matrix  (A)  (Art.  96)  gleich 
2  A  bezw.  2  A  —  1  ist. 

Das  Fundamentaltheorem  ist  damit  aufs  Neue  nachgewiesen. 

296.  Im  Falle  x  =  2/1  sei  (8)  eine  bestimmte  Normalform  von  z/? 
wahrend  der  Ausdruck: 

(10) 

eine  beliebige  andere  Norinalform  von  A  darstellen  inoge.  Nach 
Art.  206  miissen  dann  die  Funktionen  Ui}  Si  durch  die  #/£/  allein 
ausdriickbar  sein,  und  zwar  kann  man  nach  Art.  279  fur  Si  eine  be- 
liebige Funktion  dieser  2  k  Grofsen  nehinen;  die  in  den  ycg  homogen 
nullter  Ordnung  ist.  Ftir  v  =  1,2, .  .  A,  —  1  ist  dann  Sv+i  ein  be- 
liebiges;  von  ^  , .  $v  unabhangiges  Integral  des  vollstandigen  Systems : 


(ii) 


Die  HI  folgen  hinterher  durch  Vergleichung  der  zwei  Ausdriicke 
und  (8). 

Im  Falle  H  =  2  A  —  1  sei  (9)  eine  bestimmte  Normalforin  von 
Verstehen  wir  dann  unter  dem  Ausdruck: 

(12) 

eine  beliebige  reduzirte  Form  von  ^/  mit  A  Differentialelementen;  so 
sind  die  Grofsen  tf,  Z,  IIS)  $9  nach  Art.  205  Funktionen  der  x  Grofsen 
g,  sti,  %t  allein?  und  fiir  Z  kann  man  nach  Art.  287  eine  beliebige 
Funktion  dieser  Grofsen  wahlen.  Dann  ist  fur  jeden  Index  v  der 
Eeihe  1;  2;  . .  I  —  1  die  Funktion  Sv  ein  beliebiges;  von  Z,  Si  -  -  &-i 
unabhangiges  Integral  des  vollstandigen  Systems: 
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*-!__/_.  -A  ,  -      /  ~  »  o .rr\  I 


^_  =0 

(13) 

:0  (<-l,27..r-l). 

Sind  die  &  bestimmt?  so  folgen  die  Funktionen  p  und  71,  binterber 
durch  Auflosung  linearer  Grleicbungen. 

Verstehen  wir  endlicb  im  Falle  H  «  21  —  1  unter  dem  Pfaff'scben 
Ausdruck: 

(14) 

1 

eine  beliebige  Normalform  von  J,  so  kann  fur  Si  eine  arbitrate  Funktion 
von  ^  . .  la— 1%  . .  atz— i  genommen  werden;  dann  ist  die  Funktion  Sv^i 
ein  von  ^  . .  &  unabbangiges  Integral  des  vollstandigen  Systems: 


und  ^  folgt,  wenn  die  ^  bestinxmt  sind;  durcii  eine  Quadratur7  worauf 
die  lit  wie  vorLin  ermittelt  werden  (Art.  289). 

297.  Die  biermit  angedeuteten  Methoden  setzen  znnachst  die  vor- 
herige  Ermittelung  einer  Normalform  von  ^/  voraus.  Die  entscbeidende 
Wen  dung  in  unserm  Gedankengang  bestebt  jetzt  darin;  dafs  wir  die 
successive  Bestimmung  der  Differentialelemente  in  den  reduzirten  For- 
men  (10)  (12)  (14)  auf  die  Integration  solcber  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen  zuruckfubren,  in  denen  die  ursprtinglicben  Ya- 
riabeln  x± . .  xn  als  unabbangige  Ver'anderlicbe  figuriren.  Dazu  be- 
notigen  wir  vor  allem  die  Eesultate  von  Kap.  V;  §  1  und  2?  wonacb 
die  K  unabliangigen^  in  der  Normalform  vou  J  auftretenden  Funktionen 
ein  gewisses  System  W  linearer  partieller  Differentialgleicbungen  er- 
fallen,  welches  mit  Htilfe  der  Funktionen  ai}  a^  nacb  den  Kegeln  des 
zitirten  Kapitels  gebildet  und  hierbei  gleicbzeitig  als  vollstandig  er- 
kannt  wird  Ebenso  wissen  wir  aus  Kap.  V,  dafs  im  Falle  %  ==  2  A 
die  Funktionen: 


im  Falle  ^  ==  2  A  —  1  die  Funktionen: 


ein  gewisses  System  Fvon  n  —  K  -f-  1  partiellen  Differentialgleicbungen 
befriedigen;  das  sonach  ebenfalls  vollstandig  ist 
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Fur  die  FunkMon  ^  in  dem  Ausdruck  (10)  und  (14)  ist  sonach 
ein  beliebiges  Integral  des  Systems  F7  fur  die  FunUion  Z  in  (12)  da- 
gegen  ein  leliebiges  Integral  von  W,  im  Falle  x  —  2li—-l—n  eine 
arlitrare  Funktion  der  x  m  wahlen. 

Aus  diesen  Thatsachen  folgt  nunmehr  aufs  leichteste  der  Satz  des 
Art.  151  und  damit  die  ;7implieite"  Reduktionsinethode. 

Mit  Htilfe  der  Ergebnisse  yon  Kap.  X7  §  3  kann  man  sodann  die 
Grleichiingensysterne  (11)  (13)  (15)  direkt  in  partielle  Differential- 
gleichungensysteine  niit  den  Independenten  xt .  .  xn  umsetzen.  Dadurch 
gewinnen  wir  nicht  nur  abermals  die  in  Kap.  IX  entwickelte  ??explicite" 
Reduktionsmeth.ode;  sondern  gleichzeitig  einen  neuen  Beweis  fiir  die 
Vollstandigkeit  der  a.  a.  0.  benutzten  Grleichungensysteme  Vv  und  Wv. 

Aus  der  Theorie  der  Beriihrungstransformationen  (Kap.  VIII;  XI) 
und  dem  daran  sich  ansehliefsenden  Beweis  des  Fundamentaltheorems 
(Art.  295)  sowie  aus  den  Ergebnissen  von  Kap.  V,  §  1,  2;  und  Kap.  X; 
§  3  lafst  sich  somit  eine  vollstandige,  in  sich  abgeschlossene  Theorie  des 
PfafTschen  Problems  aufbauen. 


Kapitel  XII. 
Niclitlineare  partielle  Differentialgleiclmngen  erster  Ordimng. 

§  1.     Die  Integrale. 

298.   Gegeben  sei  eine  partielle  Differentialgleiehung  erster  Ord- 
nung  mit  einer  Unbekannten: 

dz       8z 


Die  Funktion: 

(2)  jer^y^ffg..^) 

sei  ein  Integral  derselben  (s.  die  Einleitung). 

Im  Raunie  EJ)t^1(0}  x±  .  .xm]  stellt  die  Relation  (2)  eine  Flache 
dar;  wir  bezeichnen  dieselbe  als  ;;Integralflache"  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung,  wenn  <p  eine  Losung  derselben  ist.  Definirt  also  die 
Relation  (2)  eine  Integralflache  von  (1)?  dann  und  nur  dann  besitzt 
das  m  -f-  1-gliedrige  Gleichungensystem: 


26* 


(3)  e  —  tpfasi  .  .  a?m);  ft  =      -  •  •  p 

v    1 

die  folgenden  beiden  Eigenschaften: 
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1)  Es  befriedigt  die  Pfaff'sche  Gleichung: 


2)  Die  Relation: 

F(0,  Xt  .  .  Xmp1  .  .  Pm)  =  0 

ist   erne  Folge   des   Gleichungensystems  (3)    (vgl.  die  Einleitung  und 
Art.  41). 

299.  Wir  werden  so   auf  das  Problem  gefdhrt,  in  den  2m  +  1 
Variabeln  : 

(4)  f!fx1^^^mpl..pm 

iiberhaupt    alk   m  -j-  1-gliedrigen   Gleichungensysteme   zu   bestimmen, 
welche    die    genannten    beiden   Eigenschaften    besitzen,    und    dement- 
sprechend  wollen  wir  den  Integralbegriff  folgendermafsen  verallgemeinern: 
Unter  einem  ^Integral"  der  G-leicliung; 

(5)  F(2,  x1  .  .  xmp1  ..pm}  =  0 

verstelien  wir  jedes  m  +•  1-gliedrige  G-leichungensystem  der  Form: 

(6)  $i(e,  xl  .  .  xm^  .  .  j9m)  =  0        (i  =  13  2?  ,  .  m  +  1)  , 
welches  die  Relation  F  —  0  umfafst  und  die  Pfaff'sche  G-leicliung: 

(7)  de  —  p1dxl  ----  Pmdxn  ==  0 

befriedigt  (vgl.  Art.  82  und  Kap.  VII  §  1). 

Deuten  wir  die  2^  +  1  Variabeln  (4)  als  Eleinentkoordinaten 
des  .7?m_f  i?  so  definirt  jedes  Gleichungensystem  (6)  der  genannten  Art 
eine  Element-  Jfw  ,  deren  Flactenelemente  $Xi$i  alle  die  Relation  F=0 
erfttllen,  und  die  wir  als  eine  ,,Integral-Mm"  der  Gleiehung  (5)  be- 
zeichnen  wollen. 

Eine  Grleichung  (5)  ,,integriren"  heifst  also  jetzt;  alle  ihre  Integral-  Mm 
bestimmen?  und  diese  Aufgabe  umfafst  das  im  vor.  Art.  formulirte 
Integrationsproblem  als  Spezialfall^  da  ja  durch  ihre  Losung  insbesondere 
auch  alle  lategral-Jf^  oder  Integralflachen  der  gegebenen  Gleiehung 
miterlialten  werden. 

300.  Eine  Element-  Jf^^.^  (ft  >  0),  deren  m  +  1  +  ^  Definitions- 
gleichungen  (Art.  177)   die  Relation  ,F=0   umfassen,   soil   als   eine 
^Integral-  Mm^.^  dieser   Gleiehung  bezeichnet   werden.     Urn   die  all- 
gemeinste  Integral-Jf^^^  einer  partiellen  Differentialgleichung  (5)  zu 
bestimmen,  braucht  man  nur  zu   den  m  -\-  1   Definitionsgleichungen 
einer  gam  lelieligen  Element-  Jfm;  die  keine  Integral-  Mm  von  F—0 
ist,  die  Gleiehung  F  =  0  selbst  und  ^  —  1  beliebige  andere  Relationen 
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hinzuzufiigen,  derart,  dafs  die  so  erhaltenen  m  +  ^  -j-  1  Grleichungen 
von  einander  unabh'angig  ausfallen. 

Die  allgemeinste  Integral-Mm^^  lafst  sich  demnach,  falls  p  >  0, 
ohne  jede  Integration  ermitteln. 

Insbesondere  erkennt  man,  dafs  die  Punktmannigfaltigkeit,  an  die 
sich  die  Integral-  Jfm_  ^  anschliefst,  ganz  willkiirlich  gew'ahlt  werden  kann. 

Um  z.  B.  die  allgemeinste  Integral-  M1  einer  partiellen  Differential- 
gleichung  : 

(8)  F(xy*pq)  =  0 

zu  bestimmen,  wahlen  wir  irgend  eine  Element-l£22  des  Raumes 


imd  fiigen  die  Relation  (8)  hinzu,  die  jetzt  vermoge  (9)  folgende  Form 
annimmt: 


Durcb.  diese  Gleichnng  wird  auf  der  Flache  8  =  cp  eine  gewisse  Raum- 
kurve  ausgeschnitten  ,  und  diese  Raumkurve  bestimmt  auf  unserer 
Flache  einen  Streifen  (Art.  177)  yon  Flachenelernenten,  die  alle  der  Re- 
lation F=  0  geniigen.  Wir  konnen.  ebenso  eine  M%-  des  U3  beliebig  wahlen: 

0  ==  ^(o;);  y  =  g?(a?);  p  =  $  —  qy. 
Diese  Relationen  definiren  dann  znsammen  mit: 
F(x,  y,  z,  $  —  qy,  q)  =  0         t 

einen  oder  mehrere  Streifen;  die  sich  an  die  Raumkurve  0  =  ^}  y  =  (p 
anschliefsen  and  deren  Flachenelemente  die  Grleichung  F  =  0  erftillen. 

Man  erkennt  leicht?  dafs  jede  Integral-Jft  von  (8)  ebensowohl 
auf  die  eine  als  auf  die  andere  Weise  erhalten  werden  kann. 

301.  Es  giebt  einen  Fall,  in  dem  auch  die  Bestimmung  aller 
Integral-  Mm  ohne  Integration  gelingt;  wenn  namlich  die  Grleichung  (5) 
die  Variabeln  p^  .  .  pm  iiberhaupt  nicht  enthalt,  also  die  Form  besitzt: 

(10)  9)(^^1;^;..^w)  =  0.i 

Diese  Grleichung  stellt  im  Sinne  von  Art.  298  iiberhaupt  keine 
partielle  Differentialgleichung  dar,  wahrend  der  Integralbegriff  des 
Art.  299  unverandert  bestehen  bleibt.  In  der  That,  urn  die  allgemeinste 
Integral-  Mm  der  Grleichung  (10)  zu  finden,  verstehen  wir  unter  ft  eine 
Zahl  der  Reihe  0?  17  .  .  m,  wahlen  ^  Funktionen  <pt  .  .  y>^  derart;  dais 
die  Gleichungen: 

=  0        =  °   -  -        =  0 
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nach  j0i  und  nach  ^  von  den  Variabeln  xl  .  .  ocm  auflosbar  sind,  und 
fiigen  die  Eelationen  hinzu,  die  durch  Elimination  der  A  aus  dem  System; 


__ 

hervorgehen  (Art.  174).  Darnaeh  giebt  es  z.  B.  dreierlei  Arten  von 
Integral-  Jf2  der  Grleichung  : 

(11)  g>(0y*)-0. 

Die  eine  Kategorie  wird  durch  die  Flache  (11)  selbst,  bezw.  durcli  die 
ex)2  sicli  an  sie  anschliefsenden  Flachenelemente  xy#pq  reprasentirt. 
Die  zweite  besteht  aus  den  Element--M"2;  die  sich  an  je  eine  beliebige, 
auf  der  Plache  (11)  gelegene  Raumkurve  anscHiefsen  ;  zu  der  dritten 
gekort  jede  Jf2;  deren  Blemente  denselben  Pnnkt  xy$  der  Plache  (11) 
enthalten. 

302.  Hat  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  (5)  folgende 
Form:- 

(12) 


d.  h.  ist  sie  von  &  frei  und  in  den  pf  liomogen?  so  lafst  das  Integrations- 
problem  eine  doppelte  Anffassung  zu.  Einmal  konnen  wir  wie  vorhin 
nach  alien  m  +  1-gliedrigen  Gleichungensystemen  in  gXipi  fragen, 
welche  die  Pfafflsche  Gleichung  (7)  erfiillen  und  die  Relation  (12) 
enthalten.  Zweitens  aber  konnen  wir  die  2m  Variabeln  xfpi  als  ho- 
mogene  Elementkoordinaten  des  Raums  Em(^  .  .  #w)  interpretiren;  und 
dementsprechend  alle  w-gliedrigen;  in  den  pt  homogenen  Gleichungen- 
systeme  in  xi  .  .  xmpl  .  ,pm  zu  eraitteln  suchen,  welche  die  Pfaff'sche 
Grleichung: 

pldxl  +  pidxt  H  ----  (-  pmdxm  =  0 

befriedigen  und  die  Relation  (12)  umfassen.  Ein  solches  Grleiehungen- 
system  definirt  uns  dann  eine  Element-  Mm^1  des  Em,  deren  Plachen- 
elemente  der  Relation  '  (12)  genugen,  und  die  wir  als  ein  ^Integral" 
oder  eine  ^Integral-JHi^^  von  (12)  bezeichnen  wollen. 

Das  zweite  Problem  ist  scheinbar  spezieller  als  das  erste.  Durch 
die  Losung  der  ersteren  Aufgabe  ist  die  zweite  offenbar  miterledigt; 
denn  die  m  Definitionsgleichungen  einer  Element-  Mm^i  des  JR^  geben 
mifc  #  ==  0  zusammen  die  m  +  1  Definitionsgleichungen  einer  Element-. 
Mm  des  Bw.f.1  (Art.  180;  182).  Dagegen  liefert  die  Losung  des  zweiten 
Problems  nicht  alle  Element-J!fm  des  Em+lj  die  der  Gleichung  (12) 
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genugen,  sondern  nur  diejenigen,  deren  zugehorige  Punktmannigfaltig- 
keiten  in  der  Ebene  #  —  0  des  Rm+i  gelegen  sind;  insbesondere  wird 
auf  diesem  Wege  keine  Integralfl'ache  0==<p(x1..x^)  der  Gleichung 

(12)  gewonnen.    Gleichwohl  werden  wir  spater  erkennen7  dafs  aus  der 
Losung  des  zweiten  Problems  sich  die  des  ersten  mit  Leichtigkeit  ergiebt. 

303.  Bine  partielle  Differentialgleichung  der  Form: 

(13)  9(0,  a?t  .  .  %m~~i,  pt  .  .  jpw-i), 

kann  einfach  dadurcli  auf  die  Form  (12)  gebracht  werden,  dafs  man 

p. 
xm  statt  0,  imd  —  —  statt  pt  schreibt,  also  im  Em(&,  x^.  $m-i)  statt 

Pm 

der  nicht  homogenen  Elementkoordinaten  #xtpt  homogene  einfuhrt.  1st 
so  (13)  auf  die  Form  (12)  gebracht,  so  wird  man  bei  der  Integration 
dieser  letzteren  Gleickung  von  den  beiden  obigen  Formulimngen  des 
Integrationsproblems  der  zweiten  den  Vorzug  geben.  Urngekelirt  kann 
man  natiirlich  durch  die  inverse  Substitution  von  der  Gleichung  (12)' 
sofort  zu  (13)  iibergelien. 

Vermoge  dieser  Transformation  konnen  nunmehr  auch  solche  In- 
tegral-lCn-i  der  partiellen  Differentialgleichung  (13)  in  Betracht  ge- 
zogen  werden,  deren  zugehorige  Punktmannigfaltigkeit  eine  zur  ^-Ase 
parallele  cylindrisclie  Mannigfaltigkeit  darstellt  (Art.  183),  deren  De- 
finitionsgleicliungen  also,  in  den  homogenen  Koordinaten  gesclirieben, 
die  Relation  $m  =  0  enthalten. 

304.  Wir  werden  im  Folgenden  meist   partielle  Differentialglei- 
chungen  der  Form: 

(14)  F(0,  xi  .  .  xm$i  .  .  pm}  =  c 

betrachten;  worin  c  eine  willkiirliche  Konstante  ist.    Jede  Gleichung: 

(15)  &(0,  %  .  .  X^  .  .  pm)  ==  0, 

die  keine  willkiirliche  Konstante  enthalt,  kann  auf  die  Form  (14)  ge- 
bracht  werden.  Enthalt  namlich  3>  die  Grofse  &,  so  fukre  man  statt 
is  die  neue  Variable  /-)-<?  ein;  und  lose  (15)  nach  /  ~("  c  auf.  Durch 
den  Ubergang  von  0  zu  /  +  c  geht  offenbar  jede  Integral-  Mm  von 
(15)  in  eine  solche  der  transformirten  Gleichung  iiber;  umgekehrt;  jede 
Integral-  Mm  der  letzteren  liefert  eine  solche  von  (15)  ?  wenn  man  in 
deren  m  +  1  Definitionsgleichungen  c  durch  0  und  #'  durch  0  ersetzt. 
Wenn  aber  $  die  Funktion  0  nicht  enthalt,  so  moge  die  Gleichung 
(15)  auf  die  Form: 


gebracht  sein.    Diese  Gleichung  erhalt  dann  vermoge  der  erweiterten 
Punkttransformation  : 
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^    *  — 

die  gewiinschte  Form: 
(17)  — 

und  es  1st  klar,  dais  jede  Integral-  Mm  von  (17)  sich  vermoge  der  Be- 
ruhrungstransforination  (16)  in  eine  Integral-!?™  von  (15)  verwandelt 
und  mngekehrt. 

§  2.    Metkode  von  Pfaff,  vervollstandigt  von  Jacobi  und  Mayer. 

305.   Um  alle  m  +  1-gliedrigen  Gleichungensysteine  in  ##,jp,  zu 
finden?  welche  die  Relation: 

(1)  F(t,  %!  .  •  %mPi  -  -  J»m)  =  « 

umfassen;  und  die  Pfaff'sche  Grleichung: 

V  =  da  —  Pid%i  —  —  Pmd%m  =  0 
erfullen,  denken  wir  uns  die  Relation  (1)  in  der  Form: 

(2)  ft  =  ipfa  x1  .  .  xm,  ft  •  -  jpw,  c) 

aufgelost.  Dafs  dies  moglicL.  sei?  darf  ohne  Beschrankung  der  All- 
gemeinheit  angenommen  werden,  da  der  Fall  einer  von  den  jpt-  unab- 
hangigen  Grleichung  (1)  bereits  in  Art.  301  erledigt  wurde. 

Wir  haben  jetzt  alle  w-gliedrigen  Gleichungensysteme  in  den  2m 
Variabeln: 

(3)  ^^..a^ft.-jpw 

zu  bestimmen,  welche  die  Pfaff'sche  Grleichung: 

=  0 


befriedigen. 

Wir  unterscheiden  nun  die  nachstehenden  drei  Moglichkeiten,  die 
wir  fortan  immer  als  ;?die  Falle  a),  /3);  y)"  zitiren  werden: 

a)  Die  Funktion  JP?  und  infolgedessen  auch  ^?  ist  von  #  nicht 
unabtangig. 

jj)  F  ist  von  ^f  frei,  und  in  den  pt  nicht  homogen  nullter  Ord- 
nung, oder;  was  dasselbe  besagt:  ^  ist  von  is  unabh.angig?  aber  in  den 
Pi  nicht  bomogen  erster  Ordnung. 

y)  F  ist  von  0  frei  und  in  den  pi  homogen  nullter  Ordnung,  d.  L 
^  ist  von  #  frei  und  in  den  p$  tomogen  erster  Ordnung. 

Der  Pfaff'sche  Ausdruck  V  besitzt,  wenn  darin  die  2m  -f-  1 
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0,$ipi  als  Variable  betrachtet  werden,  die  Klasse  2m  +  1;    ferner  1st 
die  Klasse  des  Ausdrucks: 


wenn  die  2m  Grrofsen  Xipi  als  Variable  gelten,  gleich  2m.  Die  zu 
V  bezw.  V'  gehorigen  vollstandigen  Systeme  F  reduziren  sich  anf  die 
partiellen  Difierentialgleichungen  : 

fJ-O,    bezw.    ^+..+^  =  0 

(Kap,  X7  §  3).  Aus  dem  Satz  des  Art.  152  folgt  jetzt  unmittelbar, 
dafs  V0;  als  Pfaff  'sober  Ausdruck  in  den  2m  Indepgndenten  (3)  be- 
trachtet,  im  Falle  a)  die  Klasse  2m,  in  den  Fallen  /})  und  y)  dagegen 
die  Klasse  2m  —  1  besitzt.  Ferner  1st  die  Klasse  des  Ausdrucks  : 


-\  ----  1-  pmdxm  , 
wenn  darin 
(4)  ^..^wjpa..j?»i 

als  unabhangige  Variable  gelten?  im  Falle  ]S)  gleieh  2m  —  1,  im  Falle 
y)  gleidh  2m  —  2.  Alle  diese  Resultate  fliefsen  natiiiiich  auck  un- 
mittelbar  aus  der  Betrachtung  der  zu  dem  Pfaff'  schen  Ausdruck  V0 
gehorigen  Matrix  (B)  (Art.  96),  welche  folgende  Form  besitzt: 


(5) 


A                        3^ 

\J             __._ 

9            oz  9 

07      ..       0, 

o, 

..     ..     0, 

—  1 

dty             A 

^'    '•      5% 

^' 

••  ••  *i> 

* 

0               ^ 

0,      .  .       0, 

i, 

0,    ..     0, 

ft- 

0              ^ 

0,      ..       0, 

o, 

..  ..  1, 

J>OT 

A          dty 

U?              -o  ? 

-i,    ••     o, 

o, 

..     ..     0, 

0 

n           ^ 

v                 -      -^  rv  --~  . 

0,      ..-1, 

o, 

..     ..     0, 

0 

1,       —  ^, 

AA                       iy\ 

jfy2         •  *          ljm 

o, 

..     ..     0, 

0 

Die  2m-reihige  Determinant,  die  tieraus  durcb  Weglassung  der 
letzten  Zeile  und  Spalte  entsteht,  hat  den  Wert  (~~\  ;    also  ist   die 


Klasse  von  V0  gleich  2m,  wenn  ty  von  0  uicht  frei  ist.  Ist  aber  j-  H2  0, 
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so  hat  die  Matrix  (5)  immer  noch  den  Rang  2m]  denn  die  2m-zeilige 
Determinante,  die  aus  (5)  durch  Streichung  der  zweiten  Zeile  und 
Spalte  entsteht,  ist  gleich  1.  Aber  die  Determinante,  die  aus  (5)  durch 
Streichung  der  letzten  Zeile  und  Spalte  entsteht,  ist  jetzt  null,  also  ist 
2m  —  2  der  Rang  der  zu  V0  gehorigen  Matrix  (C)?  d.  h,  V0  besitzt 

die  Klasse  ~  (2m  +  2m  —  2)  =  2m  —  1. 

Die  zu  V0'  gehorige  Matrix  (B)  entsteht  aus  (5)  durch  Streichung 
der  ersten  Zeile  und  Kolomie;  die  zuriickbleibende  Deterininante  ist 
aber  gleich  dem  Quadrat  des  Ausdrucks: 


und  die  Determinante,  die  aus  (5)  durch  Streichung  der  ersten,  zweiten 
und  letzten  Spalte  und  Zeile  entsteht,  hat  den  Wert  1;  woraus  auch 
unsere  tibrigen  Behauptungen  sofort  folgen. 

Nach  Kap.  IV  lafst  sich  die  Grleichung  V0  =  0  in  alien  drei  Fallen 
auf  eine  reduzirte  Form  mit  m  Differentialelementen  bringen: 

(6)  dfm  -F.df,  ----  Fm^d 


worm  fl..fmFl..  Fm^  ein  System  von  2m  —  1  unabhangigen  Funk- 
tionen  der  2m  Variabeln  (3)  bedeuten.  Ist  diese  Reduktion  ausgefQkrt, 
so  ergiebt  sich  nach  Kap.  VII  sofort  die  Gresamtheit  aller  m-gliedrigen 
Gleichungensyst'eme,  welche  die  Pfaff  'sche  Grleichung  V0  =  0  befriedigen. 
306.  Die  Herstellung  der  reduzirten  Form  (6)  beginnt  nach  der 
Pfaff-Grassmann'schen  Theorie  (Kap.  IV)  in  alien  Fallen  damit,  dais 
man  die  Pfaff'sche  Grleichung  V0^=0  durch  Einfuhrung  neuer  Va- 
riabeln yl  .  ,  y2m^t  auf  die  Gestalt: 


bringt.  Die  yf  sind  dabei  die  2m  —  1  unabhangigen  Integrale  einer 
gewissen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  mit  den  Independenten 
(3),  die  im  Falle  a)  in  dem  zu  V0  gehorigen  vollstandigen  System  V} 
in  den  Fallen  /3)  und  7)  dagegen  in  dem  zu  V0  gehorigen  vollstandigen 
System  W  enthalten  sein  mufs. 

Das  System  V  reduzirt  sich  im  Falle  a)  auf  die  folgende  lineare 
partielle  Grleichung: 
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Im  Falle  /3)  wird  das  zu  V0  gehorige  System  W  durch  die  eine 
Gleichung: 


im  Falle  y)  also  durch  die  Gleichung: 


reprasentirt 

Diese    drei   Gleichungen    lassen   sicli  bezw.   durcli   die   folgenden 
ersetzen: 


.  „ 
(7) 


-o 

~ 


In  der  That,  die  Grleichung  (7')  besitzt  das  Integral  F9  wobei  F 
die  linke  Seite  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  be- 
deutet.  Um  die  2m  —  1  ubrigen  Integrale  zu  finden,  konnen  wir  ver- 
moge  der  Formel  (1)  oder  (2)  die  Grofse  c  statt  p1  in  die  Grleichung 
(7')  als  neue  Independente  emfiiliren,  wodurch  diese  Gleicliung,  wie 
man  leicbt  verifizirt,  gerade  die  Form  (7)  annimmt.  1st  also 


irgend  ein  Integral  von  (7);  so  erhalt  man  daraus  eine  Losung  von 
(7')';  wenn  c  durch.  F  ersetzt  wird,  und  umgekehrt  verwandelt  sich 
jede  Losung  der  letzteren  Gleichung  in  eine  solcke  von  (7)?  wenn  man 
darin  ^  fiir  jpt  substituirt.  Die  Integrationsprobleme  (7)  und  (7')  sind 
daher  vollig  aquivalent,  und  dasselbe  gilt  ftir  (8)  und  (8');  sowie  ftir 
(9)  und  (9'). 

Die  erste  Pfaff'sctte  Reduktion,  welcte  auf  den  Ausdruck  V0  aus- 
zuiiben  ist,  verlangt  also  die  Integration  einer  der  Gleichungen  (7) 
(8)  (9),  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ermittelung  der  2m  —  1  von  F 
unabhangigen  Losungen  einer  der  Gleichungen  (7')  (8')  (9').  Dabei 
ist  zu  ^bemerken,  dafs  im  Falle  y)  eines  dieser  2m  —  1  Integrale, 
namlich  #;  von  vorneherein  bekannt  ist. 
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Man  hatte  jetzt  die  Integrale  ^  .  .  j/2m-i  der  Grleichung  (7)  (bew. 
(8),  (9))  nebst  einer  beliebigen  andern  Punkfcion  t  statt  der  Variabeln 
(3)  in  den  Pfaff'schen  Ausdruck  V0,  als  neue  Independente  einzufuhren, 
und  den  so  erhaltenen  Ausdruck  nach  der  Vorschrift  von  Kap.  IV 
welter  zu  behandeln. 

307.  Es  gilt  nun  aber  die  aufserst  wichtige  Thatsache: 

Die  erste,  auf  die  Cfleichung  V0  =  0  anmwendende  Pfaff-Grass- 
mann'sche  Reduction  lafst  sich  so  einrichten,  dafs  die  transformirte  Glei- 
cMng  l)ereits  in  der  redugirten  Form  mit  m  Differentialelementen  er- 
scheint,  eine  weitere  Reduction  also  nicht  melir  erforderlich  ist 

Es  sei  namlicb. 

(10)  z°,xl..x«mpl..fm 

ein  Wertsystem,  in  dessen  Umgebung  die  Funktion  ^  regular  ist. 
Dann  besitzfc  jede  der  linearen  partiellen  Different!  algleiclaungen  (7) 
(8)  (9)  ein  System  von  2m  —  1  Hauptintegralen  hinsiclitlicli  x±  ==  x±. 
Diese  Integrale  bezeichnen  wir  in  alien  drei  Fallen  mit: 

(11)  ?;  £2?  •  •  Im;   %  -  •  Mm- 

Diese  Funktionen  der  2m  Variabeln  (3)  und  der  Konstanten  c 
sind  alle  in  der  Umgebung  der  Stelle  (10)  regular  und  reduziren  sich 
vermoge  x1  ==  x^  bezw.  auf: 


Wenn  man  jetzt  diese  2m  —  1  Funktionen  neben  ^  statt  der 
Variabeln  (3)  als  neue  Veranderliche  einfuL.rt?  so  erhalt  man  die 
transformirte  Gleichung  V0  ==  0  nach.  Art.  114  und  115  dadurch7  dafs 
man  in  V0  die  Variable  x±  uberall  durch  x^9  die  iibrigen  Variabeln 
#,#2  .  .  xm,  p%  .  ,pm  dagegen  durch  die  entsprechenden  Grofsen  (11)  er- 
setzt.  Die  transformirte  Grleichung  ist  also  die  folgende: 

dt  —  #2d|3  ----  xmd%m  =  0, 
mithin  hat  man  identisch: 

(12)  VQ 


und  da  im  Falle  «)  der  Ausdruck  V0  die  Klasse  2m  besitzt;  so  sind 
die  2m  Funktionen  Q,  g,  TC^  |f  von  einander  unabhangig;  in  diesem  Falle 
haben  wir  also  fur  V0  durch  unser  Verfahren  ohne  weiteres  eine 
Normalform  erhalten. 

308.  Im  Falle  /J)  sind  die  2m  —  2  von  8  unabhangigen  Losungen 
der  partiellen  Diiferentialgleichung  (9)  zugleich  auch  Integrale  ton  (8); 
sind  diese  Losungen  bekannt,  so  ergiebt  sich  das  noch  fehlende 
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2m  —  lte  Integral  von  (8)  durch  eine  Quadratur,  was  ahnlicli  wie  in 
Art.  143  erkannt  wird. 

Um  dies  etwas  naher  auszufuliren,  seien 

(13)  I2  •  •  im^a  •  •  ftm 

die  (yon  0  freien)  Hauptintegrale  der  Grleichung  (9)  hinsichtiicli  x±  =  %°; 
sie  sind  dann  offenbar  auch.  Hauptintegrale  von  (8).  Dann  konnen  wir 
die  2m  Grofsen  (13)  statt  x%  .  .  xmp%  .  .  pm  als  neue  Independente  in 
(8)  einfuhren.  Die  Funktion: 


die  iin  gegenwartigen  Falle  von   $  nicht  abhangt,  nelime  hierdurch 
die  Form: 


an.    In  den  nenen  Independenten  schreibt  sich  jetzt  die  Gleichung  (8) 
folgendermafsen  : 

9  f  -L.,*  f       A 

—    --  u  ^  —  .  =  (j 

oic     '       2#          ? 
und  diese  Gleicliiing  besitzt  die  Losung: 


f 

=  2  +    / 


Bei  der  rechts  auszufiihrenden  Quadratur  sind  die  &#;  als  Konstante 
zu  behandeln.    Es  sei  jetzt: 


iW 

der  Ausdruck;  in  den  sieh    I  ud^  verwandelt;  wenn  man  nack  aus- 

o-o 

geftlhrter  Quadratur  die  |,-^  wieder  durct,  ikre  Ausdriicke  in  den  x 
und  p  ersetzt.  Da  U  fur  ^  =  r^j0  verscliwindet;  stellen  die  Funktionen  : 

0  4-  C^  |2  .  .  |TO  jr2  .  .  3tm 

die  Hauptintegrale  von  (8)  hinsichtlicli  %  =  a^0  dar.  Demnach  ist  in 
der  Identitat  (12)  die  Funktion  p  =  1  ,  und  man  erhalt  im  Falle  j3) 
fur  V0  folgende  Normalform: 

(14)  V0  =  d(e  +  U)  —  n^  ----  s 
Im  Falle  y)  ist  ?7=0  und  man  hat: 

(15)  V0  =  d»  —  i^dlst  ---- 
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oder;  was  dasselbe  besagt: 


(16)  V0'  =  tydtii  +          f  J?*  dxi  =  ^2  rfis  H  ---- 

2 

Damit  1st  fur  den  Ausdruck  V0  in  alien  -Fallen  die  KTormalform 
hergestellt. 

309.  Unter  den  m-gliedrigen  Gleiehungensystemen,  welclae  den 
Ausdruck  V0  zum  Versehwinden  bringen,  greifen  wir  insbesondere 
folgendes  heraus: 

(Ji  i  )  £  :==::  CjJ   fe2  ^^  ^2  *  *  6w  ==  ^m? 

worin  5  im  Falle  /?)  durch  &  +  ^  ™  ^alle  y)  durch  ^  zu  ersetzen 
ist.  Es  ist  dies  nach  der  Bezeichnungsweise  des  Art.  189  ein  »vott- 
stdndiges  Integralaquivalent"  der  Pfaff'sehen  Gleichung  V0  =  0.  Indem 
wir  in  den  Funktionen  £,  ^-  die  Konstante  c  durch  F(^oct  .  .pm)  er- 
setzen, und  dem  System  (17)  die  Relation  F=^c  hinzufttgen,  erhalten 
wir  ein  Relationensystem  der  Form: 

(18)  F(s,  x1  .  .  j)m)  =  c;  Fi(0,  $1  .  .  fm)  =  Ci       (i  =  1,  2  .  .  w). 

Die  Funktionen  F;  Fl7  .  .  Fm  sind  augensclieinlicli  YOBL  einander  unab- 
hangig?  und  die  Gleichungen  (18)  delBniren^  wie  aus  ihrer  Entstehung 
folgt,  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  der  arbitraren  Konstanten  c,  q  .  .  c,n 
eine  Element-  Mm  des  Raums  Km+ifa  x1  .  .  #m)  und  zwar  eine  Integral- 
Mm  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  F  =  c. 

Wir  verstehen  nun  unter  einein  ?,vollstandigen  Integral"  der  par- 
tiellen Differentialgleiclmng: 

(1)  F(*,$i-.XmPi  .  .JPi»)=C 

jedes  m  +  1-gliedrige  Grleichungensystem  der  Grestalt  : 

(19)  &f(0,  xl  .  .  xmj  P!  .  .pm,  c,  c^..  cm)  =  0    (i  =  1?  2,  .  .  w  +  1); 

welches  sich  nach  den  %  in  der  Form  (18)  auflosen  lafst,  also  ins- 
besondere die  Relation  F  =  c  umfafst,  und  welches  fur  jedes  beliebige 
Wertsystem  der  arbitraren  Konstanten  c,  d  eine  Element-  Mm  des 
Raumes  jRw+i,  d.h.  also  ein  Integralaquivalent  der  Pfaff^schen  Grleichung: 

=  0 


definirt.  Yerstehen  wir  unter  c  keine  arbitr'are  Konstante,  sondern  einen 
bestimmten  numerischen  Wert,  etwa  die  Null,  so  nennen  wir  ,,voll- 
stdndiges  Integral"  der  Grleichung  (1)  jedes  m  -f  1-gliedrige  Gleichungen- 
system  (19),  das  fur  beliebige  Werte  von  ct  .  .  cm  eine  Element  -Mm 
deflnirt,  und  nach  Elimination  der  c±  .  .  cm  eine  und  nur  eine  Relation 
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in  &X-L  .  .  pm,  n'amlich  die   Grleicliung  F—c  ergiebt;  in.  a.  W.  in  der 
Form  (18)  aufgelost  werden  kann. 

Ein  vollstandiges  Integral  von  (1)  besteht  demnach  aus  oom  m-fach 
ausgedehnten  Eleinentvereinen,  die  alle  der  Grleicliung  (1)  geniigen; 
und  zwar  giebt  es  unter  diesen  Elementvereinen  einen  und  nur  einen; 
welcher  ein  bestinanat  ausgewahltes  Flachenelement  #°  .  .  pQmJ  das  (1) 
erfullt,  in  sich  enthalt;  es  ist  dies  derjenige  durch  (19)  definirte  Ele- 
mentverein,  der  den  Konstantenwerten  : 


entspricht. 

Aus  der  Definition  des  vollstandigen  Integrals  und  aus  Art.  189 
folgt  auch  ohne  weiteres: 

Dainit  ein  Grleicliungensystem  der  Form: 

%(#,  &i  .  .  Xmp2  .  .  pmc)  =  CL  ;  6i(j8i;  .  .pmc)  =  c£        (i  =  2  .  .  m) 

fiir  beliebige  Werte  clf.cm  mit  F=c  zusammen  eine  Integral  -Mm 
dieser  partiellen  Differentialgleichung  darstelle?  ist  niclit  nur  Mn- 
reicbend;  sondern  auch  notwendig,  dafs  der  Pfaff'scbe  Ausdruck  V0  sich 
in  der  Form  (12)  darstellen  lasse. 

Ferner  erkennt  man;  dafs  eine  partielle  Differentialgleicliung  durch 
Angabe  eines  vollstandigen  Integrals  eindeutig  bestimmt  ist. 

310,  Soil  das  vollstandige  Integral  (19)  aus  lauter  Fldchen  des 
Raums  JSOT+i  bestehen,  so  darf  sicli  durcli  Elimination  der  Grofsen 
jpj  .  .  pm  aus  (19)  nur  eine  einzige  Relation: 

(20)  V(0,  x^  .  .  xm,  c,^..  CK)  =  0 


ergeben.  Die  ubrigen  m  Relationen  (19)  konnen  jetzt  nach.  Kap.  VII; 
§  1  die  Form: 

(21)  |Z+^.|r  =  0        (i-1,2,..^ 

erhalten  und  die  Elimination  der  q  .  .  cm  aus  (20)  und  (21)  mufs  die 
Relation  F  =  e  und  nur  diese  ergeben.  Man  pfiegt  dann  die  Gleichung 
(20)  fiir  sich  als  ein  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung  F  =  c  zu  bezeiclmen. 

Ein  vollstandiges  Integral  (20)  mufs  jedenfalls  auf  die  Form: 

(22)  0 


gebracht  werden  konnen;  denn  Elementvereine;  deren  zugehorige  Punkt- 
mannigfaltigkeiten  cylindrisch  und  zur  #-Axe  parallel  sind;  bleiben 
beim  Gebrauch  der  Elementkoordinaten  $Xipt  tiberhaupt  aufser  Betracht. 
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Die  Gleicliungen  (21)  werden  jetzt: 

(23)  »•  =  —        (i  =  1  2  . .  w). 

V      y  j?i>         fiy*  \  >}•'/* 

I 

Damit  sich  dann  durch  Elimination  von  ^  . .  cm  aus  (22)  (23)  nur 
eine  Grleichung  F  —  c  ergebe,  isfc  offenbar  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  einer  der  beiden  folgenden  Falle  stattfinde: 

1)  Die  Determinante: 

(i}  ~k  ==  1,  25  . .  m) 


ist  nicht  identisch  null  Dann  lassen  sich  die  c/  als  Funktionen  von 
#1  •  *  °°mPi  *  *  Pm  mittels  (23)  ausdriicken  und  in  (22)  substituiren,  wo- 
durct  eine  partielle  Differentialgleichung  vom  Typus  a)  entsteht. 

2)  Die  obige  Determinante  ist  identisch.  null,  nicht  aber  alle  ihre 
m  —  1-zeiligen  Unterdeterminanten.  Ist  insbesondere  etwa  die  Deter- 
minante: 


nicht  identisch  null,  so  kann  man  aus  den  letzten  m  —  1  Grleichungen 

(23)  die  c^  ..  cm  berechnen,  und  in  die  erste  Grleichung  (23)  subsiituiren, 
wodurch  q  aus  dieser  Crleichung  von  selbst  fortfallt  und  eine  nach  j^ 
aufgeloste  partielle  Differentialgleichung  vom  Typus  /?)  oder  y)  entsteht. 

Ist  <p  (%i  .  .  xm)  eine  Integralfunktion  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  F  =  c,  so  ist  im  Falle  j8)  auch  <p  -j-  (7,  irn  Falle 
y)  auch  C<p  -\-  C'  eine  Integralfunktion,  wenn  (7,  C'  arbitrare  Kon- 
stante  bedeuten.  Daraus  folgt  sofort,  dafs  im  Falle  /?)  jedes  aus 
Flachen  bestehende  vollstandige  Integral  in  der  Form: 

(24)  ss 

im  Falle  y)  in  der  Form: 

(25)  * 

vorausgesetzt  werden  darf;  diese  Formen  des  vollstandigen  Integrals 
sind  uberdies  fiir  die  Grleichungen  vom  Typus  (3)  bezw.  y)  charakterislisch. 
Damit  die  Gleichung  (24)  das  vollstandige  Integral  einer  Grleichung 
vom  Typus  /3)  darstelle,  ist  nach  dem  Obigen  notwendig  und  hin- 
reichend,  dafs  in  dem  Schema: 


(i 


:2..m), 


nicht  alle  m  —  1-reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden.    Da- 
mit die  Relation   (25)   das  vollstandige  Integral   einer  Grleichung  y) 
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sei;  ist  notwendig  und  hinreichend;  dafs  in  der  Matrix: 


417 


nicht  alle  m  —  1-reihigen  Determinanten  versckwinden. 

311.  Ist  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  linear,  hat  sie 
also  die  Form: 

(26)  pt  =  jy>2  +  •  •  +  Ampm  —  5; 

worin  A% . .  Am,  B  Funktionen  von  07  x1  . .  xm  bedeuten,  so  nimint  die 
Gleichung  (7)  folgende  Form  an: 


wobei  wir  fiir  die  Koeffizienten  der  Ableitungen  J-  eine  abkiirzende 
Bezeichnung  gewahlt  haben.  Die  Hauptintegrale  der  Gleichung: 

welche  sich  fur  x1  =  x^  bezw.  auf  #7  x%  . .  xm  reduziren,  mogen  £,  |2 . .  |m 
genannt  werden,  Diese  Funktionen,  die  YOU  den  p£  nicht  abhangen, 
sind  offenbar  auch  Hauptintegrale  der  Gleichung  (27)  hinsichtlich 
#x  =  x^.  Die  Relationen: 

(£)(\\  C>  J;      J* 

definiren  nun  nach  Art.  53  die  ;7charakteristischen  Kurven"  der  ho- 
mogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (28),  oder  auch  der 
nicht  homogenen  Gleichung  (26).  Darnach  ist  jede  Element- M*n  des 
JZro+i7  die  sich  an  irgend  eine  charakteristische  Kurve  der  Gleichung 
(28)  anschlielst,  d.  h,  also  durch  die  m  -f-  1  Relationen  (26)  (29)  defmirt 
wird,  yon  unserm  gegenwartigen  Stanrlpunkt  aus  als  ein  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  (26)  zu  betrachten,  und  die  Gesamtheit 
dieser  Element- M^  bildet  ein  Yollstandiges  Integral  dieser  Gleichung, 
312.  Im  Falle  7)  nimmt  das  in  Art.  309  erhaltene  vollstandige 
Integral  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  folgende 
Form  an: 

/OA\  I  J*       £        

v,  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  27 
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Da  im  gegenwartigen  Falle  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 


die  Klasse  2m  —  2  besitzt,  so  1st  das  zugehorige  Yollstandige  System 
V  zweigliedrig  und  besteht  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  (9) 
und  der  folgenden: 


Aus  der  Identitat  (16)  folgt  jetzt  sofort,  dafs  die  Funktionen  (j* 
diesem  vollstandigen  System  V  genugen  mussen,  also  in  den  Variabeln 
$2  •  •  Pm  homogen  nullter  Ordnung  sind.  Aus  den  letzten  m  —  1 
Q-leichungen  (30)  ergiebt  sicli  demnach.  durch  Elimination  der  pi  inin- 
destens  erne  Relation  in  ^  .  .  xm  allein,  und  das  yollstandige  Integral 
(30)  bestelit  dalier  nicht  aus  Flachen  des  Rm+i9  sondern  aus  solchen 
Elementvereinen  ;  deren  zugeliorige  Punktmannigfaltigkeiten  weniger 
als  m-facli  ausgedehnt  sind.  Aber  aucL.  fur  partielle  Differential- 
gleicliungen  vom  Typus  a)  oder  0)  kann  es  eintreten;  dafs  sick  durch 
Elimination  der  Variabeln  jp2  .  .jpm  aus  (17)  melir  als  eine  Relation  in 
#;  x±  .  .  xm  ergiebt. 

313.  Durch  eine  einfache  Modifikation1)  der  Methode  des  Art.  307 
gelingt  es  aber  in  alien  Fallen,  ein  aus  Flachen  bestehendes  yollstandiges 
Integral  herzustellen.  In  der  That  lalst  sich  die  Identitat  (12)  so 
schreiben  : 


Mithin  liefern  die  Relationen: 


mit  jpx  ==  ^  zusammen  ein  vollstandiges  Integral  dieser  Gleichung,  das 
offenbar  aus  Flacheu  besteht.    Denn   die  m  —  1  letzten  Gleichungen 
(31)  lassen  sich  nach  jpa,  .  .  pm  auflosen;  da  sich  ja  die  xs  fur  xt  =  x^ 
bezw.  auf  $  reduziren,  also  die  nach  p2  .  .  pm  genommene  Funktional- 
determinante   der  Funktionen  jr2  ,  .  nm  ftir  x±  =  %°  den  Wert  1   an- 
nimmt,  und  demnach  nicht  identisch  verschwindet. 
Wir  konnen  jetzt  folgendes  Theorem  aussprechen: 
Vm  ein  wllstandiges,   aus  oom  Flachen  "bestehendes  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  jft  ~  $(*,  xt  .  .  xmp%  .  .pmc) 

m  erhalten,  lestimme  man  im  Falle  a)  die  hinsichtlich  xt  =  #x°  genom- 
menen  Hauptintegrale  g;  &  ,  ^  der  linewren  partiellen  Differentiatyleichung: 

1)  Mayer  IV. 


[313]  §  2    Yollstandige  Integrate.  •  419 


Druckt  man  dann  die  Variabeln  j?2  •  -  ft»  wiftfefe  &r  Eelationen: 

M%  —  ¥%  -  •  Mm  =  ¥m 

als  Funktionen  von  x1  .  .  %m  y%  .  .  ym  aus,  und  sulstituirt  die  so  erhaltenen 
Werte  in  die  G-leichung: 

t  -  ^2^2  ----  tim%m  =  7l? 

so  erl'ialt  man  das  gesuchte  vollstandige  Integral  in  der  Form: 
9(0)x1..xm9  c,  ft  •  •  y»)  =  ft  • 

1st  ty  von  8  frei,  so  bestimme  man  die  Sauptintegrde  £2  .  .  |m3T2  .  .  nm 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 


MnsicMlicli  #x  =  a?^.    Sodann  berechne  man  die  Grofsen  x^  .  .  %m$t  .  .  j 
<fer  Crleichungen  : 


M 


afe  Funktionen  von  xv  c2  .  .  cm  ^2  .  .  ym  und  sulstituire   die  erhaltmm 
Werte  in  den  Ausdruck: 


(fer  hierdurch  in  u(xi7  c2  .  .  cm;  y2  .  .  ymj  c)  tibergehe.    Hierauf  berechne 
man  das  Integral: 

%i 

I  ud^  =  &(xl9  c%  .  .  cm  %  .  .  ym,  c) 
-? 
und  be0eichne  mit 


diejenige  Fmktwn,  die  entsteht,  wenn  man  aiis  dem  Ausdruck: 
—  -  ifi(^,  |2?  •  •  !«,  ft  •  •  y«i,  ^  +  ^2i2  H  ----  h  «ml»* 
(?ie  Variabeln  p%  .  .pm  mittels  der  Gfleidmngen: 

(32)  3r3  =  72  .  .  atm  =  ym 

eliminirt.    Das  gesuchte  vollstandige  Integral  "hat  dann  die  Form: 

(33)  e  =  K  +  9(x&  .  .  aw,  ya  .  .  ym?  c). 

27* 
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Der  Fall  y)  unterscMdet  sich  wn  dem  Falle  /J)  nur  dadureh,  dafs 
£l~Q  wird. 

314.  Die  Funktion  <P  hat  in  dem  zuletzt  genannten  Falle  die  Form: 

y%%2  +  •  •  +  ym&n) 

wobei  \  aus  &  dadureh  entstebt;  dafs  man  darin  die  pk  durch  ihre  aus 
ytt  =  yi  entnommenen  Ausdriieke  ersetzt.  Nun  sind  aber  die  Funktionen 
\i  in  den  Tariabeln  p% . .  pm  homogen  nullter  Ordnung;  die  xf  sind 
ferner  in  den  p  homogen  erster  Ordmmg;  wie  man  leicht  aus  der 
Identitat  (16)  des  Art.  308  erkennt.  Daraus  folgt  sofort;  dafs  die 
Funktionen  &  nur  yon  den  Verhaltnissen  der  arbitraren  Konstanten 

y       y 
7$  •  •  7m  abhangen.     Schreibt  man  also  statt  —  •  •  —  einfach  y2  •  •  ym, 

so  nimmt  das  Integral  (33)  im  Falle  7)  folgende  Grestalt  an: 

(34)  g  —  ya<p(#i#2 . .  xm^  C,  y$  •  -  ym)  *~h  7i? 

was  mit  einer  Bemerkung  des  Art.  310  "ubereinstimmt.  Wenn  wir 
nun  im  Falle  y)  die  zweite  der  in  Art.  302  gegebenen  Definitionen  des 
Integralbegriffs  bevorzugen  wollen;  so  werden  wir  unter  einem  9)vott- 
standigen  Integral"  der  parti ellen  Differentialgleichung: 

(1)  F( x± . .  xm,  — 2riJ  =  ^    Oder    pi  =  ifj(x1 . .  xmp% .  .pm,  e), 

jedes  w-gliedrige  Gleichungensystem: 

(35)  F~c,i 


verstelien?  welcbes  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  e}  yi  eine  Element- 
Mm-i  des  Raums  Em(x^  .  .  x^)  definirt;  d.  h.  also  die  Pfaff'sche  Grleichung: 

V  =#!&&!  H  ----  \-  pmdxm  =  0 


befriedigt.    Aus  dieser  Definition  folgt  dann  ohne  weiteres: 
Sollen  die  Grleichungen: 


mit  F  ==  c  zusammen  ein  vollstandiges  Integral  dieser  Grleiclmng  bilden? 
so  ist  dazu  notwendig  und  hinreieliend,  dafs  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 


sicb.  in  der  Form: 

#2^2  4"  '  *  4" 

darstellen  lasse. 
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Soil  ein  vollstandiges  Integral  (35)   aus   lauter  Flacben   des   Rm 

besteben,  so  mufs  die  Elimination  der  Verbaltnisse  —  —  aus  (35)  eine 

&m 

und  nnr  eine  Relation  in  x1  .  .  xm  und  den  Konstanten  ergeben. 

1st  dies  der  Fall,  und  denken  wir  uns  diese  eine  Relation  in  der 
Form: 

(36)  (p(x1  .  .  xm,  c,  y8  .  .  <ym]  -f  ft  =  0 

gescbrieben,  so  konnen  die  m  —  1  iibrigen  Relationen  (35)  auf  die 
Gestalt: 

(37)  A:^:..:^  =  |21:^:..:|2L 

v     '  *l   ^"         *         8x1     o^          8%m 

gebracbt  werden  (Art.  181);  und  die  partielle  Differentialgleicliung 
F  =  c  ergiebt  sich,  indem  man  aus  den  m  —  1  Relationen  (37)  die 
m  —  2  Konstanten  ft  .  .  ym  eliminirt.  Umgekehrt?  liefert  diese  Elimi- 
nation nur  die  eine  Grleichung  F  =  e;  so  ist  (36)  ein  vollstandiges 
Integral  von  (1)  in  der  gegenwartigen  Bedeutung  dieses  Begriffs. 

Hat  man  im  Falle  y)  nacli  der  Methode  der  vorigen  IsTr.  ein  voll- 
standiges Integral  (34)  im  fritheren  Sinne  bestimmt?  so  liefert  die  Re- 
lation (36)  ein  vollstandiges  Integral  nacb  der  zweiten  Definition.  In 
tier  That  ergiebt  sicb.  ja  der  Annabme  nach  dureh.  Elimination  von 
Y%  .  .  ym  aus  den  Gleiclmngen: 

Pt  =  n  f|        (*  =  1;  2  .  .  m), 

oder,  was  dasselbe  besagt,  durcb.  Elimination  von  y3  .  .  ym  aus  den  Re- 
lationen (37)  nur  die  eine  Gieiclmng  F=c.  Umgekebrt,  kennt  man 
ein  vollstandiges  Integral  (36)  in  der  zweiten  Bedeutung  dieses  Be- 
griffs, so  ist  (34)  ein  vollstandiges  Integral  im  ursprunglicben  Sinne, 
da  ja  der  Annahme  nacb  9  und  infolge  dessen  iiberbaupt  jede  Funktion 
/'(qp)  eine  Integralfunktion  der  partiellen  Differentialgleicbung  I  =  c 
ist  (Art.  298,  310). 

§  3.     Variation  der  Konstanten. 

315.  Indem  wir  alle  Bezeicbnungen  des  vorigen  §  beibebalten, 
denken  wir  uns  den  Pfaff'seben  Ausdruck: 


V0  =  :  d*  —  #(*,  #1  •  •  xmp2  - 
nacb  der  Metbode  des  Art,  307  auf  die  Normalform: 
(1)  V0  ==  Q(dt  —^d^  ----  Xndfc) 

gebracht,  worin  die  Funktionen  %,  ith  |,-  an  der  Stelle 
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(2)  ^--OS'-A 

regular  sind,  nnd  die  Hauptintegrale  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleicfrung: 


Mnsichtlich  x1  =  x^  bedeuten.  Tiber  die  Stelle  (2)  wird  dabei  nur 
Yorausgesetzt,  dafs  $  an  derselben  regular  ist, 

Um  jetzt  in  den  2m  Variabeln  *;  x1 . .  xmp%  -  -pm  alle  m-gliedrigen 
Gleichungensysteme  zu  erhalten,  welche  die  PfafPsche  GHeichung  V0  =  0 
erfBllen,  verstehe  man  unter  r  eine  beliebige  ZaH  der  Reihe  1,  2, . .  m, 
wakle  die  Relationen: 

beliebig,  aber  so;  dafs  sie  nach  g  nnd  nach  r  —  1  von  den  Grofsen  £,- 
anflosbar  sind,  und  fflge  die  m  —  r  Gleichungen  hinzu,  die  sich  durch 
Nullsetzen  aller  r  +  1-reiJbigen  Determinanten  der  Matrix: 


(&) 


-1 


8f 


ergeben.  Damit  dieses  w-gliedrige  Grleichungensystem  im  Sinne  von 
Art.  40  an  der  Stelle  (2)  regular  sei,  wenn  man  darin  sxi  .  .  xmp^  .  .  pm 
als  Variabeln  betracLiet,  ist  naci.  Art.  45  notwendig  und  b.inreichend; 
dais  es,  als  System  mit  den  Variabeln  f,  |f)  nr,  aufgefalst,  an  der  Stelle 


regular  sei.  Wir  haben  daber  den  Funktionen  g?8-  folgende  Bedinguiigen 
aufzuerlegen:  sie  miissen  an  der  Stelle  §  =  ««,  fe  —  «j°  regular  sein 
und  rersehwinden,  ferner  durfen  in  der  Matrix: 


(6) 


an  der  genannten  SteUe  nicM  aUe  diejenigen  r-reiMgen  Determinanten 
null  sem;  welche  die  erste  Kolonne  enftalten;  es  sei  z.  B.  die  aus  den 
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r  ersten  Spalten  von  (6)  bestehende  Determinante  daselbst  von  Null 
verschieden.  Endlich  miissen  alle  y  -f-  1  -reihigen  Determinanten  des 
Schemas  (5)  verschwinden,  wenn  man  die  g,  gt,  itt  bezw.  durch  #°? 
#/°;  p?  ersetzt.  TJnter  diesen  Voraussetzungen  lafst  sich  in  der  That 
unser  m-gliedriges  Gleichungensystem  auf  folgende  Form  bringen: 

f       g=^r+1..y;|,  =  a^+1..y     (t-2,8..r) 

----      -^*r*r        ft  =  1    2.  •  •  m  —  f 


worin  die  Funbtionen  Z,  $iy  AM  gewohnlicbe  Potenzreihen  der  Grofsen 
t       _  ro  t    _  ^o 

fer+l  r+V  '  '  $m         *m 

bedeuten.    Dafs  das  System  (7)  nun  seinerseits  die  Variabeln 

*,  X%  .  .  $rpr+i  .  .  pm 

als  gewobnliclie  Potenzreihen  der  G-rofsen: 


darzustellen  erlaubt,  folgt  aufs  Leictteste   aus  den  Eigenschaften  der 
Hauptintegrale  und  den  Satzen  von  Art.  38  und  40. 
316.  Die  Konstante  j)1°  werde  dureh.  die  Gleictung: 


definirt.    Wir  behaupten  nun:  die  wrige  Methode  liefert  uberJiaupt  alle 
Integrate: 

(9)  F  =  c,  Stifa  x±  .  .  x^  .  .  pm}  =  0        (i=*l,2..m) 

der  gegebenen  Grleichung  F=c,  welche  im  Sinne  von  Art.  40  an  der 
Stelle; 

(10)  ^-  •<!>?•  -A 
regular  sind. 

In  der  That,  ist  das  System  (9)  an  der  Stelle  (10)  regular;  und 
eliminirt  man  p1  raittels  F  =  c  oder  pI  =  ip  aus  den  letzten  m  Glei- 
cliungen  (9);  so  verwandeln  sicb.  diese  in  ein  Relationensystem: 

(11)  fafa  xl  .  .  xmp%  .  .pm,  c)  =  0        (i  =  l.,m), 


welches  an  der  Stelle  (2)  regular  ist  und  die  Pfaff'sche  Gleichung 
V0  =  0  befriedigt.  Bringen  wir  jetzt  V0  wie  vorhin  auf  die  Normal- 
form  (1)?  so  Jcann  die  FmMon  Q  vermoge  (11)  nicM  null  sein;  denn 
man  hat: 
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A    y 

und  ana  den  Eigenscliaften  der  Hauptintegrale  folgt;  dais  ^  vermoge 

r\  £  At 

^  =  %*  den  Wert  1  annimmt,  warend  die  Ableitungen  -jj-  .  .  -*~  ver- 

moge  dieser  Substitution  alle  verschwinden;  £  nimmt  also  fur  xi  =  %° 
den  Wert  1  an,  ist  somit  an  der  Stelle  (10)  von  Null  verschieden. 
Darnach  mufs  das  Gleiehungensystem  (11)  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

(12)  dg  —  tf2d(;a  ----  xmd&n  =  0 

befriedigen,  und  lafst  sich  daher  (Kap.  VII)  in  ein  Gleichungensystein 
zwiscben  den  2m  —  1  Variabeln  £,  it^i  mnsetzen,  was  zu  zeigen  war. 
Bei  alien  unseren  Untersuchungen  ziehen  wir  natiirlicli  nur  solche 
Wertsysteme  (10)  in  Betracht,  in  deren  Umgebung  die  linke  Seite  der 
gegebenen  partiellen  DifferentialgleichuBg: 


(13)  F(0,  %!  .  .  X^  .  .  pm)  =  C 


regular  ist.    Ist  jetzt  (10)  ein  solches  Wertsystem;  welches  tiberdies 

die  Grleichung  (13)   fur  einen   bestimmteu   numerischen  Wert  von   c 

%  v 
erfallt,  und  sind  an  der  Stelle  (10)  nieht  alle  m  Ableitungen  x—  gleich 

null?  so  dtirfen  wir;  ohne  die  Allgem.einh.eit  zu  beschranken,  annehmen? 

o  -rr 

dafs  insbesondere  ^  —  daselbst  nicht  verschwinde.    Dann  lafst  sicli  die 

dp1 

Grleictung  (13)  in  der  Form  p±  ==  ty  auflosen,  und  tjj  ist  an  der  Stelle 
(2)  regular.  Jedes  Integral  (9);  das  an  einer  solchen  Stelle  (10)  re- 
gular ist,  kann  also  durcli  die  Methode  der  vorigen  Nr.  ermittelt  wer- 
den.  Damit  ist  der  folgende  wichtige  Satz  gewonnen: 

Jedes  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (13),  welches  nicht  nock  der 
Methods  des  Art.  315  erhalten  werden  Jtann,  befriedigt  notwendlg  die 
m  +  1  partiellen  Differ  entialgleichungen: 

fU\  V—r    dF       0    SF      n        <dF       n 

(14:)  -T    =  C.      5  -   =  U.      -K  -   =  U.    •   •     «  --   ==!  U. 

^    J  '    dPi  8ft         ;       Spm 

Wenn  e  nicht  eine  arbitrage,  sondern  eine  bestimmte  numerische 
Konstante,  etwa  die  Null,  bedeutet?  so  wird  vorausgesetzt?  dafs  die  m 

O  -rrr 

Gleichungen  o--  =  0  nicht  eine  Folge  von  F=c  sind,  dafs  also  die 

cpi  i 

gegebene  Gleichung  (13)  hinsichtlich  der  Variabeln  p^  den  Anforderungen 
gentigt;  die  wir  in  Art.  40  an  jedes  von  uns  zu  betrachtende  Relationen- 
system  gestellt  haben. 

Eine  IntegraHfm  der  Gleichung  (13),  welche  die  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen  (14)  und  aufserdem  noch  die  folgenden: 
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/•i£\  2  F    .        8  F       A          /.        ^          s 

(15)  _+p/IF===0        (i  =  l.  .m), 

erfullt,  heifst  ,,singitlar".  Ebenso  bezeichnen  wir  ein  Flachenelement 
0Xipf,  welches  die  Grleichungen  (14)  (15)  erffillt,  als  ein  singuldres 
FlacJienelement  der  partiellen  Differentialgleichung  F  =  c.  Eine  sin- 
gulare Integral  -Mm  besteht  darnach  aus  lauter  singularen  Flachen- 
elementen.  Es  braucht  niclit  notwendig  singulare  Integrale,  ja  nicht 
einmal  singulare  Flachenelemente  zu  geben,  wie  schon  die  Annahme 
F=^p±  zeigt,  Allgemein  erkennt  man  folgendes: 

Es  sei  F  beliebig?  aber  so  gewahlt,  dafs  die  hinsichtlich 
2,  Pi,  .  .  p)n  genoinmene  Funktionaldeterminante  der  linken  Seiten  von 
(14)  nicht  vermoge  F  =  c  verschwinde.  Dann  kann  man  0,  p1  .  .  pm 
aus  (14)  als  Funktionen  von  x±  .  .  xm  bereclanen;  und  die  so  erhaltene 
Grleicliung: 

0  =  <p($i  .  .XmC) 

stellt  das  singulare  Integral  dar,  falls  ein  solches  iiberhaupt  existirt. 
Dieselbe  Grleichung  ergiebt  sich  aber  auch  durcli  Elimination  der  pi 
aus  den  Relationen: 


worin 

Fl  ==::-  F(0,  X1  .  .  xm,  pl  +  Vl  .  .pm  +  ym) 

gesetzt  ist,  uud  die  yt  arbitrare  Konstante  bedeuten.  Es  ist  aber  klar, 
dafs  die  Flache  0  ==  <p  die  partielle  Differentialgleickung  Fi  ==  c  niclit 
fiir  beliebige  y  erfiillen  kann;  da  sonst  F  die  Variabeln  pt  tiberhaupt 
niclit  entliielte.  Mit  Hizlfe  jeder  Gleicliung  F  ==  c,  welche  die  obigen 
Bedingungen  erfullt,  lassen  sich  sonach  unbegrenzt  viele  partielle  Dif- 
ferentialgleichungen  aufstellen;  die  kein  singulares  Integral  besitzen. 

Die  etwa  vorhandenen  Integrale,  welche  die  Grleichungen  (14), 
nicht  aber  alle  Grleichungen  (15)  erfullen;  werden  im  nachsten  §  ge- 
legentlich  zur  Sprache  kommen.  Wir  bemerken  gleich  hier7  dais  ein 
solches  Integral  sicher  keine  Flache 


sein  kann;  denn  F  =  c  wird  zur  Identitat,  wenn  darin  &  dureh  <p  und 

die  pi  durch  ^  ersetzt  werden,  und  durch  Differentiation  dieser  Iden- 
i 

titat  folgen  die  Relationen: 
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also  bestehen   mit  Riicksicht   auf  (14)  in  der  That  die  Beziehungen 
(15);  was  zu  zeigen  war. 

317.  Unter  den  w-gliedrigen  Integralaquiyalenten  der  PfafPschen 
Gleichung  (12)  betrachten  wir  insbesondere  das  folgende: 

(16)  t  -  <Ky*  -  •  S»)5  *  =  |f       (*  =  2,  3  .  ,  m). 

Dabei  soil  <p  an  der  Stelle  ^  =  x\  .  .  |m  =  ^  regular  seia  nnd 
den  Wert  ^°  annehmen;   ferner   sollen   die   Ableitnngen  ~   daselbst 

bezw.  die  Werte  jpf°  besitzen.   Ersetzt  man  nunmehr  die  Grofsen  £§/#/ 
dnrch  ihre  Ansdriicke  in  den  Variabeln: 

(2)  0%    .    .    OfojP  2    .    .  ^; 

so    folgt    ans    der  Natur  der  Hauptintegrale  sofort,    dafs    die    nach 
0yP$"pm  genommene  Fnnktionaldeterminante  der  m  Fimktionen: 


sich  yermoge  a^  =  ^°  auf  die  Einheit  reduzirt.    Darnacli  lafst  sich 
das  Gleichuttgensystem  (16)  folgendermafsen  auflosen: 

(17)         g  =  z(^  .  .  ag;  jp,  =  %,(^  .  .  xm]        (t  —  2,  3  .  .  w). 

Die  %7  ^  sind  an  der  Stelle  x\  .  .  x°m  regular  und  besitzen  daselbst 
die  Werte  #°,  pj*]   %  reduzirt   sich  yermoge  xl  =  x^  auf 


jj»  auf  g—--    Die  Grleichungen  (17)  bilden  zusammen  nait  d#r  folgenden: 


(18)  A 

die  aus  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  p±  =  ^  durclx 
Elimination  yon  ^jps  .  .  _pw  entsteht;  ein  Integralaquiyalent  der  Pfaff'schen 
Grleichung: 

V  =  de  ~pldxl  ----  pmdxm  =  0, 
also  ha-t  man: 


Es  sei  jetzt  umgekehrt  yon  der  partiellen  Differentialgleichung 
ft  «=  ^  ein  Integral  (17)  (18)  bekannt,  das  die  soeben  aufgezahlten 
Eigenschaften  besitzt  Die  Grofsen  8,0%..  xmp%  .  .  pm  lassen  sich  nun 
folgendermafsen  durch  die  Hauptintegrale  yon  (3)  darstellen: 
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0==$POi,  ?J2..|m;tf2  .  .ffw); 
Pi  =  $*(#!,  &  ia  •  •  Im;  tf2  •  •  ^m)         (i  =  2,  3;  .  .  w); 

#&•  =  £X(#1;   £,  £3   •   •  £»*;  #2   *  •  ^«w)« 

Die  $P,  5)5,  D/  sind  gewohnliche  Potenzreihen  der  Grofsen  : 


0 

l  ; 


und  reduziren  sich  vermoge  ^  =  ^°  bezw.  auf  £,  «/,  gf.  Substituirt 
man  diese  Ausdrucke  in  (17)  und  beaclitet,  dafs  die  entstehenden  Grlei- 
clrangen  ein  Integralaquivalent  der  Pfaff'schen  Grleiclmng  (12)  bilden; 
also  von  x1  ganz  unabhangig  sein  mtissen;  so  tann  man  in  dem  Eesultat 
unserer  Substitution  ?  oline  dasselbe  zu  andern;  xl  durch  x^  ersetzen, 
und  erhalt  so: 


also  wiederum  das  System  (16).     Damit  ist  der  nachstehende  funda- 
mentale  Satz  bewiesen: 

1st  <p  (%«%*•  •%,„.)   eine   arbitrare.   an  der   Stelle  a%..xQ    regular  e 

*    N     Z      o  7/4/  '  a  77i  v 

Fwnktion,  schreibt  man  ferner: 


dfe  Funktion  tyfa  x±  .  .  xmpi  •  -  jpm,  c)  ^^  der  Stelle: 


regular,  so  hesit^t  die  partielle  Differentialgleichung: 

/ta\ 

(19) 


und  nur  eine  IntegralfunUion  0  =  %(xi  •  •  x™)>  die  an  der  Stelle 

x*m  regular  ist  und  vermoge  x±  ==  #J  M  fe  vorgeschrielene  Funktion 

.  .  o?m)  ubergeht. 

Dafs  es  nur  em  Integral  ^  der  im  Satze  geforderten  Eigenschaft 
geben  tann,  erkennt  man  auch  durcli  eine  ahnliclie  TJberlegung  wie 
am  Schlusse  des  Art.  62.  Mit  Htilfe  der  Eelationen  namlicli;  die  sich 
ergeben,  wenn  die  Gleicliung  (19)  unbegrenzt  oft  naah  x±  .  .  xm  dif- 
ferentirt  und  dabei  2  und  seine  Ableitungen  als  Funktionen  der  x  be- 
trachtet,  lassen  sich.  die  Werte;  welche  die  Differentialquotienten: 

/OAN 

(20)  8 

an  der  Stelle  #J  .  .  x^  annelimen,  der  Reihe  nach.  bereclmen;  wenn 
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und  die  Anfangswerte  aller  Ableitungen  (20),  fur  die  ^  =  0  ist,  als 
betannt  vorausgesetzt  werden.  Darnach  ist  die  nach  Potenzen  von 
xl  —  #J . .  xm  —  x*m  fortsehreitende  Taylor'sche  Entwickelung  der  ge- 
suchten  Integralfunktion  8  =  %  durch  die  aufgestellten  Bedingungen 
eindeutig  bestimmt  Der  Beweis  fur  die  Konvergenz  dieser  Reihe 
folgt  aus  obigem  Satze,  lafst  sich  aber  auch  direkt  ftihren,  und  liefert 
dann  eine  von  der  Theorie  des  PfafFschen  Problems  unabhangige  Be- 
griindung  unseres  Satzes. 

Aus  diesem  Satze  folgt  ferner  die  Thatsache: 

Wird  bei  der  Methode  des  Art  315  die  Anzahl  der  willkurlichen 
Relationen  (4)  grofser  als  eins  gewahlt,  so  ist  das  so  gewonnene  In- 
tegral entweder  eine  Element- Jf^  (Q  <  m\  oder  eine  Integralflache: 

wobei  aber  dann  %  an  der  Stelle  x^ . .  ^  sicker  nicU  regular  ist.  Dies 
hindert  natiirlich  nicht,  dafs  die  m  +  1  Definitionsgleichungen  der  be- 
treffenden  Integral- M™  an  der  Stelle  #°  x^ . .  xPm  pj . .  p®n  im  Sinne  von 
Art.  40  regular  sind;  wie  in  Art  315  gezeigt  wurde. 

Schliefslich  ergiebt  sich  aus  unserem  Satze  noch  folgendes  Korollar: 
Es  bedeute  g?(a?3 . .  Xm^c^ . .  c^  eine   gewoJinliche  Poten&reilie  der 
2m  —  1  Grbften: 

und  die  Determinate: 

O       "rT"  ""  (  ^  j     W   r===    M  .     »    .     Wl ) 

sei  an  der  Stelle 

nicht  null;  ferner  werde  gesetzt: 


und  es  sei  die  FmMon  ty  an  der  Stelle: 


regular.    Dann  tesifat  die  partielle  DifferentialgkicJmny  (19)  em  und 
nw  ein  voUstandiges  Integral: 


worin  3>  an  der  Stelle: 

x*  .  .  x<>  c?  .  .  <?° 

I          m    I         m 

regular  ist  und  vermoge  x±  =  x^  in  die  vorgeschrie'bene  Funktion  q> 
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Setzt  man  z.  B,  <p  =  yl  -|~  Pa  #2  +  '  *  +  Ym^m^  so  kommt  man 
auf  das  in  Art.  313  bestimmte  vollstandige  Integral  zurtick. 

Unser  Korollar  ergiebt  sicli  unmittelbar  aus  deni  vorigen  Satze; 
wenn  man  (19)  als  eine  partielle  Differentialgleichung  mit  den  2m 
Independenten 


betrachtet. 

318.  1st  durch  das  Gleichungensystem: 

(21)  F^X!  .  .  xm^  .  .  pm)  =  c,  Qi(#Xi  .  .  xmpi  .  .  pm}  =  cf  (i  =  1,  2  .  .  m) 

ein  vollstandiges  Integral  der  Gleichung  F  ==  c  definirt,  und  werden 
mit  Z?  ^2  .  .  Sm  diejenigen  Funktionen  von  s,  x±  .  .  xmp%  .  .  pmc  bezeiclmet, 
in  die  sich  ^  .  .  &m  vermoge  der  Substitution  p1  =  ip  verwandeln,  so 
bilden  die  Gleichungen: 

(22)  Z=e^  8%  =  c2  .  .  8m  =  cm 

fur  beliebige  c-t  ein  Integralaquivalent  der  Pfaff  'schen  Grleicliung  V0  ==  0? 
d.  li.  es  bestebt  eine  Identitat: 


(23)  v0  = 

Darnacli  sind  die  Z,  Hi  Hi  Funktionen  der  Grrofsen  £;l/^?>  ^^d  die 
Gleichungen: 

.  ^     |/  =  A   ^  —  Hi         i  =  2  .  .  *» 


definiren  eine  Beruhrungstransformation  der  2m  —  1  Variabeln  ^it,. 
So  bilden  z.  B.  die  Grleichungen: 

g'  =  g  —  scglj  —  .  .  —  tfm£m;  I/  =  «*;  #/  =  i:     (i  =  2  .  .  m) 

4 

eine  Beruhrungstransformation^  und  wir  gelangen  bierdurch  abermals 
zu  dem  in  Art.  313  bestimmten  yollstandigen  Integral. 

Aus  dem  speziellen,  in  Art,  309  definirten  vollstdndigen  Integral 
erMlt  man  demnadi  das  allgemeinste  vollstandige  Integral  dwell  Uofse 
Differentiationen  und  Eliminationen. 

Will  man;  dafs  in  der  Identitat  (23)  die  Funktion  6  in  den  F'allen 
]3)  und  y)  den  Wert  1  besitze;  also  die  Funktionen  Tl^  &  yon  #  frei 
werden  ;  so  bat  man  im  Falle  jS)  auf  die  Variabeln  £^1*  eine  Bertib- 
rungstransformation  von  der  besondern;  in  Art.  201  besprochenen  Art, 
im  Falle  y)  dagegen  auf  die  2m  —  2  Variabeln  st^  eine  homogene 
Beruhrungstransformation  anzuwenden. 

319.  Umgekebrt  lafst  sieh.  aber  auch  aus  einem  beliebigen  voll- 
standigen  Integral  (21)  das  spezielle  vollstandige  Integral  des  Art.  309, 
also  das  System  der  Funktionen  £&«,•  gewinnen.  Zu  diesem  Zwecke 
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leiten  wir  aus  (21)  zunachst  die  Grleickungen  (22)  ab,  und  bestimmen 
sodann  mit  Hiilfe  der  Identitat  (23)  die  Funktionen  Q,  U2  .  .  Um  durch 
Auflosung  eines  linearen  Gleichungensystems.  Die  Funktionen: 


sind  dann  2m  —  1  unabhangige  Integrale  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (3),  und  die  Hauptintegrale  dieser  Gleichung  hin- 
siehtlieh  %i  =  x-f  ergeben  sich  jetzt  dnrch.  Auflosung  der  Relationen: 

.pm,  (?)  =  Z  (t,  xf,  ?2  .  .  lmn^  .  .  %n,  c] 

.jpm;  C)  =  Bi(tf  V;  §2  -  •  fen^S  •  •  ^;  0 

.pm,c)=*  Hifa  V?  fa  -  •  U  ^3  •  •  ^;  ^) 
nach  den  Unbekannten  £,  |t-;  ^-. 

Una  aber  ans  einem  bestimmten  vollstandigen  Integral  (21)  das 
allgemeinste  vollstandige  Integral,  bezw.  die  allgemeinste  nicht  singulare 
Integral-  Mm  zu  erhalten,  ist  es  nicht  notig  die  Funktionen  ^%i  zu  be- 
stimmen.  Denn  hat  man  ans  (21)  das  System  (22)  und  sodann  inittels 
(23)  die  Funktionen  Hi  bestinimt;  so  liefert  eine  beliebige  Beruhrungs- 
transformation  der  2m  —  1  Variabeln  ZBiHf: 


Z 
ohne  weiteres  das  allgemeinste  vollstandige  Integral: 

^=  C,   Z'  =  C1?   ^  =  C2;   .  .    Bm  =  Cm, 

und  die  allgemeinste  Integral-  Mm  wird  erh.alten;  indem  man  in  den 
Relationen  des  Art.  315  die  £&&*  dnrcli  die  grofsen  griecbischen  Bucli- 
staben  ersetzt. 

320.  Wenn  man  im  Falle  y)  die  zweite?  in  Art.  302  gegebene 
Definition  des  Integralbegriffs  anwendet?  und  nnter  den  sr/i;/;  wie  fruher 
die  Hauptintegrale  binsiehtlicli  x±  =  #t0  von  der  linearen  partiellen 
DiiGferentialgleicliung  : 


_  _  A 

~ 


versteht;  so  hat  man;  um  alle  Integrale  der  Grleichung  pl  =  ^  zu 
finden?  alle  «w  —  1-gliedrigen  Integralaquivalente  der  PfafFschen 
Grleichung: 


zu  bestimmen;  d.  h.  man  wahle  r  (<  m)  beliebige  Relationen: 
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und  fiige  die  m  —  1  —  r  Gleichungen  tinzu;  die  sick  dureh  Elimination 
der  I*  aus  dem  System: 


ergeben;    es  ist  darnacli  leictt,  alle  an  der  Stelle  ^  • 
gularen  Integral-  Jfm_i  zu  finden.    Da  die  PfafFsche  Grleichung: 

V0'  =  ^dxi  +  pid$i  H  ----  \rPmdXm  =  0 


singulare  Integralaquiyalente  im  Sinne  yon  Art.  190  iiberhaupt  nicht 
besitzt,  andererseits  die  Relationen  #2  ==  0;  .  .  itm  =  0  auf  das  un- 
brauchbare  Gleichungensystem  p^  =  0  .  .  pm  =  0  ftihren,  so  folgt?  dafs 
auiser  den  genannten  keine  andern  Integralaquivalente  der  Pfaff'schen 
Gleichung  V0'  =  0  existiren. 
Definiren  die  Grleichungen: 

=  c,        (i  =  2,  3,  .  .  i») 


ein  vollstandiges  Integral  in  der  gegenw'artigen  Bedeutung  dieses  Wortes, 
und  bestimmt  man  niit  Hiilfe  der  Identitat: 


die  Punktionen  J72  .  .  7Im  durcli  Auflosung  eines  linearen  Gleicliungen- 
systems^  so  erhalt  man  die  allgemeinste  Integral-  Mm—i  der  gegebenen 
Grleichung  p±  =  ^  dnrch  Elimination  der  /L/  aus  einem  Relationensystem. 
der  Form: 


und  das  allgemeinste  vollstandige  Integral  wird  gefunden,  indem  man 
auf  die  2m  —  2  Variabeln  ^JT*  eine  beliebige  homogene  Beriilirungs- 
transformation  ausiibt. 

321.  Wenn  ein  aus  Plachen  bestehendes  vollstandiges  Integral: 


(24)  0  =  Q(XI  . 
der  partiellen  DijOferentialgleichung: 

(25)  F(z}  xl  ,  .pn)  —  c;    pt  =  ^(^;  ^  .  .  xmp%  .  .pm  c) 

gegeben  ist,  so  nimmt  die  im  Vorigen  auseinandergesetzte  Methode 
zur  Herleitung  des  allgemeinsten  Integrals  folgende  Gestalt  an: 
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Damit  (24)  em  vollstandiges  Integral  der  Gleickung  (25)   sei;  ist 
notwendig  und  Mnreidiend,  dafs  die  sich  mittels  der  m  Eelationen: 


(26) 


die  Grofsen  c1  .  .  cm  als  Funktionen  der  2m  Variabeln  sxl  ,  .  xmp^  .  .  jpOT 
ausdrucken  lassen,  und  dafs  sich  durch  Substitution  der  so  erhaltenen 
Werte  die  Gleiehung: 


in   die  Gleichung  (25)   verwandelt.    Darnach  geht  (lurch   unsere  Sub- 
stitution der  Pfaff'sclw  Ausdruck: 

/CION  7         d$   i  d<&    i 

(28)  ^__^  ----  __^H, 

direkt  in  den  Ausdruck: 

V0  ^  ^  —  ^  ^?% 

uber,  und  der  Ausdruclc: 

/on\  3$    j        \     3® 

(29)  j-  dc±  +  -- 


verwandelt  sich  vermoge  derselben  Substitution  in  eine  Normal/form  wn  V0. 
In  der  That?  ersetzt  man  die  Ct  durcii  ihre  aus  (2fi)  folgenden 
Ausdriicke7  so  wird  die  Gleichung  &  ==  0  zn  einer  identischen  Relation 
in  den  Variabeln  ex^  ,  .  xmpl  .\pm,  und  durcii  totale  Differentiation  der- 
selben folgt: 

<fc_l*    «fo    ____  1*    rfa?     —3*    ir       r  ,      3*   rf/. 

rt^       g^  tfa^  ^-  rta?m  _  ^  rf^  -j  ----  (-  —  rfr.M. 

Auch  in  den  Fallen  0)  und  y)  ist  der  Ausdruck  (29)  eine  Nor- 
malform  ron  V0?  da  jetzt  0  die  Form: 

(p(x1  ..XmC^.^C^  +  ^ 

besitzt?  also  -^  —  ^  1  wird. 

Ist  also  ein  vollstandiges  Integral  (24)  gegeben,  so  erhalt  man 
die  Definitionsgleichungen  der  allgemeinsten  Integral-^  in  folgender 
Weise  : 

Man  verstehe  unt&r  r  eine  Zahl  der  Reihe  1;  27  .  .  m  und  filge  m 
einem  leliebigen  r-gliedrigen  G-leichungemystem  der  Form: 


(30)  wfact  ..c^=*Q        (i  =  1;  2,  .  .  r) 
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diejenigen   m  —  r  Eelationen  hin0u?   die  durcJi  Elimination   der  I  aus 
den  Grleichungen: 


folgen.  Durch  Elimination  der  Grofsen  CL  c%  .  .  cm  aws  dm  s#  erhaltenen 
m  Gleidmngen  und  den  m  +  1  Eelationen  (26)  (27)  entsteht  ein  m  -f-  1- 
gliedriges  Gleichungensystem  in  0x1  •  .  %mpL  *  >  pm  von  der  gesuchten 
SescJiaffenheit. 

Die  Annahine  r  =  m  fiikrt  auf  konstante  ct,  d.  k  auf  eine  in  dem 
yollstandigen  Integral  (24)  enthaltenen  Integralflache. 

322.  Das  soeben  geschilderte  Verfahren,  mit  Hiilfe  eines  voll- 
standigen  Integrals  (24)  alle  iibrigen  Integrale  zu  finden?  ist  von 
Lagrange  die  ^Methode  der  Variation  der  Konstanten"  genannt  worden 
Dieser  Bezeiclmung  liegt  folgende  Uberlegung  zu  Grunde. 

Sind  die  c/  Konstante,  so  ist  0  =  $  eine  Integralfonktion  dei 
Gleichung  (25);  dasselbe  gilt  aber  auch?  wenn  man  die  Ct  ,,variirtfc 
d.  li.  als  Funktionen  yon  x^  .  .  xm  betrachtet;  voransgesetzt?  dafs  die 
m  -f-  1  Belationen: 


fiir  jedes  beliebige  Wertsystera  x±  .  .  xm  erfullt  sind7  wenn  rechts  die  ct 
durch.  ihre  Ausdrucke  in  den  &i  ersetzt  werden;  und  0  die  Funktion: 

(33)  3>  [n?!^  .  .  xm  c,  c±(xi  .  .  xm)  .  .  cm($i  .  .  xm}} 

bedeutei  Umgekehrt;  soil  0  eine  Integralfunktion  ron  (25)  sein;  so 
mussen  sich  m  Funktionen  c^x^x^.  .  .  #w)  so  bestimmen  lassen?  dafs  die 
Relationen  (32)  fiir  jedes  Wertsystem  x1  .  .  xm  erfullt  sind  und  $  mit 
der  Funktion  (33)  identisch.  wird,  Beide  Behauptungen  folgen  un- 
mittelbar  aus  der  Thatsache,  dafs  die  Gleichang  (25)  das  Resultat  der 
Elimination  der  cf  aus  dem  System  (20)  (27)  ist.  Durcb  totale 
Differentiation  der  Identitat: 

(34)  B  =  0(%  .  .  xm,  c,  ^  (x^  .  .  a^)  .  .  cm(%  .  .  xm}} 

findet  man  aber:  die  gesuchten  Funktionen  z}  cx  .  .  cm  mussen  so  be- 
scbaffen  sein;  dafs  die  beiden  Pfaifschen  Ausdrucke  (28)  und  (29) 
identiscK  werden.  Ersetzt  man  in  (28)  das  Differential  d#  durch. 

seinen  Wert  ^  j^-  dxiy  so  folgt  mit  Eucksicht  auf  (32),  dafs  die 

Funktionen  <?/>  in  (29)  substituirt,  diesen  Pfaff'schen  Ausdruck  zum 
Verschwinden  bringen  mussen;  die  Gleickungen: 

d  =  dfa  x%  .  .  Xa!)        (i  =  1  .  .  m) 

v.  Weber,  DM  Pfaffscfce  Problem.  28 
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bilden  also  ein  Integral'aquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung: 


wemi  darin  x1..xmcl..  cm  als  Independente  betrachtet  werden?  und 
ergeben  sich  sonach  aus  einem  Grleichungensystem  der  Form  (30)  (31) 
durch  Elimination  der  L  Sind  umgekehrt  die  Grrofsen  d  durch  ein 
derartiges  Grleichungensystem  als  Funktionen  der  x  definirt,  so  folgt  2 
aus  der  Identitat  (34),  und  die  Identitaten  (32)  sind  jetzt  yon  selbst 
erfallt,  wenn  rechts  die  cf  durch  ihre  Ausdriicke  ersetzt  werden,  da  ja 

X7J  d  $  dci 
der  Pfaff'sche  Ausdrnck  (29),   also   auch   die  Ansdrtieke  ^  ^  ^ 

nunmehr  identisch  verschwinden,  Damit  ist  dann  das  allgemeinste 
Funktionensystem  z,  c±  .  .  cm  der  verlangten  Beschaffenheit;  d.  h.  die 
allgemeinste  Integralfunktion  0  gefunden* 

323  Der  Pfaff'sehen  &leicliung  (35)  wird  auch.  durch  die  Relationen: 


formal  gentigt.  Zunachst  aber  braueht  es  uberhaupt  kein  Funktionen- 
system ^£3  .  .  cm  zu  geben,  welches  diese  Eelationen  identisch  befriedigt; 
ein  Beispiel  liefert  der  Fall,  dais  &  eine  der  Konstanten  d  additiv 
enth'alt,  dafs  also  eine  partielle  Differentialgleiehung  vorn  Typus  /3) 
oder  y)  vorliegt.  Nehmea  wir  aber  an?  es  gebe  em  Funktionensystem 
dfaxt  .  .  #»)  der  verlangten  Beschaffenheit;  es  braueht  dann  nicht 
notwendig  ein  Wertsystem  x\  .  .  a£  zu  geben;  derart,  dafs  gleiclizeitig 
die  c.  an  der  Stelle  x\  .  .  ^  und  die  Funktion  0  an  der  Stella  #J  .  .  x^ 
3  wenn 


gesetzt  wird;  d.  h.  es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  die  Funktion  0 
jede  Bedeutung  verliert,  wenn  man  darin  fur  die  c/  die  aus  (36)  be- 
rechneten  Funktionen  der  Xi  substituirt  denkt 

Es  moge  nun  ein  Wertsystem  asj  .  .  x^  der  soeben  genannten  Be- 
schaffenheit  wirklich  existiren,  und  es  werde  tiberdies  angenommen? 
dafs  die  Determinante: 


(37) 


=  1,  2, . .  m) 


an  der  Stelle  o?J . .  o?^cj . .  c^  nicht  verschwinde.    Die  Funktion: 
(38)  0—  yfo^.-oto), 

welche  aus  0  entsteht^  wenn  man  darin  die  Ci  durch  die  aus  (36)  ent- 
nommenen  Funktionen  ct(x^ . .  rcw)   ersetzt ,  ist  an  der  Stelle  ^  . .  xQm 
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of 

regular,  und  ein  Integral  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung: 
Ferner  genugt  die  Funktion  W  den  Identitaten: 


wenn   auf  den   rechten  Seiten   fur   die  Ct   die   C;  (x±  .  .  xm]   substituirt 
werden.- 

Dieses  Integral  (38)  ist  singular.  In   der  That,  fiir  jedes  Wert- 

systeni  der  2m  Yariabeln  Xid  hat  man  die  Identitat: 


und  durcli  Differentiation  derselben  nach  cf  folgt: 

m 

/OAx  dF    a*    ,     V  SF     d2$          A         /•       1          \ 

/39^  .  --  L    >«    —    —      r  -  o        u  =  1  .  .  m). 

v     J  oz    dcf    '   -^--/  2#s  dxtdcf  v  y 

In  den  Ausdrucken  -^.  o—  hat  man  die  Grofsen  e  und  «?  bezw. 
dz  ;  S^>5  •* 

A    i: 

durch  ®  und  -~  —  zu  ersetzen.    Die  Identitaten  (39)  gelten  naturlich 

auch  noch,  wenn  man  fur  die  fy  ihre  aus  (36)  entnommenen  Werte  in 
den  x  einsetzt    Vermoge  dieser  Substitution  aber  verwandeln  sich  die 

d$>         8  W 
Ableitungen  ^  —  in  -^  —  und  $  in   W,  ferner  die  Identitaten  (39)  in 

die  folgenden: 

F     8*$          A         /•  \ 


und  da  die  Determinante  (37)  infolge  unserer  Substitution  nicht  identisch. 
null  ist;  so  genugt  die  Funktion  W  in  der  That  den  m  partiellen  Differential- 
gleichungen: 


was  zu  zeigen  war  (vgl.  die  Schlufsbemerkung  des  Art.  316). 

Die  Annahme;  dafs  die  Determinante  (37)  vermoge  der  Grleiehungen 
(36)  verschwindet;  fthrt  zu  sehr  verwickelten  Betrachtungen,  auf  die 
hier  nicht  eingegangen  werden  kann. 

324.  Die  Methode  der  Variation  der  Konstanten  gestattet  eine 
geometrische  Interpretation  die  sich  auf  den  Begriff:  ;;Bnveloppe  einer 

28* 
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Flachenschar"  gnindet    1st  eine  r-gliedrige  Flachenschar: 

(40)  8  —  9($i$i  .  .  XmK^  .  .  «r) 

gegeben,  worm  die  Grofsen  ^..^(r^m)  willkiirliche  Konstante 
bedeuten,  so  rersteht  man  nnter  iltrer  JrEnveloppe"  oder  ,;einhiillenden 
Flache"  diejenige  Flache,  deren  Gleichung: 

(41)  *—  ^foog..^) 

sich  ergiebt,  indem  man  die  a*  mittels  der  Belationen: 

(42)  |*-0,     |i-0    -.    |i-0 

V        ^  OU^  '         OCC^  OKr 

als  Funktionen  von  ^  .  .  %m  berechnet  und  in  (40)  einsetzt.  Dabei 
wird  naturlicli  eine  solche  Bescliaffenlieit  der  Funktion  #  voraus- 
gesetzt,  dafs  die  genannten  Operationen  einen  funktionentheoretischen 
Sinn  haben. 

Die  Grleicliungen  (40)  (42)  definiren  fiir  jedes  Wertsystein  der 
Konstanfcen  a/  eine  gewisse  m  —  r-fach.  ausgedehnte  Punktmannigfaltig- 
keit  des  Eaums  Rn+i(g^  .  .  &»),  die  der  betreffenden  Flache  (40)  und 
alien  dazu  unendlicli  benacHbarten  Flachen  der  Schar  gemeinsam  ist. 
Die  Enveloppe  (41)  enthalt  alle  diese  f-fach  unendlieL.  vielen  Punkt- 
Pm—r,  d.  L  sie  wird  yon  ihnen  ?;erzeugt^.  Jede  einzelne  Flache  (40) 
unserer  Schar  enthalt  eine  solche  (im—r  nnd  beriflirt  in  alien  PtmJden 
der  leMeren  die  UmMllungsflache. 

In  der  That,  betrachtet  man  eine  bestimmte  Flache  der  Schar  (40): 

(43)  0  =  0(xix,..xm^^..ar^ 

und  ist  ^°^J  .  .  x^  ein  Punkt  der  auf  ihr  gelegenen  Punkfc-f*m—  r,  d.  it. 
befriedigen  die  Eonstanten  #°$J  .  ,  ofim  a®  .  .  <Pr  samtliche  r  +  1  Glei- 
chungen  (40)  (42)  ;  so  reduziren  sich  die  r  Fnnktionen  ^(sct..xm}j 
welche  durch  die  Relationen  (42)  definirt  werden^  bezw.  auf  a^  wenn 
darin  die  ^  dnrch  x£  ersetzt  werden.  Man  hat  nun: 


Demnach  besitzen  die  beiden  Flaehen  (41)  ttnd  (43)  in  ihrem  gemein- 
samen  Punkte  sPx^  .  .  ^  dieselbe  Tangentialebene^  was  zu  zeigen  war. 
Betraehten  wir  beispielsweise  im  Raum  R2(xy&)  eine  eingliedrige 
Flachenschar: 
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V(xy£a)  =  0, 
so  definirt  diese  Grleichung  zusammen  mit  der  folgenden: 

•        Jr-o 

da 

einfacli  unendlich  viele  Raumkurven,  welche  die  Umhullungsflache  der 
Schar  erzeugen.     Jede  einzelne  Flache  der  Schar  enthalt   eine   dieser 
Raumkurven,  und  beriihrt  langs  derselben  die  einhiillende  Flache. 
1st  andererseits  eine  zweigliedrige  Flachenschar  gegeben: 

(44)  V(xy^al}  =  0 


•and  eliminirt  man  aus  dieser  Grleichung  die  a,  5  mittels  der  Relationen: 

(«)       •        £-*  £-0, 

so  entsteht  die  Grleichung  einer  Flache,  und  diese  wird  yon  jeder 
einzelnen  Flache  (44)  in  denjenigen  Punkten  benihrt;  die  anf  der 
letzteren  durch  die  Grleichungen  (45)  "bestimmt  werden. 

Wir  interpretiren  nun  das  vollstandige  Integral  (24)  der  gegebenen 
partiellen  Differentialgleichung  F  =  c  als  eine  m-gliedrige  Flachenscliar 
mit  den  arbitraren  Konsfcanten  c±c^  .  .  cmj  und  greifen  aus  dieser 
Schar  diejenigen  m  —  r-fach  unendlich  vielen  Flachen  heraus;  deren 
Parameter  d  die  r  beliebig  gewahlten  Relationen  (30)  erfullen.  Als 
arbitrare  Parameter  dieser  Sehar  konnen  die  Grolsen  cr^-i  -  .  cm  ge~ 
nommen  werden?  wenn  die  Gleicnungen  (30)  nacn  CL  .  .  cr  auflosbar 
sind.  Man  erbalt  nun  offenbar  die  Enveloppe  dieser  m  —  r-gliedrigen 
Scliar;  indem  man  die  Grofsen  I  und  e  aus  den  Relationen  (24)  (30) 
(31)  eliminirt;  und  diese  Flache  befriedigt  offenbar  die  gegebene  par- 
tielle  Differentialgleichung  JP=c;  wie  aus  der  vorhin  bewiesenen 
Eigenschaft  der  Umhullungsflache  unmittelbar  hervorgeht.  Umgekehrt; 
ist  eine  beliebige  Integralflache  J  der  partiellen  Differentialgleichung 
JF=c  gegeben,  und  betrachten  wir  ein  beliebiges  Flachenelement  E 
der  Flache  J7  so  giebt  es  im  allgemeinen  eine  und  nur  eine  Flache 
der  Schar  (24),  welche  das  Element  E  enthalt.  Denken  wir  uns 
solcherweise  zu  jedem  Flachenelement  yon  J  die  zugehorige  Flache  der 
Schar  (24)  bestimmt;  so  erscheint  J  als  Enveloppe  einer  aus  (24) 
herausgegriffenen  Flachenschar  •  mithin  kann  jede  Integralftdche  der 
Gleichung  F  =  c  auf  dem  vorMn  angegebenen  Wege  durch  Enveloppen- 
Uldung  gewonnen  w&rden. 

Eine  lelielig  vorgeschriebene  Flachenschar  (24)  besitzt  naturlich 
im  Allgemeinen  selbst  eine  Enveloppe?  deren  Grleichung  durch  Elimination 
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der  d  aus  (24)  (36)  entsteht,  und  die  jede  Flache  der  Scliar  (24)  in 
einem  oder  einigen  Punkten  beriihrt;  die  zugehorige  partielle  Differential- 
gleichung  besitzt  dann  eine  (und  nur  eine)  singulare  Integralflache. 
1st  dagegen  die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c  belieUg  gegeben, 
und  ermittelt  man  nach  dem  Verfahren  des  §  2  ein  vollstandiges  In- 
tegral (24),  so  tritt  im  Allgemeinen  einer  der  beiden  in  Art.  323 
erwahnten  Umstande  em,  welche  die  Enveloppentheorie  illusoriscli 
machen. 

Ein  genaueres  Eingehen  auf  die  Theorie  der  singularen  Losungen 
liegt  nicht  im  Plane  dieses  Werbes;  wir  mtissen  in  dieser  Beziehung 
anf  die  Originalabtandlungen  verweisen.1) 

§  4.    Caucliy's  Methode;  die  Charakteristiken. 

325.  Wie  in  §  2  denken  wir  uns  mittels  der  Hauptintegrale  fyjc, 
der  linearen  partiellen  Differentialgleiclmng: 


den  Pfaff'scLen  Ausdruck: 

V0  = 
auf  die  Normalform: 


gebracht.  1st  jetzt  £Q  .  .  a^jpj  .  .^  eine  Stelle,  an  der  die  Punktion 
$  und  infolge  dessen  auch  die  £;|^/  regular  sind,  so  definiren  die 
2m—  1  Relationen: 

(2)  f  =  ^;  |,  =  £/>;  it*  =  pj>       (i  =  2;  3,  .  .  m) 

ein  Integralaquivalent  der  Pfaff'scken  Grleichung  V0  =  0.  Setzen  wir 
wiederum: 


und  beachten;  dafs  die  Funktionen  ggt«f  fur  xt  =  $*  bezw.  in  ^;  xtpi 
ubergehen,  so  erkennen  wir,  dafs  die  Relationen  (2)  zusammen  mit  der 
gegebenen  partiellen  Differentialgleicking: 

(3)      F(z$i  .  .  xmpi  .  .  pm)  =  c  oder  pl  =  ^(^  .  .  xm^  ..pmc] 

eine  Integral-  M1  dieser  Gleichung  definiren,  d,  L  also  einen  Streifen 


1)  Insbesondere  auf  die  AbKandlung  Darboux  L 
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von  Flachenelementen,  die  alle  die  Gleichung  (3)  erfiillen,  ferner;  dafs 
dieser  Streifen  das  Flachenelement  : 


(4) 

enthalt  und  durch  Angabe  desselben  eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  be- 
zeichnen  einen  solchen  Streifen  als  einen  ^charalderistischen  Streifen" 
oder  eine  ^Charakteristik"  der  partiellen  Differentialgleichung  (3).  Das 
Flachenelement  (4)  nennen  wir  das  ,,Ausgangselement"  dieses  Streifens, 
und  sagen  wohl  auch:  der  durch  (2)  und  (3)  definirte  Streifen  ??lauft 
von  dem  Fl'achenelement  (4)  aus"  oder  ,?geht  durch.  dasselbe  hindurch"; 
jedes  von  den  oo1  Flachenelementen  einer  Charakteristik  kann  naturlich 
als  Ausgangselement  derselben  betrachtet  werden;  sofern  es  obigen  Be- 
dingungen  geniigt. 

Die  oo2w  Flachenelemente;  welche  die  Relation  (3)  fiir  einen  be- 
stimmten  Wert  von  c  befriedigen,  lassen  sicH  darnach  zu  oo2™—1  cha- 
rakteristischen  Streifen  derart  zusammenordnen  ,  dafs  durch  jedes 
Flachenelement,  dessen  Koordinaten  die  Relation  p±  =  ^  befriedigen; 
ein  und  nur  ein  solcher  Streifen  hindurchgeht. 

326.  Ist  eine  beliebige  andere  Norraalform: 

v0  EE  6(dZ  —  n^d^  ----  nmd8^ 

des  PfafTschen  Ausdrucks  V0  gegeben;  so  stellen  die  Relationen: 
(5)  Z=  y,  ft  —  yf,  Hi  =  yl        (i  =  2,  3,  •  •  m) 

worin  die  y,  y  arbitrare  Konstante  bedeuten;  mit  (3)  zusatnmen  eben- 
falls  die  oo27^^"1  charakteristischen  Streifen  unserer  partiellen  Differen- 
tialgleichung  dar. 

Denn  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (5)  bilden  ebenfalls  ein 
System  von  *2m  —  1  unabhangigen  Integralen  der  linearen  homo- 
genen  Gleichung  (1);  m.  a.  W.  die  Relationen  (5)  sind;  ebenso  wie 
die  Gleichungen  (2);  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen  Systems: 


(i  =  2,  3,  .  .  m). 

Ist  nun  insbesondere   ein   aus  Flachen   bestehendes  vollstandiges 
Integral: 


der   partiellen  Differentialgleichung    (3)    gegeben,    so    ist   nach    dem 
vorigen  §  der  Ausdruck: 
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8®   7       i          i    3®  j 

_^i  +  ..  +  ^^ 

eine  Normalform  yon  V0;  wenn  man  darin  die  Grofsen  c$  mittels  der 
Relationen; 

frj\  ^  3®  3® 

(7)  *  =  *,A-^''*"-8^ 

als  Funktionen  von  0,  $i>  .xmpt  .  .pm  ausdrfickt.  Mi  thin  bildeii  die 
Relation  en: 

(8)  a*+6,|*-0        (,'-2,3..«0 

mit  (7)  zusammen  die  allgemeinen  Infcegralgleichungen  des  simultanen 
Systems  (6),  wenn  &2  .  .  &mq  .  .  cm  arbitrare  Konstante  bedeuten;  in.  a.  W.? 
die  Relationen  (3)  (7)  (8)  stellen  ebenfalls  die  ao2^-"1  charakteristischen 
Streifen  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  dar. 

Indem  wir  obigen  Satz  fur  die  Falle  /3)  und  y)  besonders  for- 
muliren,  erhalten  wir  unmittelbar  folgendes  Theorem; 

Es  sei  gegeben  ein  simidtanes  System  gewolmliclier  Diffcrcntialglfii- 
chmgen  von  folgender  G-estalt: 


worin  x2  .  .  xmp%  .  .  pm  die  ^lnbekannten  FtmUionen,  u\  die  unabhiingujv 
Variable  und  ty  eine  gam  betielige  Function  der  $m  —  1 
.  ocmpz  .  .  pm  ledewten. 
1st  dann: 


ein  leliebiges  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentkdgleiehim<j: 

/ir\\  d% 

(10) 


so  erMlt  man  die  allgemeinen  Integralgleiehungen  des  simdtanen  $ys 
(9),  indem  man  die  2m  —  2  Eelationen: 


naeh  den  arbitrcvren  Konstanten  &2  .  .  &w  %  .  .  cm  auflost, 

Die  beiden  Integrationsprobleme  (9)  und  (10)  sind  daher  voll- 
standig  aquivalent,  da  ja  auch  umgekehrt  die  HersteUung  des  all- 
gemeinsten,  nicht  singularen  Integrals  von  (10)  auf  die  Integration 
des  simultanen  Systems  (9)  und  eine  Quadratur  zuruckgeftfbrt  werden 
kann  (vgl  den  yorigen  §), 
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327.  Zu  einer  andern  analytisclien  Darstellnng  der  charakteristischen 
Streifen  der  Grleichnng  (3)  gelangt  man  folgendermafsen.     Es  sei: 

(11)  sfy\f  .  .y'mpi  .  .j?m 

ein  nicht  sinf/itliires  Flachenelement  der  partiellen  Differentialgleichung 
F=c  (Art.  5516),  d.  h.  eine  Stelle,  an  der  F  regular  ist  nnd  den 
Wert  c  annimrat,  und  an  der  nicht  alle  Ausdrficke: 

dP      cF     %F    ,        SF      ?L 
'<]>]  '  '  fp~m9  '<*>  "*"  Pl  3-"  "  '      m 

verscliwinden.  Ferner  sei  $  eine  beliebige,  an  der  Stellc  (11)  regulare 
und  nicht  versehwindende  Funktion  der  2w  -f-  1  Variabeln  ^^;/p/;  end- 
lich  t  eine  bcliebige  Konstanie.  Dann  besitzt  die  partielle  Difteren- 
tialgleichung; 

(.12)  (^'<;t-+ 

*2in  -f-  1  Hauptintegrale: 


welche  als    owohnliehc  l^oteirzreihen  der  Grolnen: 


darstellbar  sind,  und  fftr  /  «=  %  bexw.  in  ^;  x,*;  pi  iibergehen.  Ist  jctzt: 


obenfalls  ein  uicht  singuliiros  Klaehendoment  der  Gleicliung  F  =  c, 
t'Qr  welches  die  Funktion  Q  von  Null  vcrschieden  ist,  und  fiir  welches 
die  Potenzreihen  (IB)  konvergiren,  so  lassen  sich  die  Relatiouen: 


in  folgendor  Weise  autlosen: 
(15) 


«> 
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worin  die  rechten  Seiten  gewohnliche  Potenzreihen  der  2m  +2  Grrolsen: 

t  —  T,  8°  —  /,  0,°  —  a?/,  pf>  —  p' 

bedeuten,  also  nach  Art.  52  durch  eine  einfache  Anderung  der  Argu- 
mente  aus  den  Potenzreihen  (13)  erhalten  werden  konnen. 

Die  Funktionen  #,  lh  ^  sind  nach  Art.  52  diejenigen  Integral- 
funktionen  des  simultanen  Systems: 
SF 


dx, 


die  vermoge  £  =====  r  bezw.  die  Werte  iPxPpP  annehmen. 

Die  Relationen  (15)  definiren  angenscheinlich  den  charakteristisclieii 
Streifen  von  (3)  mit  dem  Ausgangselement  ifxPp?.  Diese  analytische 
Darstellung  ist  insofern  etwas  allgemeiner  als  diejenige  cles  Art.  325, 
als  sie  auch  solclie  Cliarakteristiken  iamfafst;  dereji  Ausgangselement 

(14)  zwar  nicht  singular  ist;  aber  alle  Belationen  «—  =  0?  .  .  ;  ---  ==  t> 

^Pl  (  t'tn 

befriedigt;  in  diesem  Falle  werden  aber  die  Funktionen  %?  At  .  .  lul,  dio 
auf  den  rechten  Seiten  von  (15)  auftreten;  alle  von  t  ganz  unabhangig, 
reduziren  sich  also  auf  die  Konstanten  ^°^J--^  resp.;  die  Punkt- 
inannigfaltigkeit?  an  die'  sich  unsere  Charakteristik  anschlielst?  ist  sonaeh 
in  diesem  Falle  keine  Raumkurve^  sondern  besteht  aus  dem  einzigen 
Punkte  aPa£  .  .  x*  . 

i          in 

1st  das  Flachen  element  (14)  singular,  so  stellen  die  Gleichungen 
(16)  tiberhaupt  keinen  Streifen  dar?  da  si  eh  ihre  rechten  Seiten  alle 
auf  Konstante  reduziren  (Art.  52;  Schlufsbemerkung). 

Wahlt  man  in   der  Gleichung  (12)  fur  Q  die  Funktion    1  :  ,4  -  ? 

/5  T/7 

und  ist  dementsprechend  die  Ableitung  g—   an   der  Stelle   (14)   nicht 

null,  so  erhalt  die  Funktion  ^  die  Form  t  —  r  +  ^i0;  ^rsetzt  man 
in  den  tibrigen  Funktionen  ,  die  auf  den  rechten  Seiten  von  (15)  auf- 
treten,  t  —  t  tiberall  durch  ^  —  x^9  so  gewinnt  man  folgende  Dar- 
stellung der  Charakteristik  mit  dem  Ausgangselement  (14): 


wo  die  rechten  Seiten  gewohnliche  Potenzreihen  der  GrrSfsen: 


[3-28]  §  4.    Cauchy's  Methode;  die  Charakteristiken,  443 

,rt  -  x*f  ,o  _  /;  x»  _  x;;  J)(o  _  P:        Q  =  1,2,..  w) 

bedeuten.     Man  erhalt  diese  Gleichungen  auch?  wenn  man  unter  den 
Ansdriicken  : 

(IT  )  Z\  ,:,  ,r  t  .  .  ,«•,«  ft  •  •  i?m),    #/  (>,  .  .  pM\    ttk  (s,  .  .  fm] 

(I  =  2,  3,  .  .  w;  &  =  1  .  .  w) 
die  Hauptintegrale  der  partiellen  Difierentialgleichung: 


hinsiehtlich  j\  =  ^  verstebt,  xmcl  die  Relationen: 

Z  _  ,o?  ^  =  JVo?  77^  ^  J>JL«        (/«  ^  ^  ,  .  w;  A-  =  1  .  .  >w) 

uacli  r»<y>/   auflost.    JBliminirt  man   inittels  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleicliung  pt  =  ^  die  Variabele  j>,  aus  den  Funktionen: 

7V       V      n       rr 
/jj  A»  .  .  ^v?w,  jUo  .  ,  iim7 

so  erhalt  man  die  Funktionen  £7  |/TC/  doa  Art  5J25  und  daroit  die 
trtihere  anulytische  Darstellung  der  Charakteristiken  wieder. 

B28.  Wir  laasen  iin  Folgenden  diejenigen  Integrale  der  Grleichung 

/f'=(?    die  anfserdem  noch  die  Relation  M  -==()  erfullen,  auiser  Be- 
?  rfj'i  ? 

tracht.  Jede  audere  Integral-  Mm  inivserer  Gleichung  wird  claim  nach 
Art.  815  und  310  durch  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem  der  Form: 

(18)         ft  -  *;  fi,(g,  fe  .  .  L?  fe  .  -  £«)  =  0        (i  -  1  .  .  m) 

dargestellt  werdeiL  Jcde,  J;?,to/ra/-J/m  ?r/rrf  afeo  WM  m  ~  l-fack  un- 
nidlich  rieleU'  Cha  raider  islilrn  er&tut/f,  <i  L  sie  entsteht  dadurch,  daft 
man  aun  der  Gesamtheit  der  co'2"1""1  charaktcristischen  Streifen  w  —  l- 
fach  um»ndlich  viele  in  geeijpieter  Weiso  herausgreift.  Umgtkfihrt  ist 
je(kr  Efattenfverein,  tkr  wn  oom^1  cfutrdkteristischeft  Streifen  der  fflei- 
ehuny  pt  =  #  w#et(fft  wird,  ?in&  Inte(/ral-Mm  (Ueser  (HeicJmng.  Derselbe 
Sachvorhalt  lafst  sich  atich  so  ausdrQckon: 

Enthiilt  dm  Integral-  Mm  <lw  gegebemn  partidlen  IHffw&Ntwlglei~ 
fining  ein  nicht  Bingidam  FlfMienelement: 

(is)  *•«;..  4^..^ 

dieser  (rleicJwng,  so  mthalt  sie  den  gan&sn,  wn  d'iesem  Flachenekmemt 

rJiaraktmstischen  Sfaeifen. 

In  der  That?  wenn  die  Integral-^TOT  das  ITlaehenelemeiat  (19)  ent- 
hUt,  und  wenn  die  Funktiom  ^  an  der  Stelle  /^  ,  .  a^pj  .  .  p^  regular 
ist,  so  kaim  imsere  Integral-J^  durch,  ein  Gleicbimgensystem  der  Form 
(18)  dargaBtellt  werden,  worin  die  J|/^  die  bisherige  Bedetitung 
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haben;  sie  enthalt  also  thatsachlicli  samtliche  Machenelemente  des 
Streifejis: 

ft  »  ^  g  =  0°,  g,  =  a  °,  *,  —  »,°        (f  =  2?  37  .  .  »a). 
Unser  Satz   1st  zunachst  nur  fur  solche  nicht-singulare  Flachen- 

1  77*  $  7F 

elemente  (19)  bewiesen,  die  nicht  alle  m  Grleichungen  j-  =  0,  g—-  =  0  .  . 

erfullen;  spater  wird  sich  zeigen,  dafs  diese  Einschrankung  nictfc 
notig  1st. 

Enthalten  demnacL.  zwei  verschiedene  Integral-  Mm  der  partiellea 
Differentialgleicbung  F  =  c  dasselbe  nioht  singolare  Flaclaenelement 
(19),  so  enthalten  sie  die  ganze;  Ton  ihm  auslaufende  Charakteristik: 
beriihren  sich  insbesondere  zwei  Integralflachen  in  einem  Punkt 
^x^  .  .  sfl  und  sind  pj  .  .jp^  die  iibrigen  Koordinaten  ihres  geineinsamen 
Flachenelements,  so  bertiliren  sie  sich  langs  der  ganzen  Cliarakteristik, 
die  durch  das  Flactenelement  (19)  hindurcbgeht;  vorausgesetzt;  dafs 
letzteres  nicht  singular  ist. 

329.  Das  Theorem  der  vorigen  Nr.  ist  auch.  eine  unmittelbare 
Folge  des  Satzes?  den  wir  am  Schlusse  des  Art.  245  ausgesprochon 
haben?  und  den  wir  fur  den  vorliegenden  Zweck  so  formuliren  wollen: 

Befriedigt  ein  m  +  \-gliedriges  RelationensystetH,  : 

(20)         &fa  x1  .  .  xmpt  .  .pmc)  =  0        (t  ~  1,  2,  .  .  m  -f  1  j 
die  Pfaff'scJie  G-leichung: 

0 


und  umfafst  es  die  Relation: 


so  gestattet  es  die  infinitesimale  Transformation  [Ff]7  il  It.  alle  A  us* 
drucke  [FR,^  verscJiwinden  vermoge  (20)  identisch. 

Ist  nun  (19)  eiu  Wertsystem,  fur  welches  F  regular  und  f—  von 

null  versctieden  ist;  und  bedeuten  die  Funktionen  (17)  die  Haupt- 
integrale  hinsichtlicli  xl  =  x^  der  linearen  homogenen  Gleichung 
[Ff]  =  0,  so  kann  man  diese  Funktionen  neben  %  als  neue  Variable 
in  das  Eelationensystem  (20)  einfiibren.  Enttielte  dann  das  traBB- 
formirte  System  eine  Grleichung  der  Form: 


so  mulste  man  vermoge  (20)  identiseh.  haben: 
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Da  aber  auf  der  rechten  Seite  dieser  Identitat  alle  Tenne  bis  auf  den 

o  xrr 

ersten  null  sind,  so  miifste  ^—  vermoge  (20)  verscliwinden.     1st  also 

letzteres  nicht  der  Fall,  so  verwandelt  sich  das  System  (20  j  vermoge 
unserer  Variabelntransfonnation  in  ein  Grleichungensystem,  das  nur  die 
Variabeln  Z7  Si  J7*  entliiilt.  Ersetzt  man  eine  dieser  Relationen  durch 
die  gegebene  Grleichung  }\  =  ^  und  eliminirfc  mittels  derselben  die 
Grofse  p^  aus  den  ubrigen,  so  entsteht  ein  System  der  Form  (18). 

330.  Urn  die  allgemeinste  nicht  singulare  Integral-  Mm  der  Glei- 
chung  P—e  zu  finden,  inuJs  man  aus  der  ({esamtheit  der  oo-7"™1 
eharakteristisehen  Streifen  eine  Schar  von  m  •—  l-fach  nnendlich  vieleu 
derarfc  horausgreifeii,  dais  dieselbeu  einen  Elenientverein  bilden.  Auf 
weldhe  Weise  dies  zu  geseheiien  hat;  ergiebt  sich  aus  Art.  315  oline 
weiteres.  Durcli  eine  leichte  Moditikution  der  dort  gebraneliten  Be- 
zeiehnungen  erhSlt  man  folgemle  liegel: 

Mun  bestimme  das  allgemeiuste  w-gliedrige  tUeicliungensystem; 

>  =  0  « 


welches  die  Pfaif  \sche  Gloichung: 
d: 


erfullt*  and  ernetze  clarin  die  £F,pt>  bezw.  durch  die  Funktionon  ^i%t\ 
Die  HO  entstehenden  m  Kelationon  deiiniren  danu  init  p{  =  ^  znsammeu 
die  ailgemeinsie  Integral-3//;l  dieser  Gleichung. 

Die  Relationen  (21  )  niiLssen  also  zusammen  mit  den  Gleichimgen 
./^  sss  ^0;  j^  =sa  ^*  ^/>/f  htfw)rtd-Mm-i  der  gegebenen  partiellen  Ditferen- 
tialgleiehung  p^  —  ^f  dcfiniren;  mit  Hdcksicht  daniuf  konnen  wir  die 
vorigo  Rogoi  auch  so  aussprechen: 

hfistimme  eine  Mid*  iff  ft  Int€(/rul-Mm.  i  der  partlelten  JJiftvwn- 
Pi  saH  ^?  ^fer«»  mjchtmge,  PunldnMnni{/falti</keit  in  der 
^=5=^°  ffdcyen  isf.  /^V1  oo^"™1  vliarakteriiitiiirlwn  Streifan^  die 
hetw.  vwi  dm  Fliidtuwlcmetttm  dieser  ^//«-i  audit  ufm,  crzmgm  die 
allffetHeinste  Intwjnd~Mm  der  (m/dbwuM  (lleirhimff;  und  as  gieht  auch  nur 
c/im  Iniegral-JMm,  wclehe  die  gcgrhene  Xntegml~Mm^i  mthalt.a 

Der  Satz  gilt  zunach&t  nur  unter  der  Annahme;  dafs  die  botrachteto 

$  P 
wAusgaEgs-Jfw_iw  nicht  alle  w  itelationen  ^     =»  0  bcfriedigt;   spater 

wird  er  nnter  der  allgemeineren  Voranssetzung  bewiesen,  dais  die  Aus- 
gangs*  Jfm-.j  nichi  lanter  singulire  FlSchenolemente  enthalt 

331,  Eine  Integral-  Mm—i  von  der  im  vorigen  Sate  geforderten 
Beschaffoaheit  wird  z.  B,  gabildet  von  alien  Flachenelementen,  welche 
sich  an  die  Punktmannigfaltigkeit: 
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anschliefsen.     Wir  kommen  so  auf  das  im  Artikel  317  genannte  In- 
tegral zuruck. 

Eine  andere  Kategorie  Ton  Integral-  Jfw-i  der  vorhin  genannten 
Eigenschaft  wird  erhalten,  wenn  man  alle  diejenigen  oo^"1  Flachen- 
elemente  betrachtet,  welclie  zn  einem  bestimmten  Punkt  P  mit  den 
Koordinaten  00r&J  .  .  oP  gehoren  nnd  der  Gleichung  p1  =  ^  geniigen. 
Die  m  +  2  Definitionsgleiclmngen  einer  derartigen  Integral  -  JfM_  j 
lauten  dalier: 


Wir  bezeichnen  ein  solches  Gebilde  als  einen  »Ekmentarkegd" 
der  partiellen  Differentialgleichung  p1  =  ^;  und  den  Punkt  P(5°^  .  dfj 
als  dessen  ;;Spitze". 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Fall  m  =  2;  so  giebt  es  oo1  Fliichen- 
elemente  %y0pc[  des  E^(xy^)7  die  eine  partielle  Differentialgleichuug: 


befriedigen  und  einen  bestimmten  Raumpunkt  P(xyi)  enthalten.  Die 
Ebenen  dieser  oo1  Flachenelenaente  umhiillen  im  allgern  einen  einen 
Kegel  mit  der  Spitze  P,  dessen  Gleichung,  in  laufenden  .Koordinaten 
%?}£  gesckrieben?  durcli  Elimination  der  Grofse  q  aus  den  boideu 
Gleichungen: 


g  —  g  =  ^  (g  ~  x)  +  2  (n  —  y)  ;       (i  — 

in  der  Gestalt: 


erhalten  wird.    Der  Elementarkegel  kann  auch  in  einen  Ebenenbflschel 
ausarten?  wenn  namlich  die  gegebene  Gleicbung  die  Form: 


p  = 

besitzt;  also  linear  ist.    Eine  ahnlicbe  geometrische  Interpretation  ist 
auch  im  Fall  m  >  2  anwendbar.    (Vgl.  auch.  Art.  178.) 

Die  charakteristiselien  Streifen;  welche  bezw.  von  den  FEcben- 
elementen  des  Elementarkegels  mit  der  Spitze  P  auslaufen,  eraeugen 
eine  Integral-  Mm  ,  deren  analytiscbe  Darstellung  durch  die  m+1 
Gleichnngen: 

(22)  A  =  ^;  g  =  ^o  |2  =  a;o..  tm==x*m 

gegeben  ist.    Dieser  Elementverein  wird  als  ,,das  gu  dem  Punkte  P 
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(/eJwrige  Integmleonoid'(  oder  aueh  als  »das  Integralconoid  mit  der 
Spitee  Pa  bezeichnet,  mid  war  deshalb,  weil  er  in  der  Umgebung  des 
Punktes  P  in  erster  Annaherung  mit  dem  zu  P  gehorigen  Blementar- 
kegel  zusammenfallt  1st  dies  Integralconoid  eine  Flache,  die  durcli 
die  Gleichung: 


definirt  wird,  so  ist  die  Funktion  <p  an  der  Stolle  o%  .  .  aP  oifenbar 
niclit  regular,  was  mit  einer  Bemerkung  des  Art.  317  tibereinstiinmt. 

Das  vollstandige  Integral  (22),  das  durcli  die  Methode  des  Art.  309 
in  erster  Linie  crlialten  wurde;  bestebt  demnach  aus  den  cow<  Integral- 
eonoiden,  deren  Spitzen  in  der  Ebene  ^  =  ^,°  gelegen  sind. 

Ist  ein  aus  Flachen  bestehendes  vollstandiges  Integral: 


der  Gleichung  yv  =  4'  gegel>en;  so  erhalt  man  das  Integralconoid  mit 
der  Spitee  P  offenbar  auch  als  JEnveloppe  aller  derjenigen  oom~"1 
Flachen  obiger  Schar,  die  den  Punkfc  P  enthalten,  d.  h.  durcli  Elimi- 
nation der  Grolsen  q  .  .  rWM  I  aus  den  Gleichungen: 


worm: 


gesetxt  ist 

EH  giebt  ini  allgemeineu,  den  <x>'w4-i  Punkton  des  Eaums 
JCi-f-i(-j*ri  *  •  ^W  entsprechend,  auch  w  +  1-fiich  unendlich  viele  Inte- 

gralconoide  der  gegebenen  Gleichimg  ]\  ==  ^.  1st  diese  nber  linear^ 
so  stellen  die  Kelationen: 

f  ^.  *0     t    _  n*0        fc     __  ,rO 

5  _  ^  ;  6.J  —  a?j  .  .  fe/w  —  ^w 

oow  llaumkurven  dar  (Art  311);  die  Integralcouoide  degeneriren  also 

in  diesem  Falle  in  die  Elementverane?  welche  sich  bescw.  an  gewinse 
oom  Kurven  anschliefsen.  Diese  Kurven  sind  nichts  anderes  als  die 
Charakteristiken  der  jetzt  linearen  partiellen  Differentialgleiehung  pt  •»  ^ 
(Art  311  u«d  53). 

Umgekehrt  erkennt  man  leicht;  dais  die  gegebene  pariielle  Dif- 
ferentialgleiehung i^  =  ^  notwendig  linear  sein  mills,  wenn  es  nur 
»-fach  unendlich  viele  Integralconoide  geben  soil  In  diesem  Falle 
gehSrt  nimlich  immer  zu  je  oc*  Punkten  dee  JBm+i  dasselbe  Integral- 
conoid;  dadurch  1st  aine  ^Z&rlegun^  des  J%»+i  in  w-faeh  unendlich 
viele  foiiimkurran  gegeben,  darart;  dais  m  alien  Punkten  derselben 
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Raumkurve  dasselbe  Integralconoid  geliort,  und  dafs  durch  jeden 
Punkt  eine  und  nur  eine  derartige  Kurve  C  hindurchgelit.  Es  sei  C 
eine  solche  Kurve,  P  ein  bestimmter,  P'  ein  beliebiger  Punkt  der- 
selben.  Da  nun  die  zu  P;  bezw.  P'  gehorigen  Integralconoide  iden- 
tisch.  sind;  so  mtissen  aucL.  alle  oo™-1  dharakteristischen  Streifen,  die 
den  Punkt  P  enthalten,  identisch  sein  mit  den  oom~l  Charakteristiken, 
welche  von  P  (bezw.  von  den  Flachenelementen  des  zu  Pf  geltorigen 
Elementarkegels)  anslaufen;  da  ja  das  genannte  Integralconoid  nur  von 
oo"1""1,  niclit  von  oom  Charakteristiken  erzeugt  sein  kann.  Zu  alien 
Charakteristiken  also,  deren  Ausgangseleinente  den  Punkt  P  enthalten, 
gehort  dieselbe  eindimensionale  Punktmannigfaltigkeit  (7;  und  die  Element- 
Mm,  die  sich  an  die  Kurve  G  anschlierst?  ist  also  nach  Art.  328  eine 
Integral-  JkfOT  der  gegebenen  partiellen  Dififerentialgleichung,  da  sie  von 
oo^""-1  charakteristischen  Streifen  erzeugt  wird.  Sind  also  die  Ranm- 
kurven  C  durcL.  die  Gleichungen:  * 


,  x 


1;  27  .  .  in) 


definirt;  so   hat  nach  Kap.  VII  unsere  partielle  Differentialgleichung 
notwendig  die  Form: 


=  0, 


1, 

Pi 

Vi 

8/1 

•  •     #m 

»/; 

8s 

3«x 

<H 

'    ?*„ 

^^      9^ 


was  zu  zeigen  war. 

Die  Integralconoide  konnen  auch  irn  Falle  einer  niclit  Knearen 
Grleichung  p1  ==  ^  degeneriren^  d.  h.  die  zugehorigen  Puuktinannig- 
faltigkeiten  konnen  ^-fach  ausgedehnt  sein,  wo  p  eine  Zahl  der  lieihe 
2;  3,  .  .  m  —  1  bedeutet.  So  hat  man  z.  B.  Q  <^_  m  —  1;  wenn  die 
gegebene  partielle  Differentialgleicliung  dem  Typus  y)  angehort.  Auf 
eine  genauere  Diskussion  der  hier  auftretenden  Moglichkeiten  konnen 
wir  indessen  niclit  eingehen. 

332.  Hat  man  die  PfaiFsche  Grleiehung  V0  =  0  auf  eine  reduxirtc 
Form: 

(23)  dz  -  n,ds,  ----  nma%m  -  o, 

worin  die  Funktionen: 


von  den  Variabeln  0,  x1  .  .  xm^  ..pm  abhangen,  BO  bestehen  die 
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Definitionsgleichungen  fiir  die  allgemeinste  Integral-  Mm  der  Gleiehung 
p±  =  ty  aiis  dieser  Relation  selbst  nnd  einem  beliebigen  w-gliedrigen 
Gleichungensystem  : 


das  die  PfalFsche  Gleichung  (23)  befriedigt.  Interpretiren  wir  nun 
die  2m  —  1  Grofsen  (24)  als  die  Koordinaten  der  Flacheiielemente 
eines  Raums  S,,t  mit  den  Punktkoordinaten  Z,  #3  .  .  ^w?  so  konntm 
wir  dieser  Thatsaehe  folgenden  Ausdruck  geben: 

Durch  die  2»i—  I  Fiuikfioneu  (24)  /rm/  e-m^  ^Abhilduny"  der 
ptirtidlf-n  Different  uilgltwhuny  ^  ===  $  rw*/'  (fr;?'  liaivni  li)n  varmittdt,  in 
dem  Shine  7  daft  jcdcy  lnteyral-Mm  der  partiellw  JiifferMifiafyleielwHff 
vine  (janz  hesthnmte  Elemwit~Mm—i  ties  J?wo  nnd  Huif/eMrf  jrder  Mle~ 
m^i  des  Hm  d'W'  (/ML?  hwthnnitc  J^to/nr/-J/w  der  (ildehung 


Ketxen  wir  die  Funktioiien  (24)  belickbigen  Konstanton  gleich?  so 
erlialten  wir  oiu  Relationcnsysiem,  das  mit  p{  =•  fy  xnsammen  cine 
(  'harakteristik  dieser  (ileichung  <larstellt;  demnuck  konncn  wir  hin- 


Jin  tier  (jcmnnlen*  AlbildiMy  mttyricht  jedtiM 
Rm  dm  dharnktwitfik  dw  ptuiidlen  Difl^rejitialfildrhnnfj  mid  umyckuhrt, 
!•$&{.  Benutet  man  ytutt  der  Funktioneu  1  241  die  in  Art  SSJf)  ge 

braucbten  Haiiptintegrale  J;  ^/;  JT/  so  gewinnt  der  soeben  geschilderte 
Abbilduiigsprozefs  eine  b<»sondors  einfache  Bedcutung. 

Den  Raurn  74  (S;  £*  •  «  iwJ3  in  welehem   wir  die  2w/  —  1  Grolsen: 

*>?  V»jf  *  *  few  ^ii  *  *  ^w 

als  Blemontkoordinaten  interpretiren,  koonen  wir  jeM  mit  derjenigeri 
w-dimeiiBionalen  ebenen  Punktmannigfaltigkeit  identiii/*ir«n  ?  welche 
(lurch  die  Relation  j\  ««  u^0  aius  dein  Raum  J4«^i  (V^t  .  .  xm)  au«- 
geschnitten  wird.  Durch  jedes  Frachenelement  des  RaumB  Jf/«+j: 


dessen  Koordinaten  durch  die  Relation: 

(2(5)  jP?-*(^"<^--/'!!l^ 

aaeiaander  geknflpffc  sind,  ist  dann  ein  Flachenelement: 
(27)  ^••^••/4 

des  JRm  bestimmtj  IB  dem  Sinae?  dafs  die  zn  clem  Element  (25)  $e- 
horige  Ebene  des 

v,  W«b*ry  Dan 
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j-ao-^-O  +  •  •+*&(*» --^ 

den  Baum  JR.  nach.  einer  ,,Ebene«  dieses  Raums  sehneidet,  die  dnrch 
die  Q-leidmng: 

g  _  ,o  =  ^o  (|a  _  3*)  +  .  .  +  ^(^  _  ,< ) 

definirt  wird.  TJmgekehrt  ist  durcli  jedes  Flaahenelement  (27)  cles  J?M 
ein  ganz  bestimmtes  Flachenelement  (25)  des  Bm+l  festgdegfc,  wenn 
man  #t°  aus  der  GHeichung  (26)  bereclmet 

Wir  driicken  diese  Beziehung  kurz  dadurch  aus,  dais  wir  sagen: 
das  Flachenelement  (25)  schneidet  aus  dem  Rauni  Rm  das  Flaeheii- 
element  (27)  aus,  and  umgekehrt  gekt  durcli  jedes  Flachenelement  (27) 
dieses  Raums  ein  und  nur  ein  der  Gleiclmng  ^  =  *  geniigendps 
Flachenelement  des  Jf^+i  Mndurch. 

Die  Relationen: 

(28)       A  —  ^;  6  —  «°,  6*  =  a*°>  ^  =  P?       tt  —  2,  3, . .  »0 

delBniren  nun  den  charakteristischen  Streifen7  der  das  Ausgangselement 
(25)  enthalt;  wir  konnen  daher  sagen:  die  Charakteristik  (28)  schneidet 
aus  dem  Rm  das  Flachenelement  (27)  aus,  und  ist  durcli  Angabe  den 
letzteren  eindeutig  festgelegt. 

Eine  beliebige  Integral- Mm  der  Gleichung  ft  =  ^  wird  erzeugt 
von  oo77*"1  Charakteristiken;  yon  denen  jede  aus  dem  Rm  ein  Plachen- 
element  dieses  Raums  ausschneidet;  alle  so  erhaltenen  Flachenelementc* 
bilden  eine  Element- JfTO_i  des  Bm,  welclie,  wie  wir  sagen  kSnnen,  von 
der  betrachteten  Integral- Mm  aus  dem  Em  ausgeschnitten  wird. 

Bedeuten  also  £,  \h  x£  die  2m  — 1  Hauptintec/rale  der  lineawn 
homogenen  Gleichung  (1)  Mnsiclitlieh  x±  =  x^9  und  deuten  mr  tlitw 
Grofsen  als  Koordinaten  der  Flachenelemente  desjenigen  Hawms  Rm,  dvr 
innerhall  des  Raums  Rm^.i(^x1 . .  a?/rt)  dwell  die  Eelation  rr1=^l°  de- 
finirt ist,  so  erJialten  wir  eine  Allildmg  der  GMchunq  pt  «=  4\y  bci  der 
jeder  Charakteristik  dasjenige  Flachenelement,  nach  dem  m  dm  Hm 
sckneidet,  ferner  jeder  Integral-Mm  diejenige  Element-Mm^i  cMteprieht,  din 
sie  aus  dem  Sm  ausschneidet. 

TJmgekekrt  entspricM  lei  dieser  Ablilduny  jedem  Flachenelemmi, 
jeder  Element-Mm^i  des  Rm  eine  und  nur  eine  CharaJctmstil*? 

.  Integral-Mm  der  partiellm  Differentialgleichung  pl  =  ^. 

Insbesondere  entspricht  bei  dieser  Abbildung  jedem  Integralconoid 
der  Grleichung  p±  =  ^,  dessen  Spitze  P  im  Rm  gelegen  ist,  diejenige 
Element- Jfm_i  dieses  Raums;  welche  von  alien  durch  P  gehenden 
Flachenelementen  des  Em  gebildet  wird,  und  umgekekrt 

Ist  z.  B.  die  partielle  DijBferentialgleicb.ung: 
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(29)  p  =  4>(xyeq) 

gegeben,   und  ist   fy   an   der  Stelle  a^o^ffc  regular,   bezeichnet  man 
ferner  mit: 


diejenigen  Integrate  der  linearen  partiellen  Difterentialgleichung: 

cf  4.  f  *  ff  4.  L  ^  _ 

<,  -1-         -t- 


CJ, 


die  sicli  fur  #  =  .r0  hezw.  auf  jsr,  y?  j  reduziren,  imd  deuteu  wir  g,  7;7  K 
uls  Koordinaten  der  Linieneleinente  in  der  Ebene  ^  =s  xf  ^Art.  ITS  I), 
so  entspricht  jedem  Verein  von  ex)1  Linionelementon  dieser  Ebene,  d.  h. 
jedein  zweigliedrigen  Gleicliungensyatein  In  5?  T^?  x,  das  die  Plaff'sche 


Gleichung: 


oritillt,  eine  Integral-  J4  dor  Gleichung  (UJJ)j.     !5o  giebt  es  z.  R  eine 

und  nur  eine  Integralfiache  von  (29  )?  welclie  aus  unserer  Ebene  die 
durch  die  (Jrleichung: 


detinirte  Kurve  anssclmeidet;   ilire  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Eli- 
mination von  tj  aus  den  lielationen: 


na<^hdem  man  darin  die*  ^,  j?/?  %  durch  ihre  Ausdriicke  in  xyzg  ersetet 
hat.    Dan  Intogralconoid  mi't  der  Spitzc  tf'ojf/0#0  orhiilt  man  durch  Eli- 

mination der  Variabeln  //  HUB  den  zwei  (lleichnngen: 


eine  Elimination,,  die  immer  aunfflhrbar  i«t,  wenn  ^  nicht  die  Form 


Ist  (23)  eine  beliebige  reduzirte  Form  dor  Pfaff'schen  Gleichung 
V0  ««  0;  HO  sind  die  Z  #///»•  Funktionen  der  ifm  —  1  Variabeln  f^sr/ 
alleln;  und  zwar  die  reehten  Selten  einer  BerHhrungstransformation 
dieser  Grofsen.  Darnach  konnen  wir  sagen: 

Aus  der  vorhin  definirten  spezielleu  Abbildung  erhalten  wir  die 
aligemeinste^  in  Art.  382  charakierisirte  Abbildung,  indein  wir  auf  die 
2w  —  I  Veranderlichen  S?  |/,  rti  eine  beliebige  BertQurungstransformation 
aus&ben;  ebenao  gewinnen  wir  aus  irgend  einer  be&timrnten  Abbildung 
der  genannten  Art  die  allgemeinste  durch  Ausfibung  einer  Berflhnings- 
transforination. 
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334.  Unter  den  mehr  als  m-gliedrigen  Relationensystemen,  welche 
die  Pfaff'sche  Gleichung  V0  =  0  oder: 

d%  —  fydlb  ----  Xmdfcm  =  0 

befriedigen,  befinden  sich  nach  Kap.  VII  auch  solche,  die  sich  nicht 
durch  die  Variabeln  t^i  allein  ausdrucken  lassen.  1st  demnach  v 
erne  Zahl  <  m,  so  bilden  diejenigen  Integral-  Mv  der  Gleichung  p^  =  fy 
die  sich  durch  ein  Gleichungensystem  der  Form: 

^  =  ^  Siiifa  £2  .  .  %myti  .  .  tfm)  =  0        (i  =  1,  2,  .  .  2m  —  v) 

darstellen  lassen  ;  eine  besondere  Kategorie  yon  i/-jfiach  ausgedehnten 
Integralmannigfaltigkeiten;  wir  wollen  dieselben  als  ^charakteristisclie  M<  v" 
der  Grleichung  p±  =  ^  bezeichnen;  eine  charakteristische  -Mj  ist  dar- 
nach  nichts  anderes  als  ein  charakteristischer  Streifen.  Bei  der  Ab- 
bildung  der  vorigen  N"r.  entspricht  jeder  charakteristischen  Mv  die 
Element-  Jfv_i;  die  sie  aus  dem  Eanme  Bm  ausschneidet,  und  umgekehrt 
geht  durch  jede  Element-  Mv—i  dieses  Raums  eine  ganz  bestimmte 
charakteristische  Mv  der  partiellen  Differentialgleichung  hindurch. 

Bine   charakteristische   Mv  ist   offenbar   dadurch    gekennzeichnet, 
dais  sie  von  oov~1  Charakteristiken  erzeugt  wird, 

335.  Wir  betrachten  ein  Plachenelement  E0  mit  den  Koordinaten: 

(30) 


das  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  p^  =  ^  erftillt;  ferner 
bedeute  EQ'  ein  benachbartes  Flachenelernent,  dessen  Koordinaten  die 
Werte: 


besitzen.    Wir  nehtnen  an,  dafs  die  Relationen: 


bestehen?  wenn  mit  ^0  die  rechte  Seite  der  Grleichung  (26)  bezeichnet 
wird,  dafs  also  EQ  mit  E0  yereinigt  liegt  und  ebenfalls  die  gegebene 
Gleichung  p1  =  ^  befriedigt. 

Durch  die  Ausgangselemente  EQ  und  E0'  sind  zwei  unendlich  be- 
nacJibarte  charakteristische  Streifen  C  bezw.  Gr  festgelegt.  Ist  E  ein 
bestimmtes  Flachenelement  des  von  EQ  auslaufenden  Streifens  C,  und 
sind  exifi  dessen  Koordinaten,  so  sind  die  Grofsen: 
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die  Koordinaten  ernes  zu  E  benachbarten  Flachenelements  E'  des 
Nachbarstreifens  C',  falls  die  Inkremente  d#,  dXidpt  den  Relationen: 

(32)    dpl  =  dil>  ;  d£  =  d^  d&  =  dxf;  da,  =  dp  °    (i  =  2,  3  .  .  m) 

geniigen;  die  Differentiationssymbole  auf  den  linken  Seiten  dieser 
Grleichungen,  sowie  das  Symbol  dty  beziehen  sich  auf  alle  2  m  Variabeln 
g$i  .  .  xmp%  .  ,pm.  Nun  hat  man  aber  die  Identitat: 

de  — 


und  die  Koordinaten  von  E  genugen  den  Relationen: 

ft  -  *;  g  -  ^;  |/  =  s»°;  ^  =  p?      (i  -  2,  3,  .  .  m); 
aus  diesen  Beziehungen  folgt  also  mit  Rucksiekfc  auf  (31)  und  (32): 
de  —  p±dx^  ----  Pmdxtn  =  07 

d.  L  die  beiden  Fladienelemente  E  und  Ef  befinden  sich  in  ver- 
einigter  Lage. 

Wenn  zwei  benachbarte  Streifen  C,  G'  die  Bigenschaft  besitzen; 
dafs  ein  beliebiges  Element  E  von  G  mit  alien  benaehbarten,  auf  C' 
gelegenen  Elernenten  vereinigt  liegt;  so  sagen  wir:  7,die  beiden  NacJibar- 
streifen  GCf  liegen  ihrer  ganzen  AusdeJmung  nach  vereinigt. 

Demnach  konnen  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

G-eniigen  zwei  lenachbarte  ,  vereinigt  liegende  Flachenelemente  J?0 
und  EQ  alle  beide  der  gegelenen  partiellen  Differentialgleichung  pt  =  ty, 
und  lesiteen  sie  dieselbe  Koordinate  %  =  x^  so  liegen  die  beiden  von 
ilmen  auslauf'enden  cliaraUeristischen  Streifen  iJirer  gmten  AusdeJmunc/ 
nacli  vereinigt. 

Dieser  Satz  ist;  wie  wir  sogleich  sehen  werden;  nur  eine  andere 
Ausdrucksform  fur  die  Resultate  der  Nr.  330. 

336.  Indem  wir  die  in  Art  327  gegebene  analytische  Darstellung 
der  charakteristischen  Streifen  heranziehen;  gelangen  wir  zu  einer  nahe- 
liegenden  Verallgemeinerung  des  soeben  formulirten  Satzes. 

Sind  %?  vl/?  (Hi  die  in  Art.  327  definirten  Funktionen  der  2m  -f-  2 
Variabeln: 

(33)  **°,  a?--  <,«>?. 


so  bezeichnen  wir  mit  (JF)  diejenige  Funktion?  die  aus  der  linken 
Seite  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  F  ™  c  entsteht, 
wenn  man  darin  die  Variabeln  0%ipi  bezw.  durch  %,  A^  ft;  ersetzt.  Da 
F  eine  Losung  der  homogenen  linearen  Grleichung  (12)  oder  auci,  des 
simultanen  Systems  (16)  ist,  so  hat  man  identisch  fiir  jedes  beliebige 
Wertsystem  (33): 
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d(F) 

- 


S(F) 


(34) 


wenn  in  Q  die  $$$1  durch  die  %,  i;9  pi  ersetzt  werden, 
Wir  bezeichnen  nun  mit  U  den  Pfaff'schen  Ausdruck: 


worin   das  Differentiationssymbol   d  sich   auf  alle  2m  +2  Variabeln 
(33)  bezieht.    Dann  folgt  mit  Riicksicht  auf  (34): 


(35) 


V  «(*') 


d(F) 


Nun  isi  J*7  ein  Integral  von  (12),  also  enthalt  (F)  die  Variabele 
t  nur  scheinbar,  und  wird  sorait  nicht  geandert,  •wenn  man  t  durcL.  r 
ersetzt.  Durci.  diese  Substitution  aber  verwandeln  sich  die  Funktionea 
%,  lt,  (if  bezw.  in  ^0«,°|)(-0,  d.  h.  man  bat  fur  jedes  beliebige  Wert- 
system  (33)  identiscb: 


Die  recbte   Seite   dieser   Gleichung  werde  F0   genannt;   durch  totale 
Differentiation  folgt  jetzt: 


Aus  (35)  erhalten  wir  nunmenr: 


(36) 


Diese  Relation   kann    als    eine  gewohnliche  lineare  Differential- 
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gleichung  1.  Ordnung  mit  der  TJnbekannten  U  und  der  unabhangigen 
Variabeln  t  gedentet  werden. 
Wir  schreiben  nun: 


wobei  Q  als  Funkton  der  2m  -j-  2  Grrofsen  (33)  auszudrficken,  und  bei 
den  Quadraturen  die  Grrofsen  #0#/°2?/)  als  Konstante  zu  behandeln  sind. 
Verstehen  wir  dalier  unter  (IQ  den  Ausdruck,  in  den  U  vermoge  t  =  r 
ubergeht,  so  folgt  aus  (36): 


d.  h.  also: 


worin  dFQ  fur: 


gesciirieben  wurde;  und  ^;  (?'  gewisse  Funktionen  der  2m  -(-  2  Variabeln 
(33)  bedeuten. 

Sind  nun  0°?  $,°,  ^°  die  Koordinaten  eines  nictt  singularen  Flaclien- 
elements  E^  so  sind  ^  l?}  p^  wenn  t  beliebig  gewahlt  wird;  die  Ko- 
ordinaten irgend  eines  Flachenelements  E  der  von  B0  ausgehenden 
Cliarakteristik.  1st  dann  JB0'  irgend  ein  zu  JS0  benachbartes  Flachen- 
element  init  den  Koordinaten 


und  setzt  man  beispielsweise: 


so  sind  ^  -f  ^%?  A,  +  rfA/,  /t/  -f-  dfa,  wenn  df  willkurlicli  gewahlt  wird? 
die  Koordinaten  des  allgemeinsten,  zu  E  benachbarten  Flachenelements, 
das  auf  der  durcb.  EQ'  gehenden  Nachbarcharakteristik  gelegen  ist.  Aus 
der  Identitat  (37)  folgt  jetzt  sofort: 

G-enugen  0wd  ftenacJibarte,  vereinigt  liegende  Flachenelemente  #°  .  .  p£ 
und  $  +  ^^°?  •  *  Pm  +  dPm  °^e  ^e^e  ^er  gegebenen  partietten  Differential- 
gleichwng  F  =  c,  d.  JL  sind  die  Relationen  : 

F,  =  c,  dFQ  =  0 
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erfullt,  so  liegen  die  von  ihnen  auslaufenden  lenachbarten  cliarakteristischen 
Streifen  Hirer  gaw&en  Ansdehnung  nacJi  vereinigt. 

337.  Wir  ersetzen  in  den  vorhin  gebrauchten  Funktionen  #;  A/;  ^ 
die  Yariabeln  <3°#,0jp/0  ^ezw.  durch  0,  xt,  p<,  ferner  %  durch  null  und 
t  durch  —  t,  und  betrachten  das  Gleichungensystein : 

^    ===  %   (       '  ^  ^?  ^1  *   '  ^m>  $1   '  '  $m/ 

/ft  LA  ,-'    1     /  f      «     /y»  /y>  /in  -yi     ^  1 

(3b)  X;   -  i,(-  t,  1,^..  X,n,l\  •  -Pm)\  (i=1;2_ 


das  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Tronsformationen  der  2m-}-  1  Ver- 
anderlicken  $%p  darstellt;  diejenige  namlich^  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation: 

M\ 

(39) 

erzeugt  wird  (Art.  54). 

tlbt  man  auf  ein  beliebiges  Flachenelement  (30)  ?  das  nieht  samt- 
liche  2m  Relationen: 

vF       A       8  F   t        ti  F       A/         10          \ 


befriedigt;  alle  ex)1  Transfonnationen  (38)  aus;  so  durchlaufl  es  die 
von  ihm  ausgehende  Charakteristik  der  partiellen  Differentialgleichung 
P—FQ.  Die  cx)2w*  charatteristischen  Streifen  der  Gleichung  F=c 
fworin  c  eine  arUtrare  Konstante  bedeutet)?  konnen  aus  diesem  Grunde 
aucit  als  die  ,$ahnstreifen*  der  infinitesimalen  Transformation  [Ff] 
bezeichnefc  werden. 

Bezeiclinet  c  eine  bestimmte  numerisclie  Konstante  ,  so  ordnet  die 
infinitesimale  Beriihrtingstransforination  : 

(39a)  [Ff]-(F-c}^ 

jedem  Flachenelement  ,  das  die  "Relation  F  =  c  erfiillt;  genau  dasselbe 
unendlicb  benachbarte  (mit  ihm  vereinigt  liegende)  Macbenelement  zu^ 
wie  die  infinitesimale  Transformation  [Ff]]  tibt  man  also  auf  ein  be- 
liebiges nioht  singulares  Flacbenelement  E0  der  partiellen  Differential- 
gleichung I  ==  c  die  von  der  infinitesimalen  Transformation  (39  a)  er- 
zeugte  eingliedrige  Gruppe  von  Bertthrungstransformationen  aus;  so 
durchlauft  es  gleicbfalls  die  von  ibm  ausgebende  Charakteristik  dieser 
Gleichung. 

Nach    Art  245   und    329    gestattet   nun   jedes   m  -)-  1-gliedrige 
Grleichungensystem  : 
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(41)  F  =  c;  Hi(0x1  .  .  xmp!  .  .  pm)  =  0        (i  =  1  .  .  m\, 

das  eine  Integral-  Jfm  yon  F  =  c  darstellt,  die  infinitesimale  Trans- 
formation [Ff]'  sind  also  die  Belationen  (40)  vennoge  (41)  nicht  alle 
erfulltj  so  wird  nnsere  Integral-  Mm  von  m  —  1-fach  unendlich  vielen 
Charakteristiken  erzeugt,  d.  h.  1st  EQ  ein  nicht  singulares  Flachen- 
element  dieser  Mm,  so  1st  die  ganze  Charakteristik  mit  dem  Ausgangs- 
element  E0  auf  der  Mm  enthalten. 

Der  Satz  der  vorigen  Nr.  lafst  sich  jetzt  so  ausspreclien: 
Zwei   beliebige   benachbarte   Flacheneleuaente  &$i])i  und   $  -f~  ^ 
Xi  +  dtt%>  Pi  +  dp*,   die   sick   in   vereinigter  Lage   befinden   und  den 
Grleicliungen: 


geniigen,  werden  durcli  jede  Transformation  der  eingliedrigen  Grruppe 
(38)  wiederum  in  zwei  benachbarte,  yereinigt  liegende  Elemente  g'xtpf 
und  /  -f-  d#',  X{  -j"  d%i,  p,'  -f-  dpi  iibergefuh.rt;  die  den  Relationen: 


geniigen. 

338.  Urn  darnach  die  allgemeinste  Integral-Mm  der  gegebenen  Grlei- 
chung  F=c  m  finden,  ivahle  man  eine  Integral-  Mm—i  derselben  ~be- 
tiebiff,  dock  so,  dafs  sie  Jceine  cJiaraJcteristische  Mm—i  ist,  und  nicht  aus 
lauter  singidaren  FldcJienelementen  lesteht  ,  und  bestimme  $u  jedem 
Fldclienelement  dieser  Mm-i  die  von  Am  auslaufende  Ckarakteristik; 
die  so  erlialtenen  oo™-1  Streifen  erzeugen  dann  eine  lntegral~Mm;  oder 
ettvas  anders  ausgedruckt:  Unterwirft  man  die  gewahlte  Integral-  Jkfm—  i 
den  oo1  Transformationen  der  eingliedrigen  Grruppe  (38)  (oder  auch: 
der  von  der  infinitesimalen  Transformation  (39  a)  ergeugten  eingliedrigen 
Gruppe  von  Beruhrungstransformationen),  so  nimmt  sie  oo1  Lag  en  an, 
die  0usammengenommen  eine  Integral-Mm  der  partiellen  Differential- 
gleichung  F  =  c  Ulden. 

Grleictweitig  erkennt  man,  dafs  eine  beliebig  gewahlte  Integral-Mm^.i, 
die  nicht  alle  Belationen  (40)  erfullt,  auch  nur  auf  einer  Integral-Mm 
enfhalten  ist 

Dafs  jede  nicht  singulare  Integral  -Mm  auf  diese  Weise  erhalten 
werden  kann;  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Tliatsache,  dafs  eine 
solche  Mm  von  oom—  x  Charakteristiken  erzeugt  wird.  Urn  zu  zeigen; 
dafs  man  durch  den  genannten  Prozefs  auch  wirklich  immer  eine  In- 
tegral- Mm  erhalt?  gentigt  es  offenbar  nachzuweisen?  dafs  auf  dem  an- 
gegebenen  Wege  tiberhaupt  eine  Element-lfm  zu  stande  kommt. 

Es  werde  mit  S0  die  willkurlich  gewahlte  Ausgangs-Jfm__i  be- 
zeichnet;  dann  bilden  die  oo^-1  Oharakteristiken?  die  bezw.  von  den 
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Flachenelementen  des  Elementvereins  $0  auslaufen,  notwendig  eine 
Schar  S  von  oo™  Flachenelementen;  denn  enthielte  S  nur  oo™""1 
Flachenelemente,  so  ware  es  mit  80  identisch,  und  S0  ware  sonach  yon 
oow~2  Charakteristiken  erzeugt;  also  eine  charakteristische  Mm~i}  was 
ausgeschlossen  wurde. 

Es  sei  nun  EQ  ein  Flachenelement  von  $0;  und  E  ein  beliebiges 
Flachenelement  der  von  E0  auslaufenden  Charakteristik  G.  Man  er- 
halt  dann  alle  der  Schar  S  angehorenden,  zu  E  benachbarten  Flachen- 
elemente,  wena  man  alle  zu  C  benachbarten  Charabteristiken  der  Schar 
S  und  auf  jeder  die  zu  E  benachbarten  Flachenelemente  aufsucht.  Da 
aber  alle  in  $0  enthaltenen,  zu  EQ  benachbarten  Flachenelemente  mit 
.E0  vereinigt  liegen?  so  sind  die  erwahnten  Nachbarcharakteristiken 
nach  Nr.  336  alle  mit  C  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  vereinigt;  die 
Schar  S  besitzt  also  die  Eigenschaft,  dafs  ein  beliebiges  Element  E 
derselben  mit  alien  Nachbarelementen  derselben  Schar  vereinigt  liegt, 
und  dies  ist  nach  Kap.  VII  die  charakteristische  Eigenschaft  eines 
Elementvereins;  w.  z,  b.  w. 

Die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c  besifyt  also  eine  und  nur 
eine  Integral-Mm,  die  eine  willkurlicfi  vorgeschriebene  Integral-  Mm~i 
entMltj  vorau$ffeset#t,  dafs  die  leMere  weder  singular  ;  noch  charakteri- 
stiscJi  ist. 

Eine  cJiarakteristische  Integral-  JfTO_i  ist  demgegenuber  offenbar 
dadurch  ausgezeichnet,  dafs  sie  auf  unbegrenzt  vielen  Integral-  Mm  der 
gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  enthalten  ist. 

339.  Der  vorhin  geschilderte  Iritegrationsprozefs  lafst  sich  ana- 
lytisch  folgendermafsen  formuliren: 

Auf  den  rechten  Seiten  der  Grleichungen; 


(42) 


i  =  l..  m] 


denken  wir  uns   die  Grofsen  ^°  xp  $P    durch   ein  Grleichungensystem 
der  Form: 

(43)    ^  =  j^^  .  ,  um-i)]  a?/°  =  ?(%  .  .  w>rt_i);  p?  «=  ^)(%  ,  .  um^) 

als  Funktionen   der  Parameter  ut  .  .  um^i   derart  bestimmt,   dafs  die 
Belationen: 


(44) 

df 
identisch  fur  alle  Werte  der  ue  und  ihrer  Differentiate  bestehen,  d.  h. 
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also,  dafs  durch  die  Gleichungen  (43)  eine  IntegraHfm__!  der  ge- 
gebenen  partiellen  Differentialgleichung  dargestellt  wird.  Durch  (42) 
werden  dann  die  0%ipt  als  Funktionen  der  m  unabhangigen  Parameter 
t,Ui..Um—i  dargestellt  ,  und  die  Elimination  der  letzteren  liefert  die 
m  +  1  Definitionsgleichungen  derjenigen  Integral-  Mm)  welche  die  will- 
kiirlicli  angenommene  Integral-  -Mm—  i  (43)  enthalt;  jede  niclit  singulare 
Integral-  Mm  kann  auf  diesem  Wege  erhalten  werden. 

Wie  man  die  allgemeinste  Integral-  Jfm_i  erhalt,  haben  wir  in 
Art.  300  gesehen.  Darnach  braucht  man  nur  zu  den  in  den  Variabeln 
#Q%?pi*  geschriebenen  m  -f-  1  Definitionsgleichungen  einer  ganz  beliebigen 
Element  -Mm  die  Relation  (44)  hinzuzufugen  nnd  mittels  der  so  er- 
haltenen  Grleichungen  m  +  2  von  den  Grofsen  tPx?p?  als  Punktionen 
der  m  —  1  ubrigen  auszudriicken;  welch'  letztere  dann  mit  den  Para- 
metern  %  identifizirt  werden  konnen. 

So  liefern  beispielsweise  die  Relationen:  - 

(45)  s 

(46)  L-tf 


mit  (44)  zusammen  eine  Integral-  Jfcfw«.i;  die  Elimination  der  2m  +  2 
Grofsen  t,  0*x?p!>  aus  den  3m  +  3  Gleidhungen  (42)  (44)  (45)  (46)  er- 
giebt  die  m  -f-  1  Definitionsgleichungen  derjenigen  Integral-  Jfm?  welche 
die  willkurlich  gewahlte  Punktmannigfaltigkeit  (45)  enthalt. 

Die  soeben  geschilderte  Methode  zur  Herstellung  der  allgemeinsten? 
nicht  singularen  Integral-  Mm  ist  insofern  etwas  allgemeiner  als  das 
Verfahren  des  Art.  315;  als  sie  eventuell  auch  solche  Integral-lfm  zu 
liefern  imstande  ist;  welche  die  m  Relationen: 


nicht  aber  alle  Gleichnngen  (40)  erfiillen.  Jede  der  oo™-"1  Charakteri- 
stiken;  von  denen  eine  solche  Mm  erzeugt  wird;  besteht  aus  ool  Flachen- 
elementen,  die  denselben  Punkt  enthalten  (Art.  327),  und  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit,  an  die  sich  eine  derartige  Integral-  Mm  anschliefst;  ist 
daher  hochstens  m  —  1-fach  ausgedehnt.  Es  brauchen  nicht  notwendig 
Integral-lfOT  dieser  Art  zu  existiren.  Alle  andern  nicht  singularen  In- 
tegral-Mm  dagegen  Tconnen  auch  durch  das  Verfahren  des  Art  315  ge- 
women  werden. 

340.  Ist  ein  vollstandiges,  aus  Plachen  bestehendes  Integral: 

(47)  8  =====  9  fa  .  .  xm  ct  .  .  Cm,  e) 


460  Kap.  XII.    Partielle  Differentialgleicfeungen  erster  Ordnung.          [340] 


der  Gleichung  F=c  gegeben;  so  sind  die  so2™-1  charakteristischen 
Streifen  durch  die  Relationen; 

^toj   0  =  w,  pt       TJ-J-;  g—  -j-    k  £  v  ?  ) 

definirt  Um  diejenige  Charabteristik  zu  bestimmen,  die  das  nicht- 
singulare  Flachenelement  g^xpp?  enthalt,  hat  man  in  diesen  Relationen 
fur  die  Ct  und  b%  ihre  aus  den  2m  Gleichungen: 

folgenden  Werte  einzusetzen.  Dafs  diese  2m  Gleichungen  vertraglich 
sind  und  fur  die  c^  ein  und  nur  ein  Wertsystem  ergeben,  folgt  un- 
mittelbar  daraus ,  dafs  das  Flachenelement  $  x? p®  der  gegebenen 
Differentialgleichung : 

\      /  ^        1    *    -f-Trtf 

geniigt  und  nicht  singular  ist.    Es  werde  jetzt  durch  die  Gleichungen: 

und  durch  (50)  eine  beliebige  Integral- Mm^1  dieser  Gleichung  dargestellt. 
Die  Relationen  (48)  (49)  (50)  (51)  reduziren  sich  auf  6m  -(-  1  un- 
abhangige;  eliminirt  man  aus  ihnen  die  4m  Grofsen  ^xtQpi°cfhj  so  er- 
geben  sich  die  m  -j-  1  Definitionsglezchungen  der  Integral- Mm }  welche 
die  Mannigfaltigkeit  (50)  (51)  enth'ali  Auch  wissen  wir;  dafs  die  ge- 
nannte  Elimination  stets  moglich  ist  und  ein  m  -f-  1-gliedriges  Glei- 
chungensystem  ergiebt,  vorausgesetzt,  dafs  die  durch  (50)  (51)  dar- 
gestellte  Integral-Jfm_i  weder  charakteristisch  noch  singular  ist. 

Wollen  wir  z.  B.  diejenige  Integralfuntion  0  der  Gleichung  F=c 
finden,  welche  sich  vermoge  x±  =  x±  auf  die  willkiirlich  vorgeschriebene 
Funktion  <p(x2..%m*)  reduzirt;  so  haben  wir  als  Ausgangs-Jfm_i  die 
folgende  zu  wahlen: 

=  c;  ^°  =  gjQ5  ^o  =  const. 
(52) 


Die  Elimination   der  Grofsen  ^..jp^,   J2 . .  &m   aus  (48)   (49)  (52) 
liefert  die  Relationen: 
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und  durch  Elimination  der  2m  Grrofsen  cx  .  .  cm  x^  .  .  x^  Q  aus  diosen 
2m  +  1  Grleichungen  gewinnt  man  die  gesuehte  Relation  in  den  Va- 
riabeln  ^x1  .  .  xm  allein. 

Um  noch  ein  anderes  Beispiel  fur  das  gesehilderte  Verfahren  zu 
betrachten,  sei: 

(53)  $  =  <X>(xy,afy 

irgend  ein  yollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(54)  p  —  il>(xyzq), 
und  eg  seien: 

(55)  #0  =  e(o?0);  y0  =  ri(x^  p0  =  n(x^  q0  =  K(XO) 

die  Deflnitionsgleichungen  irgend  eines  Streifens,  dessen  oo1  Flachen- 
elemente  die  Relation  (54)  befriedigen,  und  der  weder  eine  Charak- 
teristik  dieser  Gleichung  darstellt,  noch  aucli  aus  lauter  singularen 
FlachenelementeD  besteht.  Will  man  jetzt  diejenige  Integralflache 
finden?  die  den  Streifen  (55)  entL.alt;  so  liat  man  die  acht  Grrofsen 
c  aus  den  Relationen: 


35"       G  W  =    ;  ~8 

zu  eliminiren;  diese  12  Relationen  reduziren  sich  auf  11  nnabliangige, 
da  ja  sowoKL  aus  der  vierten;  ftinften  und  seclisten  als  auch.  aus  den 
letzten  vier  Gleictungen  die  Relation: 


hervorgelit     Der   Streifen  (55)   bestimmt  unter  den  gemachten  An- 
nahmen  im  allgemeinen  eine  durch  ihn  hindurchgehende 

(56)  *  = 


Eine  Ausnahme  wurde  nur  dann  eintreten,  wenn  alle  oo2  Flachen- 


elemente?  die  sich  an  die  Raumkurve: 


anschliefsen,  die  Gleichung  (54)  erftillten,  was  nur  unter  speziellen 
Annahmen  iiber  die  Funktion  ^  der  Fall  ist.  Sehen  wir  von  dieser 
Moglichkeit  ab;  so  mufs  sich.  die  gesuchte  Gleichung  (56)  offenbar 
auch  ergeben,  wenn  man  aus  den  Relationen: 
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die  5  Grofsen  xQyQ,  a,  I,  c  eliminirt.  Die  so  erhaltene  Flache  (56) 
lafst  sicli  augenscheinlich  auch.  definiren  als  die  Enyeloppe  derjenigen 
eingliedrigen  Flachenschar,  welche  erhalten  wird?  wenn  man  zu  jedem 
einzelnen  Flaehenelement  E  des  Streifens  (55)  die  Flache  der  Schar 
(53)  bestimmt,  auf  weleher  E  gelegen  1st. 

341.   Es    eriibrigt  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  den  Fall  ein- 
zugehen,  dafs  eine  partielle  Differentialgleicliung  : 


vom  Typus  y)  Yorgelegt  ist;  und  die  zweite  Definition  des  Integral- 
begriffs  (Art.  302)  bevorzugt  wird.  Lost  man  die  Gleiclmng  (57) 
folgendermafsen  auf: 


und  bringt  man  den  Pfaff'schen  Ausdruck: 

V07  =  tyd^  +Pzdfy-i 
nacL.  der  MetHode  des  §  2  auf  die  Normalform: 


wobei  hinsicLtiich  der  Variabeln  j?a  .  .  pm  die  MI  komogen  erster,  die 
homogen  imllter  Ordnung  sind;  so  definiren  die  Relationen: 


ein  System  von  oo2m~"s  Streifen?  d.  h.  Scharen  yon  je  einfach  unend- 
lich  yielen  Flaclienelemente  ^  . .  xmpl .  ,jpOT  des  Eaums  Em(x^  . ,  a?TO); 
diese  Streifen  sind  nach  der  gegenwartigen  Auffassung  als  die  ;,Cha- 
rakteristiken^  oder  wctarakteristischen  Streifen"  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung  (57)  zu  bezeichnen,  wahrend  nach.  der  friiheren  Auf- 
fassung, d.  L  also  im  ^+1(0%^.  .xm)  die  Charakteristiken  durch  das 
System: 

*  =  tf17  xt  =  y^  &  =  o/;  ft  =  $       (i  =  2,  3  . .  m) 
dargestellt  werden. 

Als  ;?singulares   Flaehenelement"   X1.^mp1..pm  der    Gleichung 
(57)  werden  wir  jetzt  ein  solch.es  bezeichnen;  das  alien  Relationen: 
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SF    8F  8F 


genugt.  Eine  Element-lf™-!  des  Raums  Bm(x1  .  .  #m)  heifst  ein  sin- 
gulares  Integral  der  Gleichung  (57).  wenn  sie  die  obigen  2m  Relationen 
alle  befriedigt. 

In  Bezug  auf  die  Erzeugung  der  nicht  singularen  Integrale  durch. 
die  Charakteristiken  nnd  die  Herstellung  der  allgemeinsten  Integral- 
Mm—i  gelten  nunmehr  ganz  analoge  Satze  wie  friiher.  Ein  genaueres 
Eingehen  auf  diese  Yerhaltnisse  erscheint  um  so  weniger  geboten;  als 
diese  Theorie  auf  die  fruhere  einfach  dadurch.  zuriickgefuhrt  werden 

P 
kann;  dafs  man  —  pt  statt  ~  ?  und  &  statt  xm  schreibt. 

$m 

342.  Die  in  den  letzten  beiden  §§  entwickelte  Methode,,  durch 
welche  die  Integration  der  partiellen  Diflferentialgleichung: 

(58)  F(0x1  .  .  xmpl  .  .  pm)  =  c 

auf  diejenige  der  linearen  homogenen  partiellen  Differentialgleichung 
[Iff]  =  0,  mithin  also  auf  die  Integration  des  sirnultanen  Systems: 

**>_W.    d_*i 

~dt~^     dt 

reduzirt  wird;  riihrt  von  Cauchy1)  her,  und  wird  daher  als  die  CaueJiy'scJie 
Methods  bezeichnet.  Die  Tiel  spater  yeroffentlichte  sogenannte  ;?erste 
Jacobi'sche  Methode"2)  (vgl.  den  §  2  dieses  Kapitels)  ist  also  dem 
Wesen  der  Sache  nach.  mit  der  Cauchy'schen  identisch,  und  unter- 
scheidet  sich  yon  der  letzteren  lediglich  durch  die  Art  der  Herleitung. 
Wahrend  namlich  Jacobi  an  die  Pfaff'sehe  Formulirung  des  Integra- 
tionsproblems  ankniipft  (Art.  305  und  307)  und  den  Nachweis  erbringt? 
dais  bereits  die  erste  der  nach  Pfaff  notigen  Reduktionen  des  Ausdrucks 
V0  zur  Losung  des  Problems  hinreicht,  gelangt  Cauchy  zu  seiner  Methode 
ungefahr  durch  folgende  tJberlegung: 
Es  werde  durch  die  Gleichungen: 

(60)  *  —  (p(x^  .  .  ^);  &  =  |^        (i  =  1  .  .  m\ 

ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (58)  dargestellt.  Dann 
gelten  die  Identitaten: 


fM\ 
(61) 

1)  Cauchy  I,  II,  HI.        2)  Jacobi  IV. 
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fur  jedes  beliebige  Wertsystera  der  Variabeln  xl  .  .  xm,  wenn  die  Grofsen 
8  und  pt  dureh  itre  Ausdriicke  (60)  ersetzt  werden.  Machen  wir  die- 
selbe  Substitution  auf  den  rechten  Seiten  der  G-leicliungen: 


so  erhalten  wir  em  simultaues  System  gewohnliclier  Differentialglei- 
chungen  mit  den  unbekannten  Funktionen  x±%%  .  .  ^  und  der  Indepen- 
denten  t.  Die  allgemeinsten  Integralfunktionen  dieses  Systems  seien 
durcli  die  Gleichungen  : 

(63)  xf  =  ti(t,  %  tfg  .  .  Um-i)      (i  =  1,  2  .  .  m) 

dargestellt?  worin  %^2  .  .  ^m-i  arbitrare  Konstante  bedeuten.  Verinoge 
(60)  lassen  sicl  dann  auch  die  ^  pf  in  der  Form: 

(64)  *  ==  gft  %  .  .  Wj»-i);  ^  =  ^;(4  wt  .  .  ^-i) 
darstellen.    Nun  hat  man  aber  wegen  (61): 


sc£dx9    dt 
de 


also  sind  die  durch  (63)  und  (64)  definirten  Funktionen  von  t  Integral- 
funktionen  des  simultanen  Systems  (59).    Setzt  man  demnach: 


unter  t  eine  beliebige  Konstante  verstanden;    und  werden  durcli  die 
Eelationen: 


(65) 


wie  frtther  diejenigen  Integralfunktionen  des  simultanen  Systems  (59) 
definirt,  die  fur  t  —  T  bezw.  die  Werte  0P$fpP  annekmen,  so  sind  die 
Eelationen  (65)  mit  dem  Grleichungensystem  (63)  (64)  ideutisch,  und 
liefern  durcli  Elimination  der  Variabeln  t  uad  u,  wiederum  das  System  (60). 
Jedes  (nichtsingulare)  Integral  (60)  der  vorgelegten  partiellen  Dif- 
ferentidgleichung  ergiebt  sicli.  also  aus  den  allgemeinen  Integralgleichungen 
(65)  des  simultanen  Systems  (59)  dadurch,  dafs  man  fur  die  Grofsen 
#°#/>p/)  geeignete  Funktionen  der  Parameter  u^  . .  um^  einsefet  und 
sodann  die  Grrofsen  t  und  %  eliminirt. 
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Wie  man  sofort  erkennt,  1st  dieser  Satz  nur  eine  andere  Aus- 
drucksform  des  in  Art.  245  erhaltenen  Resultats,  wonach  das  Glei- 
chungensystem  (60)  ;  falls  es  ein  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung  F  =  c  darstellen  soil,  die  infinitesimale  Transformation  \Ff\ 
uud  raithin  (Art.  55)  auch  alle  Transformationen  der  von  ihr  erzeugten 
eingliedrigen  Gbruppe  gestatten  mufs. 

343.    Sind  jetzt   umgekehrt   die   'allgemeinen   Integralgleichungen 

(65)  des  simultanen  Systems  (59)  gefunden,  so  erhebt  sich  die  Frage, 
wie  man  die  Grofsen  ^xfpj*  als  Funktionen  der  u£  zu  bestimmen  hat, 
damit   die  Gleichungen   (65)   durch  Elimination  der  t  und  ut  wirklich 
ein  Integral  der  Grleichung  F  =  c  ergeben. 

Es  ist  dazu  offenbar  notwendig  nnd  hinreichend,  dafs  fur  jedes 
Wertsystem  tu±  .  .  wm_i  die  Identitaten: 

(66)  J?T(Z;A1..AMftL..f*wl)  =  (j 

Pmdkm  =  0 


stattflnden3  wobei  sich  die  Differential  di,  dli  auf  alle  Variabeln  t}  u, 
beziehen.  Da  die  linke  Seite  von  (66)  die  Variabele  t  nicht  enthalt, 
so  gentigt  es,  darin  t  =  t  zu  setzen,  also  die  gesuchten  Funktionen 
^°a?/°jp;0  der  Bedingung: 

(67) 


zu  unterwerfen.  Man  beweist  nunmehr  die  Identitat  (37),  und  zeigt 
dadurch;  dafs  die  zweite  der  obigen  Bedingungen  daranf  hinauskomint, 
dafs  die  Funktionen  #°$/)$/0  der  Identitat: 

df-£da%  ----  *£<*<  =  0 

genligen  mussen.    Damit  'erhalten  wir  unsere  friihere  Methode  wiecler. 
Cauchy   gebraucht   statt   der  Independenten   t  die   Variabele   x^ 
dadurch  werden  dann  alle  diejenigen  Integrale;  deren  Ausganga-Jfwi  -i 
aufser  der  Gleichung  (67)  zufallig  auch  noch  die  Bedingung: 


befriedigt;  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen.  Auf  diese  einfache 
Beinerkung  reduzirt  sich  der  ??Einwand"?  den  J.  Bertrand1)  gegen  die 
Cauchy'sche  Methode  erhoben  hat. 

Der  Schlufssatz  der  vorigen  N"r.;  der  den  ersten  Teil  der  Cauchy'schen 
Uberlegung  ausraacht?  lafst  sich  offenbar  auch  so  aussprechen: 


1)  Bertrand  II. 
y,  Weber,  Das  Pfaffsche  ProWem,  30 
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Es  seien  die  Funldionen: 

®i(8Xt  .  .  Xmpi  .  .jpw)  («'  =  1,  2,  .  .  2^) 

iwdbMngiye  Losiwgen   der  lincaren  partiellen  Differential- 


gleichmg  [Ff]  =  0.  Defmiren  clann  die  Belationen  (60)  cm  mc/rf  sin- 
gulares  Integral  der  Gleichmg  F=c,  so  lassen  sie  sich  durch  ein 
m  +  l-fflicdriges  Gleicliungensystem  in  den  Grofsen  coi  .  .  cD2/?i  allein 
ersetzen  (vgl.  Art.  426). 

In  dieser  Form  ergiebt  sich  unser  Satz  auch  unmittelbar  aus  den 
Resultaten  des  Art.  50;  wenn  man  bedenkt;  dafs  die  durch.  (60)  de- 
fmirten  Funktionen  #,  2),  dem  nachstehenden  System  linearer  uicht  ho- 
mogener  partieller  Dififerentialgleichungen  1.  Ordnung  gentigen  mussen: 

8Fopf  3F  QVt  3F  8F       ,.       1   0          , 

--  ---  J_    —  .     -  -=       —     .^  --  Vf-rr-         U  =  1,  2.  .  .  W) 

f       '         '    6?p    9rc  ox        *    oz        ^          >    >         7 


*  8  j?s  * 

344.   Wir  wollen  die  Cauchy'sclie  Metliode  durch  einige  Beispiele 
erlautern. 

1.  Beispiel  (Cauchy): 

pq  ==  xy. 

Das  simultane  System  (59)  wird  hier: 

dx  :  dy  :  d#  :  dp  :  dq  =  q  :  p  :  2pq  :y:x 
oder  also  vermoge  der  gegebenen  Differentialgleichung: 
dp        dcG     dq        dy      ,          «     7          ~     - 

f  =  ~;  f  =  f  ;  ^  =  2^  =  22^ 

die   Charakteristik,   die   von   dem   Plachenelement  ^oZ/o^o^o?   auslauft; 
ist  demnach  durch  die  Grleichungen: 

JL  .  -  ^  .-  o  /«a          s\        £>  / 


definirt.    Als  Ausgangsstreifen  wahlen  wir  den  folgenden: 


die  durch  ihn  gehende  Integralflache,  d.  h.  diejenige  Integralfunktion 
die  fiir  x  ==  a;0  in  g?(j/)  ubergeht?  folgt  dann  durch  Elimination  von 
aus  den  Grleichungen: 


Das  Integraleoaoid  mit  der  Spitze  a02/0^0  ist  dargestellt  durch: 
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denn  diese  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Grofsen  pQ} 
aus  den  zwei  letzten  Relation  en  (68)  und   der  Gleichung  j>0g0  =  r/'0^/ 
Die  Gleichung  s  —  0  stellt  das  einzige  singulare  Integral  dar. 
2.  Beispiel: 


Das  simultane  System  (59)  kann  hier  so  geschrieben  werden: 


Die  Charakteristik  mit  dem  Ausgangselement  gx,p,  ist  definirt  durch: 


(69)  2  -  ^i  =    l-  (x*  —  \z)  =  -  •  =  ^  (a?  —  .r2  ), 

\  /  J^  /£  \         1  1       /  /y.  \          ///  /W/^ 

und  die  Elimination  der  ^/  aus  den  zuletzt  hingeschriebenen  Gleichungen 
liefert  mit  Rucksicht  auf  die  Beziehung: 


das  Integralconoid  rait  der  Spitze 


Diejenige  Integralfunktiou  g,  die  sich  verinoge  ii^  =  x±  auf  die  Funktion 
<p  (,r2  .  .  ^w)  rednzirt,  wird  erhalten;  indent  man  in  den  Relationen  (69) 
die  Grofsen: 


bezw.  durch  die  nachstehenden  Ausdriicke  ersetzt: 


t  o,   •— ,        ^1    ^2  '  *  xm      f    C<q> 


und  sodann  ^2  .  .  ^m  eliminirt.  Das  einzige  singulare  Integral  ist  z  =  0. 
3.  Beispiel. 

20  —  px  +  ffy  +  22  =  ^ 

_    dp   _  —  dq  t 
" 


_  _ 

—  x        y  +  "2^        ?  —  2^        —  j?        "  3  g    ' 

"die  Charakteristik  mit  dein  Ausgangselement  ^yo^oPoffo  ^s*  ^e  folgende: 

30*' 
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Durch  Elimination  yon  #0  aus  den   beiden  letzten  Gleichungen  erhalt 
man  das  Integralconoid  mit  der  Spitze 


und  hieraus  durch  Variation  der  Konstanten  die  allgemeinste  Integral- 
flache. 


Kapitel  XIII 
Involutioissysteme. 

§  L    Anwendung  der  Theorie  der  Berukrungstransformationeix  auf 

partielle    Bifferentialgleichungen   1,  Ordnung;    die    verallgemeinerte 

Cauchy'sclie  Metliode, 

345.  Die  im  vorigen  Kapitel   dargelegte  Caucliy'sche  Methode  zur 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  F(ZX1  .  .  Xmpi  .  .  pm)  =  G1 

erfordert  im  Falle  a)  die  Integration  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleiehung: 


also;   da   von   dieser   Grleieliung   das   Integral  F  bekannt  ist,   je   eine 
Operation: 

2m—  1,  2m  —  2,  .  .  3,  2,  1; 

sie  verlangt  ferner  im  Falle  /J)  die  Integration  der  Gleictung: 


und  eine  Quadratur,  also  je  eine  Operation: 
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2m  —  2,  2m  —  3,  ..  3,  2,  1,  0; 

im  Falle  y)  kommt  die  Quadratur  in  Wegfall.  Doch  ist  dieser  Fall 
noch  einer  weiteren  Vereinfachung  fahig;  er  lafst  sich  namlich  durch 

P 
die  Substitution  von  —  j;/  ftir  —  und  von  0  fur  xm  auf  eine  Gleichung 

Pm 

vom  Typus  a)  mit  m  —  1  Independenten  zunickfuhren,  deren  Inte- 
gration sonacli  je  eine  Operation: 

20*  —  3,  2m  —  4,  .  .  3,  2,  1 
verlangt. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  dieses  Verfahrens  wird  erzielt, 
wenn  wir  die  Resultate  des  Kap.  XI  heranziehen.  Darnach  lassen  sich 
durch  je  eine  Operation: 

2m  —  1,  2m  —  3?  .  .  5,  3,  1, 

2m  -(-  1  unabhangige  Funktionen  Z;  X-,  P,  der  Variabeln  ^f^jp/  so 
bestimmen,  dafs  eine  Identitat  der  Form: 

(3)  dZ  —  PldXl  ----  PmdXm  -^  $(d$  —  ptdxt  ----  jp/wda^) 
besteht;  und  war  kann  die  Funktion: 

X±  (s,  xl  .  .  xmp±  .  .  pm) 

willkurlicfi  angenonamen  werden.  Identifiziren  wir  daher  Xt  mit  F, 
so  erhalten  wir  durch  dieses  Verfahren  ein  vollstandiges  Integral: 

(4)  Z  =  cm+i,  X1  =  c1  .  .  Xm  =  cm 

der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  X1  =  c1}  womit  nach 
Art.  319  das  Problem  der  Integration  dieser  Gleichung  vollkommen 
erledigt  ist.  Die  Funktionen  Z,  X%7  X%  .  .  Xm  warden  wie  in  Art.  287 
ermittelt,  indem  man  der  Reihe  nach  je  ein  Integral  gewisser  voll- 
standiger  Systeme  aufsucht;  die  Funktionen  P/  und  Q  folgen  hinterher 
durch  Auflosung  eines  linearen  Gleichungensystems.  Die  Relationen: 

(5)  Z  =  Q»+I;  Xi  =  ci  .  .  Xm  =  cm]  P2  =  y^  .  .  Pm  =  ym 
stellen  die  oo2wi—  a  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(6)  Xl  (fliVi  .  .  Xmpi  .  .  pm)  =  C± 

dar?  wenn  c^  .  .  cm+i%  .  .  ym  arbitrare  Konstante  bedeuten;  denn  die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  (5)  bilden  nach  Art.  283  ein  System 
von  2m  unabhangigen  Integralen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: 


Die  Aufgabe,  alle  (nicht  singularen)  IntegraMfm  der  Gleichung 
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(6)  zu  finden;  korarat  darauf  hinaus,  alle  m  +  1-gliedrigen  Gleichungen- 
systeme  zu  ermitteln,  welche  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

dZ—  P±dX,  —  •  •  PaidXM  -  0 

befriedigen  uud  die  Relation)  X1^=>cll  enthalten,  in.  a.  W.  alle  m- 
gliedrigen  Relationensysteme  aufzustellen,  welche  die  Gleichung: 

dZ  —  P,dX2  ----  P,ndX»t  =  0 
erfiillen.     Jedes  derartige  Gleichungensystein  hat  die  Form: 

ffl,(Z;  X,  .  .  X1H,  P2  .  .  PJ  =  0        (i  =  1  .  .  m), 

und  wird  nach  den  Vorschriften  des  Kap.  VII  erhalten;  auf  diese 
Weise  warden,  wie  man  sofort  erkennt,  alle  Resultate  des  vorigen 
Kapitels;  insbesondere  auch  die  in  Art,  332  dargelegte  Ablildung  der 
partiellen  Differentialgleichung  (6)  wiedergewonnen. 

346.  Bine  nene  Auffassung  unserer  Theorie  flielst  aus  folgender 
tJberlegung:  Besteht  die  Identitat  (3)  und  ist  p  nicht  identisch  null, 
so  definiren  die  Fonneln: 

(7)  /  »  Z;  xi  ~  X,;  Pi'  =  P,         (i  =  1,  2  .  .  m] 

eine  Beruhrungstransforination  des  Raurns  Rm+i($Xi  .  .  #w),  vermoge 
deren  die  gegebene  parti  elle  Differentialgleichung  (6)  die  Form: 

(8)  ^'  —  ^ 

erhalt.  Deutet  man  diese  Relation  als  eine  partielle  Differentialgleichung 
in  den  Blementkoordinaten  s'tolpi,  so  erhalt  man  ihre  Integral  -Mm 
durch  Aufsuchung  aller  wi-gliedrigen  Integralaquivalente  der  Pfaff'schen 
Gleichung: 


Es  sind  dies  also  beliebige  w-fach  ausgedehnte  Eleinentvereine 
des  Raums  R^+^x^  .  .  x^?  deren  zugehorige  Punktmannigfaltigkeiten 
in  der  Ebene  $/  *=  q  dieses  Raums  gelegen  sind.  Jeder  solehen  Ele- 
tnent-Jfm  entspricht  verrnoge  der  Beriihrungstransformation  (7)  eine 
(nicht  singulare)  Integral-  Mm  der  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung, und  uingekehrt. 

Die  Charakteristiken  der  Gleichung  (6);  welche  durch  die  Fonneln 
(5)  dargestellt  werden,  verwandeln  sich  vermoge  (7)  in  die  nach- 
stehenden  008*-1  Streifen: 


(9)  /  _  c  .   x '  _  c  .         r  __  / '  -j  7    ^ 

Es  sind  dies  nichts  anderes  als  die  Charakteristiken  der  partiellen 
Differentialgleichung  (8),  da  ja 
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also  die  recliten  Seiten  von  (9)  ein  System  von  2w  unabh'angigen 
Losungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

K,  f]  =  o 

bilden.  Man  erhalt  sonaeh  die  allgemeinste  Charakteristik  der  Glei- 
chung  (8);  wenn  man  alle  oo1  Flachenelemente  betrachlet,  welclie 
einen  Punkt  P  der  Ebene  x±  =  q  gemein  haben,  und  deren  Ebenen 
eine  dureh  P  gehende,  in  der  Ebene  x{  =  GI  gelegene  lineare  Punkt- 
^,n—  i  enthalten. 

347.  Kennt  man  eine  Beruhrangstransformation  (7),  so  ist  damit 
nicht  nur  die  Integration  der  Grleichung  X1  =  c1j  sondern  auch  die- 
jenige  jeder  partiellen  DiiBferentialgleichung  der  Form: 


initerledigt;  denn  nach  Art.  301  kann  man  alle  Element-  Mm  des  Raums 
Iit'n^i(0  .  .  x'n^j  welche  die  Gleichung: 

0  (si,  x±  .  .  xn^  =  0 

erfullen,  ohne  Integration  angeben,  uncl  jeder  solchen  Mm  entsprieht 
vermoge  der  Bertihrungstransformation  (7)  ein  Integral  der  partiellen 
Differentialgleicliung  (10)  und  umgekehrt. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  sogenannte  ,,verallgemeinerte  Clairaut'sche 
Grleichung": 

(11)  2  ==  2^i  +  PA  -\  ----  H  PmJm  +  9  (Pllh  '  '  Pm) 

und  unterwerfen  wir  sie  der  Bertihrungstransformation: 

/  =  2  —  1\^\  ----  pmXm]   Xl  =  —pf*  pi  =  X,      (i  =  1  •  •  »l), 

so  erhalten  wir  die  Grleichung: 


Die  allgemeinste  Element- Mm  cles  Raums  -R^+i,  welche  diese  Relation 
erfiillt,  wird  erhalten,  indem  man  zu  r  (<^  m]  arbitraren  Relationen: 

QI(XI  . .  a?w)  =  0        (i  =  1  . .  r)f 

diejenigen  m  —  r  Grleiehungen  hinzufiigt;  die  sich  durch  Elimination 
der  fa  aus  den  Gleichungen: 
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ergeben.     Indem  WIT  zu   den  urspriingliehen  Variabeln  0x,p,  zuriick- 
geiien,  konnen  wir  das  erhaltene  Resultat  offenbar  auch  so  aussprechen: 
Man  erhalt  die  allgemeinste  Integral-^  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung  (11)?  indem  man  aus  der  Gesamtheit  der  oom  Ebenen: 

(12)  0  =  c^xl  +  %x\2  H  ----  (-  cmxm  +  yfacz  •  •  cm\ 

nach   irgend   eiEein  Gesetze   eine   in  —  r-gliedrige  Schar    herausgreift; 
und  die  Enveloppe  dieser  Schar  bildet. 

Die  oom  Ebenen  (12)  bilden  ein  vollstandiges  Integral;  die  Flache; 
deren  Gleichung  durch  Elimination  der  c/  aus  (12)  und  den  Relationen: 


entsteh.t;  ist  ein  singulares  Integral. 

348.  Nach   Art.   196    ergeben   zwei   Beruhrungstransformationen; 
hintereinander   ausgeubt?   stets  wieder  eine  Bertilirungstransformation  ; 
auch  ist  die  zu  einer  Berflhrungstransformation  inverse  Transformation 
wiederuin    eine    Beriihrungstransformation.    Da    andererseits    jede   be- 
liebige    partielle  Differentialgleiclmng    (6)    nach.    dem   oben    Gesagten 
mittels   einer  Berfllirungstransfonnation  die  Form  (8)  erbalten  kann; 
so  folgt: 

Jede  partielle  Differentialgleiclmng  (1)  lafst  sicli  durcli  eine  Se- 
ritlirungstransformation  in  eine  leliebig  vorgescliriebene  andere  partielle 
Differentialgleiclmng  : 

(is)  ^(/^..^A'.-JP;)-^ 

verwandeln,  in.  a.  W.  eine  partielle  Differentialgleiclmng  1.  Ordnung 
lesitzt  gegeniiber  alien  BeriihrmgstransforMationen  Jceine  invariants 
Eigenschaft. 

FilJirt  eine  Serulmmgstransfonnation  (7)  die  partielle  Differential- 
gleiclmng (1)  in  die  Gleiclmng  (13)  tiber,  so  venvawdelt  sie  gleidmitiy 
jede  nichtsingulcire  Integral-Mq  ((><jw)  der  ersteren  in  eine  elensolclie 
IntegratrMq  der  zwtiten,  ebenso  jede  CJiarakteristik  der  ersten  in  eine 
Charakteristi'k  der  sweitm,  endlich  jede  cliarakteristische  Mv  von  (1)  (vgl. 
Art  334)  in  eine  charaMeristiscfie  Mv  von  (13). 

349.  Identifiziren  wir  im  Falle  j8)  die  reohte  Seite  der  gegebenen 
partiellen  Differeatialgleickung  (1)  mit  der  in  der  Identit'at: 


d  Ufa  .  .  vft  •  -  Pm)  +  ^  Pi  fa  .  .  p 

i 

auftretenden  Funktion   X1;   so   erhalt   man   die   Funktionen   X2  .  .  Xm 
nach  Art  289  durch  je  eine  Integrationsoperation: 
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2m  —  2;  2m  —  4,  .  .  4,  2, 

worauf   U  durch.  eine  Quadratur,  und   die  P,   durch  Auflosung  eines 
linearen  Gleichungensystems  folgen.  Die  Charakteristiken  der  Gleichung; 

(14)  X1  (x1  .  .  xm^  •  •  #»<)  =  q; 

werden  durch  die  Relationen: 

5  =  u  +  C/K-J-I;  ^i  =  ci  •  -  %n  =  c*ni  -Pa  =  ^;2  •  •  -P™  =  y»« 

dargestellt;  die  Formeln: 

0  =  U  +  c;  Xx  =  q  .  .  X,  =  cm 

definiren    ein   vollstandiges   Integral;    die   Bestiminung   aller    iibrigen 
Integral-  JfefTO  kommt  darauf  hinaus,  die  Pfaff'sche  Gfleichung: 


d(*  —U)  —  P2dX2  ----  PmdXm  =  0, 
durcli  m  Relationen  zwischen  den  Grofsen: 

0  —  Q  X%  .  .  Xm  ,  P2  .  .  Pm 

211  befriedigen.    Vermoge  der  Berubrungstransformation: 
(15)         ff  =  s—U;  x-  =  Xf,  jp/  =  Pi        (i  =  1;  2;  .  .  m); 

nimmt  die  gegebene  partielle  Differentialgleicbung  (14)  die  Gestalt 
(8)  an. 

Da  zwei  Berubrungstransformationen  der  Form  (15),  bintereinander 
ausgefibt,  stets  wieder  eine  Berubrungstransformation  dieser  Art  liefern, 
so  folgt  ganz  abnlicb  wie  vorbin: 

Jede  partielle  Differentialgleichung  der  Form: 


kann  dwell  erne  'Beruliningstransformation  der  lesonderen  Form  (15)   in 
eine  belieUg  wrgegebene  andere  GleicJmny: 


iibergefuhrt  werden.  Ddbei  verwandelt  sicJi  gleichzeitig  jede  Integral-M^  , 
Charalrteristik  und  charalderistisclie  Mv  der  ersten  G-leiehung  be0w.  in 
eine  Integral-M^,  Gharahteristik,  cliarakteristische  Mv  der  &weiten. 

350.  Im  Falle  y)  endlicb  konnen  wir  die  linke  Seite  von  (1)  mit 
der  in  der  Identitat: 

P^X±  -)  ----  1-  PmdXm  EE^dXi  -]  ----  \-pmdXm 

vorkommenden  Funktion  Xl  identifiziren  und  die  Funktionen  X2  .  .  Xm 
nacb  Art.  279  durcb  je  eine  Operation: 
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2m  —  3,  2m  —  5;  .  .  3,  1 

die  P,  sodann  clurch  Auflosung  linearer  Gleichungensysteme  ermitteln. 
Im  Sinne  von  Art.  341  liefern  daun  die  Gleichungen  : 

*^"l  ====  ^1  *  *  -^M  ===  Cut 

ein  vollstandiges  Integral,  ferner  die  Relationen: 

Xi  =  q  •  •  Xm  =  cw;  P,  :  P2  :  •  •  :  Pwt  =  ft  :  y2  :  •  •  :  y>« 
die  oo2;u—  2  Charakteristiken  der  gegebenen  Gleicbmig: 

(16) 

Die   Brmittelung    aller  Integral-  Jfw-i    dieser   Gleichung   kommt 
jetzt  darauf  hinaus,  die  Pfaff'sche  Gleichung: 


in  allgemeinster  Weise  durcli  m  —  1  Relationen  zwischen  den  Groisen  : 

P2  .  .  Pm  X2  .  .  Xm 

zu  befriedigen,  was  nach  Kap.  VII  ansgefuhrt  wird.  Durcli  die  liorno- 
gene  Beruhrungstransformation  : 

xtf  =  Xt,  i\  «  P,        (i  =  1?  2,  .  .  m), 

erhalt  die  gegebene  Gleiehung  (16)  die  Form  x-[  =  q  und  es  gelten 
die  Schlufssatze  der  vorigen  Nr.;  wenn  man  darin  unter  ^7  ^'  Funk- 
tionen  verstelat;  die  hinsichtlich.  der  pt  bezw.  der  jp/  hoinogen  nullter 
Orduung  sind;  imd  die  Worte:  ??Berii]amngstransformatioii  der  be- 
sondern  Form  (15)rf  durcli  die  Worte:  ;;hoinogene  Berfilirungstrans- 
formation  der  Variabeln  x±  .  .pm"  ersetzt. 

351.  Der  Sehlnfssatz  des  Art.  245  lafst  sich  folgendermafsen  aus- 
sprechen: 

Wemi  erne  Element-  Mm  des  Eaums  Rm+ifa  x±  .  .  xm)  die  leiden 
Relationen: 

(17)  fl>(^  Xi  .  .  Xmpi  .  .  pat)  =  0?    Vfa  ^  .  .  $mpi  .  .  pm}  =  0 

erfiilltj  so  befriedigt  sie  aucli  die  Grleichung  [2>  ?F]  =  0, 

In  dieser  Form  lafst  sich  uaser  Theorem  auch  so  beweisen: 
Wir  nehmen  an,  dafs  eine  nicht  singulare  Integral-  Mm  der  ersten 
Gleichung  (17)  auch  die  zweite  erfullt.  1st  dann  E  ein  beliebiges, 
auf  dieser  Integral-  Mm  gelegenes  Flachen  element  rait  den  Koordinaten 
0xtpf,  so  geht  durch  dasselbe  eine  und  nur  eine  Charakteristik  der 
Gleichung  0  =  0  hindurch.  Das  zu  E  benachbarte  Flachenelement 
JB'  dieser  Charakteristik  hat  die  Koordinaten  0  +  cUy  x,  +  d%t,  pt  +  dpl} 
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wobei  die  Inkremente  d$,  dxn  dpt  durcli  die  Relationen: 


V8$    8$  c$          (c®.        8  $ 

•  •-  "     '•     ~  •  *  '  "•        -"  :  -  ~ 


(18) 


definirt  sind.  Da  aber  E'  gleiclifalls  auf  jener  geineinsamen  Integral- 
Mm  der  beiden  Gleichungen  (17)  gelegen  ist,  so  inufs  es  der  Relation 
?r=0  ebenfalls  genugen,  d.  h.  man  ranfs  haben: 


wenn  fiir  die  Verhaltnisse   der  Differentiale  c?je?;  d^,  r?j),  ihre  Werte 

(18)  eingesetzt  werden.     Daraus   ergiebt   sich   der   obige    Satz    otne 
weiteres.    1st   die  gemeinsame  Integral-  Mvt  ein  singuldres  Integral  der 
GHeichung  $  =  0,  so  ist  unser  Satz  selbstverstandlich. 

Urn  damacJi  :m  cntsclieiden,  ob  r  Iteliebig  vorgec/ebene  partiette 
Differentialyleicli  ungen  : 

(19)  O,  ^xi  .  .  x^p,  .  .  p,w)  =  0        (i  =  1;  2,  .  .  r) 

Integrate  gemeln  Jictben,  mussen  wir  folgendermafsen  verfahren. 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Relationen  (19)  im  Sinne  von 
Art.  40  ein  r-gliedriges  Grleichungensystem  bilden,  konnen  sie  fur 
y>wi+l  ftberhaupt  keine  Integral-  Jfw  gemein  haben;  im  Falle 
r  —  m  -(-  1  besitzen  sie  eine  nnd  nur  eine;  eben  durcli  das  System 

(19)  definirte  gemeinsame  Integral-Jl^?    wenn  s'arntliclie  Klainmeraus- 
drticke  [O,®^]  vermoge  (19)  verschwinden  (Art.  243  J. 

Im  Falle  r<m+  1  stellen  wir  alle  Relationen  [<p,  $*]  =  ()  auf; 
liefern  diese  zusammen  mit  (19)  ein  mebr  als  y-gliedriges  Grleichungen- 
system  : 

(20)  */-0,  ..  C  =  0        (s>r), 

so   bilden    wir   alle  Relationen   [®/®A,']  =  0;   stellen   diese   dami  mit 

(20)  zusammen  ein  ^gliedriges  Gleicliungensystem  dar?  wobei  t  >  s,  so 
verfahren   wir  mit   dern  letzteren   ebenso.     In   alien   Fallen   gelangen 
wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  entweder  auf  ein  mehr 
als  m  -f-  1-gliedriges  Gleichungensystem;  und  die  gegebenen  Gleichungen 
(19)  besitzen  dann  keine  gemeinsamen  Integrals;   oder  zu  einem  Glei- 
chungensystem  der  Form: 

(21)  Q^X!  .  .  %mlh  *  •  #/0  =  0      (i  =  1;  .  .  v  ;  v  <  m  +  1)? 
von  der  Eigenschaft;  dafs  die  samtlichen  Relationen: 
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eine  Folge  von  (21)  sind.  Ein  solches  Gleichungensystem  nennen  wir 
ein  ,,v-gliedriges  Involutionssystem''. 

Die  Aufsmlning  etwaiger  gemeinsamer  Integrate  irgend  welclier 
partieller  DifferentialgleieUmgen  (19)  Jtann  also  stets  darauf  mriick- 
c/eftiJirt  warden,  die  gemeinsamen  Integrate  eines  Invohtionssystems  #u 
ermittdn. 

Der  Fall  eines  m  ~j-  1-gliedrigen  Involutionssystems  erledigt  sich 
durch  eine  oben  gemachte  Bemerkung  ohne  weiteres;  wir  konnen  uns 
also  auf  die  Annahme  v  <  m  +  1  beschranken. 

352.  Nach  Art.  244  ist  jedes  mit  einem  Involutionssystem  (21) 
aquivalente  GHeidmngensystem  wiederum  ein  Involutionssystem.  Wir 
nehmen  zunachst  an,  dafs  eine  der  Gleichnngen  (21)  nach  8  auflosbar 
sei;  dann  kann  das  System  (21)  auf  die  Form: 


(22)  ^(^^.-^Aft..^)  —  0    (*—  l,2,..v-l) 

gebracht  werden.    Ist  keine  der  Relationen  (22)  nach  einer   der  Va- 
riabeln  pt  auflosbar,  so  kann  das  System  (22)  die  Form  : 

Xt  =  ^(XV9  Xv+l  •  •  3Cm)  =0         (i  =  1,  2;  .  .  V  —  1) 

erhalten.  Allgemein  konnen  wir  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschr'anken 
annekmen,  dafs  die  Relationen  (22)  sich  in  der  Form: 

(23)  p,  =  9f  (fl^  .  .  fl^n  jRu+i  .  -  pm}  (i  =  1,  2,  .  .  (*) 

(24)  Qhfafy  •  •  #m)  =  0  ty  =  ^  +  1,  ^  +  2,  .  .  V  —  1) 

auflosen  lassen;  wobei  ft  eine  gewisse  Zab.1  der  Reihe  0,  1,  ..v  —  1 
ist,  und  im  Falle  ft  =  0  die  Relationen  (23)  naturlicb.  wegzulassen  sind. 
Wir  behaupten,  dafs  die  GHeichungen  (24)  nach.  v  —  ft  —  1  von 
den  Variabeln  Xp+i,  ^4.3  .  .  xnt  aufgelost  werden  konnen;  andernfalls 
namlich  ergabe  sich  aus  deni  System  (24)  mindestens  eine  Relation  in 
xl  .  .  Xp  allein,  etwa  die  folgende: 


Man  hat  aber: 

[Pi  —  <P»  *i  —  fc]  =  1, 

und  dies  ist  unmoglich,  da  ja  die  linke  Seite  dieser  Identitat  nach  der 
Bemerkung  zu  Anfang  dieser  Nr.  vermoge  des  gegebenen  Gleichungen- 
systems  verschwinden  mufs.  Wir  konnen  demnach  aimehmen,  dafs 
die  Glelchungen  (24)  nach  0^+1  .  .  %v^  auflosbar  seien;  und  haben  so 
den  Satz  gewonnen:  ,;  Jedes  i/-gliedrige  Involutionssystem: 

(21)  ffx  —  0  .  .  9,  —  0; 
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welches  von  2  nicht  frei   ist,  kann  durch  Auflosung  folgende   Form 
erhalten: 


(25) 

JL/II 

(i  =  1,  2, .  .  ft;  A  =  1,  2, . .  v  —  p  —  1), 

wobei  ft  eine  gewisse  Zahl  der  Reihe  0,  17  2,  . .  v  —  1  bedeutet.  Im 
Falle  ft  =  0  sind  natiirlich  die  in  der  zweiten  Zeile,  ftir  ft  =  v  —  1 
die  in  der  dritten  Zeile  stehenden  Gleichungen  des  Systems  (25)  weg- 
zulassen. 

Schreiben  wir: 


so  bonnen  wir  die  Grleichungen  (25)  ersetzen  durch.  die  folgenden: 
0  —  &  ==  0,  pi  —  y,  =  0;  Xp+n  —  %h  =  0 

(i  «=s  1  .  .  ft;  A  =  1,  2;  .  .  i/  —  fi  —  1). 

Jeder  eckige  Klamrnerausdruck,  der  aus  irgend  zweien  der  v  Funktionen 
0  —  £1,  pt  —  <ph  %n+h  —  fa, 

gebildet  wird;  enthalt  nun;  wie  die  Ausrechnung  lehrt;  ausschliefslieh 
solche  Variabeln;  die  nur  auf  den  recltten  Seiten  von  (25)  auftreten,  und 
ist  also,  da  er  vermoge  (25)  verschwinden  mufs?  tiberhaupt  identiscli  null. 

Damit  ist  gezeigt: 

Jedes  v-gliedrige  Involutionssystem  kann  auf  eine  aqidvalente  Form: 

F1  =  0,  jP2  =  0,  .  .  F,  =  0 

gelracU  we)  den,  derart  dafs  samtUcJie  Kkmmerausdriicke  [FiFk]  identiscli 
verschwinden* 

Jetzt  stellen  die  Gleichungen: 


auch  dann  ein  Involutionssystem  dar;  wenn  unter  den  GI  arlitrdre  Kon- 
stanten  verstanden  werden;  und  solche  Involutionssysteme  wollen  wir 
fortan  aussehliefslich  betrachten. 

Haben  v  unabhangige  Funktionen  F^.FV  der  Variabeln^^1..fl?Wi<p1..jf?ni 
die  Eigenschaffc,  dafs  alle  Klammerausdrtlcke  [F/,Fk\  identisch  verschwin- 
den;  so  sagen  wir:  ?;sie  sind  involutonsch?  oder  ,,$ie  befinden  sich  in 
Involution"  oder  endlich:  sie  bilden  ein  v-gliedriyes  Involutionssystem. 

Sind  m  +  1  involutorische  Funktionen  F1..Fm^.i  gegeben;  ist 
ferner  i  ein  beliebiger  Index  der  Reihe  1  ?  .  .  m  -j-  1  und  verstehen 
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wir  unter  c,  eine  numerische,  unter  ^  .  .  c,~ift+i  .  .  tf«+i  dagegen  ar- 
bitrare  Konstante,  so  bilden  die  Gleichungen: 

Fl   =  C1     •  •     Fm  +  l   =  tf/rt-fl, 

em   vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleicliung  F,  =  ct. 
353.  Dainifc  ein  von  &  freies  i/-gliedriges  Relationensystem: 

(26)  ®?(a\x,  .  .  #Mftft  •  •  #„)  =  0      (i  =  1,  2,  .  .  i;) 

ein  Involutionssystem  bilde,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  alle 
AiLsdrlicke  (0,9*)  vermoge  (26)  null  sind.  Die  Gleichungen  (26) 
mogen  z.  B.  die  Form  haben: 

(21)  9, 

i 

•worin  die  Koeffizienten  a,*  Funktionen  der  Variabeln  ^  .  .  %JH  be- 
denten.  Betrachten  wir  dann  die  linearen  homogenen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen  : 


(28)  ^f^ 

i 
so  gilt,  wie  man  leicht  sieht;  die  Identitat: 


o  /> 

wenn  auf  der  rechten  Seite  die  jp,  durch.  ~  ersetzt   werden;    damns 

folgt:  biiden  die  Gleichungen  (27)  ein  Involutionssystem,  welches  nacli 
v  von  den  Grofsen  ^..jp«i  auflosbar  ist;  so  stellen  die  partiellen 
Differentialgleichungeii  (28)  ein  v-gliedriges  vollstandiges  System  dar; 
und  umgekehrt. 

Ganz  ahnlich  wie  in  der  vorigen  Nr.  lafst  sich.  zeigen,  dafs  jedes 
v-gliedrige  von  2  freie  Involutionssystein  auf  die  Form: 

pi  =  ^(^  -  .  fy,  ^4-1  •  •  «/«,  JV-f  i  •  *  IV) 


gebracht  werden  kann,  worin  ft  eine  Zahl  der  Reihe  0;  1;  2;  .  .  v  be- 
deutet;  da  nun  jeder  Klammerausdruck,  der  aus  irgend  zweien  der 
Fanktionen: 


gebildet  wird;  nur  solche  Yariabeln  enthalt,  die  in  (29)  auf  der  rechten 
Seite  vorkommen,  und  vermoge  (29);  also  tiberhaupt  identisch  null  ist; 
so  hat  man  den  Satz; 


[353]    §  1      Part   Differentialgleichungen  und  Beruhrungstransformationen.      479 

Jedes  v-gliedrige  Involutionssystem   der  Form   (26)   Idfst  sicli  auf 
eine  Gestalt: 

Ff(x±  .  .  xmpt  .  .  #w,)  =  0        (i  =  1  .  .  v) 

briny  en,  von  der  Eigensdiaft,  dafs  alle  --  v  (y  —  1)    Klamnerausdriicke 

(FtFk)  identiscli  versclwvinden. 
Die  Eelationen: 

(30)  F±  =  q  .  .  Fv  =  cr 

bilden  jetzt  fur  jedes  beliebige  Konstantensystem  c,-  ein  r-gliedriges 
Involutionssystem  •  wir  nennen  dann  aiich  die  Funktionen  F^  .  .  F 
selbst  ein  v-gliedriges  Involutionssystem. 

Aus  der  Definition  cles  Involutionssystems  folgt  leicht: 

Bilden  die  m  Gleichungen: 

p,  =  <p,  (a?!  .  .  xm)        (i  =  1  .  .  w) 
ein  Involutionssystem,  so  ist  der  Pfaff'sclie  Ausdruck: 


ein  exaktes  Differential,  und  umgekehrt. 

Ahnlich.  wie  iin  vorigen  Kapitel  bezeichnen  wir  die  Airnatune, 
dafs  ein  gegebenes  Involutionssystem  (30)  von  0  nicht  unabhangig  ist; 
als  den  Fall  a);  ferner  die  Voraussetzuug,  dafs  alle  Funktionen  F^  .  .  Fv 
von  ^  unabliangig,  aber  in  den  Variabeln  p,  nicht  alle  homogen  nullter 
Ordnung  sind;  als  den  Fall  /3);  endlick  die  Annalinie;  dafs  alle  FI  von 
&  frei  und  in  den  pf  homogen  nullter  Ordnung  sind;  als  den  Fall  y). 
Ira.  letzteren  Falle  nennen  wir  das  Gleichungensystein  (30)  auch  kurz 
ein  homogenes  Involutionssystem;  bevorzugt  man  dann  die  zweite  De- 
finition des  Integralbegriffs  (Art.  302);  so  erleidet  die  in  Art.  351 
durckgefiikrte  Betrachtung  keine  wesentliche  Modification.  In  der 
That,  jede  gemeinsame  Integral  -Jfm_i  der  beiden  homogenen  Glei- 
chungen; 


erfiillt,  wie  aus  Art.  241  leicht  erkannt  wird,  auch  die  Relation 
(0  *?•)  —  0?  und  diese  ist  in  den  pt  wiederum  homogen.  Wir  schliefsen 
daraus  "ahnlich  wie  in  NY.  351,  dafs  die  Aufsuchung  aller  gemeinsamen 
Integral-  Jfm_i  irgend  welcher  homogenen  Gleichungen: 


stets  auf  die  Ermittelung  aller  Integral-  Mm~\  eines  homogenen  In- 
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volutionssystems   zuriickkomint;    ferner   ergiebt  sich  auch,   dafs  jedes 
derartige  System  auf  eine  Form: 

Fl  =  0;  .  .  Fv  =  0 

gebracht  warden  kann,  worin  alle  Ff  in  den  pt  homogen  nulller  Ord- 
uung  sind   and  alle  Klatnmerausdriicke  (FtFk)  identisch  verschwinden. 
354  Wir  schreiben  das  gegebene  Involutionssystem   (30)  in   der 
Form  : 

(31)  X/fo  x1  .  .  $MpiPz  .  .  pm)  =  Ci        (i  =  1,  27  .  .  v). 

Im  Falle  cc)  konnen  wir  dann  nach  Kap.  XI  durch  je  eine  Operation: 

2m  —  2v  +  1,  2m  —  2v  —  1,  .  .  3,  1 
die  Funktionen  Z,  X,,+i  ..  Xm  so  bestimmen;  dafs  die  Identitat: 

(32)  dZ  —  PldXl  -  ---  —  PmdXm  =  g(ds  —pldxl  ----  Pmd%m) 

besteht;  worin  p  ~|~  0. 

Dnter  der  Annakme  j3)  lassen  sich  durch  die  Operationen: 

2m  —  2v,  2m  —  2v  —  2,  .  .  4,  2,  0, 
die  Funktionen  X-+i;  .  -  -X^  Z7  so  bestimmen;  dafs  identiseh: 


(33)  rf  U(xl  .  .  p^  +        Pi  (x,  p)  dX,  (x,  p)  ~  PI  dxl  H  ----  f-  pm  dxm  ; 

i 

endlich  kann  man  im  Falle  7)  mit  Hulfe  der  Operationen: 

2m  _  2v  —  1,  2m  —  2*  —  3,  .  .  3,  1 
die  Identitat: 

(34)  P±dX,  +  .  .  +  P^X,  =  Pldx,  +  •  •  +^,^m 

herstellen;  die  P/,  p  ergeben  sich  jedesmal  durch  Auflosung  eines 
linearen  Gleichungen  systems. 

355.  Hat  man  im  Falle  a)  die  2m  +  I  Funktionen  Z,  XtP,  so 
bestimmt,  dafs  die  Identitat  (32)  stattfindet;  und  versteht  man  unter 
c^.  .cv  bestimmte  numerische  Werte,  unter  c,  cr+i;  .  .  cm  dagegen  arbi- 
trare  Konstante,  so  stellen  die  Gleichungen: 

(35)  XL  =  cl?  X%  =  c2,  *  .  Xm  =  cmj  Z=*  c 

m  _  v  ^_  l^fach  unendlich  viele  Element--M"m  dar;  und  zwar  lauter  ge- 
meinsame  Integrate  der  v  partiellen  Differentialgleichungen  (31),  oder, 
wie  wir  auch  sagen  konnen,  Integrate  de$  Involutionssystems  (31);  jedes 
gemeinsame  Flachenelement  tPxPpp  der  Gleichungen  (31)  ist  in  einer 
und  nur  einer  Element-  Jfm  der  Schar  (35)  enthalten;  in  derjenigen 
namlich;  die  den  Konstantenwerten: 
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entspricht. 

Eine  derartige  Schar  von  oowl"""+1  gemeinsamen  Integral-2l£TO  des 
Involutionssystems  (31)  wird  ein  ^wllstdndiges  Integral"  desselben  ge- 
nannt.  Man  erkennt  aueh  leicht  umgekehrt,  dafs  jedes  vollstandige 
Integral  auf  die  Form  (35)  gebracht  werden  kann?  und  zu  einer  Iden- 
titafc  (32)  Anlafs  giebt. 

TJm  das  allgemeinste  Integral  des  Involutionssystems  (31)  zu 
finden,  haben  wir  alle  m  4-  1-gliedrigen  Gleichungensy  stein  e  aufzustellen, 
welch  e  die  Relationen  (31)  umfassen  und  die  rechte  Seite  der  Identitat 
(32)  zum  Yerschwinden  bringen,  oder  was  dasselbe  ist,  wir  haben  zu 
den  v  Relationen  (31)  das  allgemeinste  m  —  v  -j~  1-gliedrige  Gleichimgen- 
system  hinzuzufugen;  das  die  Pfalfsdie  Gleichung: 


dZ  —  Pv+1dXv+1  ----  PmdXm  =  0 

befriedigt.     Jedes  Gleichungensystem  dieser  Art  hat  die  Form: 
^(Z,  Xv+1  .  .  Xm,  Pv+1  .  .  Pm)  =  0         (i  «=  1,  2?  .  .  m  —  v  +  1), 

und  ist  nach  Kap.  YII  zu  bilden.  Aus  einem  gegebenen  vollstandigen 
Integral  des  Involutionssystems  (31)  lafst  sich  sonach  die  allgemeinste 
Integral-.Mm  ohne  weitere  Integration  find  en. 

356.  Versteht  man  unter  cx  .  .  cr  wiederum  bestimmte  numerische 
Werte;  dagegen  unter: 

(36)  C,  Cv  +  l  .  •  Cm,    Pr  +  1  •  -  Vm 

willkxirliche  Konstante?  so  definiren  die  2m  —  v  -}-  1  Gleichungen: 

(37)  Z=c,  Xi  =  c/;  P/c  =  n        (»  =  1  -  •  w;  fc  =  v  +  1  .  .  w) 

fur  jedes  Wertsystem  der  Konstanten  (36)  eine  Element-  Jf,,  des  Raums 
JBw-f-i,  und  zwar  eine  gemeinsame  Integral-  Mv  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen  (31);  diese  Integral-  Mv  ist  iiberclies  fur  jede  einzelne 
dieser  Gleichungen  eine  charaliteristische  Mv  (Art.  334)?  und  soil  des- 
halb  eine  ^CharaJctenstiIc£l  (oder  ^cJiarakteristisclie  Mrtf)  des  Involutions- 
systems  (31)  genannt  werden.  Ein  ^-gliedriges  Involutionssystem  be- 
sitzt  sonach  oo2m~2r+1  Oharakteristiken;  in  den  Definitionsgleichungen 
(37)  der  Charakteristiken  hat  man  unter  der  Annahrne  |3)  die  Funktion 
Z  durch  0  —  V(%?p)  zu  ersetzen,  wenn  U  die  in  (33)  auftretende 
Funktion  bedeutet. 

1st  y  ==  m,  so  warden  die  Charakteristiken  durch  (35)  dargestellt, 
sie  sind  also  mit  den  gemeinsamen  Integralen  der  m  involutorischen 
partiellen  Differentialgleichungen  : 

v.  WeTber,  Das  Pfaffsohe  Problem,  31 
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(38)  :&(*,  %  .  -  Knlh  •  -  Pm)  ^c>        (*'  —  1  •  •  *») 

identisch;  es  giebt  jetzt  iiberhanpt  nur  einfach  unendlich  yiele  derartige 
Inteoral-.Min,  wenn  die  ct  bestimmte  numerische  Werte  haben;  und  ein 
beliebiges  von  den  oom+l  gemeinsamen  Plachenelementen  der  Grlei- 
chungen  (38)  ist  auf  einem  mid  nur  einern  dieser  gemeinsamen  Integrate 

enthalten. 

Beispielsweise  haben  zwei  partielle  Differentialgleichungen : 


dann   und  nur   dann  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Konstanten 
a,  I  einfach  unendlich  viele  Integralflachen  gemein;  wenn  die  Bedingung: 

! / L_  n j 

dq  \dy~-1  'cz! 


erfiillt  ist;  diese  oo1  Integralflachen  sind  dann  auch  die  Charakteristiken 
unseres  zweigliedrigen  Involutionssystems. 

357.  Die  Satze  der  Artikel  348—350  lassen  sich  nunmelir;  wie  man 
leicht  erkennt,  folgendermafsen  verallgemeinern: 

1.  Jedes  v-gliedrige  Inwlutionssystem: 

(31)  Xt(8Xi  .  .  XmPi.  •  •  Pm)  =  Gi  (^  =  1  .  .  V) 

Idfst  sicJi  wit  Eillfe  einer  Beriihnmgstransformation: 
(39)  ft  =-  Z7  x!  =  Xh  pi  =  Pi 

auf  die  spezielle  Form: 


bringen.  Im  Folk  /3)  Jcann  diese  HeduMion  stets  durcli  eine  Hemlirungs- 
transformation  der  Gestalt: 

(40)  /  ==  #  -j-  U(x,p)i  x!  =  Xt(x,  p);  pf  ==  P,(Xjp)j 

im  Falle  y)  durch  eine  homogene  Bertihrungstransformation  der  2m  Va- 
riaMn  %$t  lewerkstelligt  werden. 

2.  Zwei  v-gliedrige  Involutionssysteme  votn  Typus  a)  lassen  sicJi 
stets  dwell  eine  Beruhrungstransformation  (39)  in  einander  uberf&iren, 
m.  a.  W.  ein  v-gliedrige$  Involutionssystem  der  Kategorie  a)  lesitet 
gegeniiler  alien  Beruhrungstransformationen  der  2m  -f-  1  Variabeln  0Xipt 
aufser  seiner  GrliedermU  v  keine  weitere  Invariante, 

Analoges  gilt  im  Falle  /3);  wenn  man  beliebige  Beriihrungstrans- 
formationen  (40),  und  im  Falle  y),  wenn  man  beliebige  homogene  Be- 
rtihrungstransformationen  ins  Auge  fafst. 
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3.  Verwandelt  sicli  das  Involutionssystem  (31)  vermoge  irgend  einer 
Seruhrungstransformation  in  das  Gleichungensystem: 

(41)  T,  (zx^  .  .  x'mp±  .  .p^)  =  ch 

so  Uldet  dieses  wieder  ein  v-gliedriges  Involutionssystem,  und  jeder 
Integral~Mm  l)ezw.  Cliaralderistik  des  Systems  (31)  entspricht  vermoge  der 
genannten  Transformation  eine  Integral-Mm  be#w.  Characteristic  von  (41). 
358.  Hat  man  im  Falle  y)  die  2m  Funktionen  X/J?/  derart  be- 
stimmtj  dafs  die  Identitat  (34)  stattfindet,  und  macht  man  ron  der 
zweiten  Definition  des  Integralbegriffs  Gebrauch  (Art.  302),  so  wird 
man  als  ncharakteristische-Mv"  oder  ?;0harakteristik^  des  gegebenen  In- 
volutionssystems  diejenigen  Element  -Mv  des  Rauins  Hm(x^..x,t^  7,u 
bezeichnen  haben;  welche  dnrcli  die  Relationen: 

p  P 

-r-r     _  -y       _  ^          ^V-j-S    _  m       _ 

^^  ^^  "  —  "  "    "  ===: 


definirt  werden;  die  allgemeinste  Integral  -Mm~~i  unseres  Involutions- 
systems  wird  erhalten;  indem  man  zu  den  gegebenen  v  Grleichungen 
das  allgemeinste  m  —  ^-gliedrige  Integralaquivalent  der  Pfaff  schen 
Gleichung: 


Hnzuftigt.  Beziiglieh  des  Verhaltens  der  Integrate  nnd  Charakteristiken 
bei  homogenen  Beriihrungstransformationen  gelten  ganz  analoge  Satze 
wie  in  der  vorigen  Nummer. 

359.  Es  ist  nothig;  auf  die  analytische  Darstellung  der  Charak- 
teristiken etwas  naher  einzugehen.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir 
vorab,  dafs  die  linken  Seiten  der  Grleichungen  (37)  ein  System  YOU 
2m  +  1  —  v  unabhangigen  Losungen  des  v-gliedrigen  vollstandigen 
Systems  : 

(42)  [Z1;  f]  =  0,  K,  f  ]  =  0,  .  .  I  X},  f]  =  0 

bilden.    Bedeuten  daher  die  Funktionen  : 

Slfa  ^  .  .  xmi\  .  .  p,H)        (i  =  1,  2,  .  .  2m  —  2  v  +  1) 

irgend  2m  —  2v  +  1  Yon  einander  und  von  3^  .  .  Xv  unabhaugige 
Losungen  des  Systems  (42)7  so  definiren  die  Relationen  :j 

&t  =  Vi        (i  =  1?  2,  .  .  2m  —  2^  +  1) 

mit  (31)  zusammen  ebenfalls  die  charakteristisclien  Mv  dieses  Invo- 
lutionssystems. 

Aus  Art.  282  ist  bekannt;  dafs  in  der  Matrix: 

31* 
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[359] 


(43) 


-5—  +  P* 


nicht  alle  v-reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden  konneB; 
wenn  die  Gleichungen  (31)  wirklich  ein  ^-gliedriges  Involutionssystem 
bilden  sollen. 

Bedeuten  nun  q  .  .  cv  "bestiminte  nurnerische  Werte?  so  wird  das 
Wertsystem: 

(44) 


als  em  3;nieht  singulares"  Flachenelement  des  Involutionssystems  (31) 
bezeichnet;  wenn: 

1)  alle  Funktionen  X^  .  .  Xv  an  der  Stelle  (44)  regular  sind? 

2)  die  Gieichnngen  (31)  yon  den  Konstanten  (44)  erfiillt  werden, 

3)  nicht  alle  v-reihigen  Determinanten   des  Schemas  (43)  an  der 
Stelle  (44)  yerschwinden. 

Ein  Flachenelement  ;  das  nnr  die  zwei  ersten?  nicht  aber  die 
dritte  dieser  Bedingungen  erftillt?  heifst  ein  ;;singulares  Flachenelement^ 
des  Involutionssystems  (31). 

Wir  bezeichnen  jetzt  nut: 


die  Variabeln  ##$*  in  irgend  einer  Reihenfolge;  und  mit: 

(45)  A°    A°       JL° 

\      '  V      2    '  *      2m-fl 

die  Konstanten  (44)  in  derselben  Anordnung;  stellen  daroi  die 
letzteren  ein  nicht  singulares  Flachenelement  des  Involutionssystems 
(31)  vor;  so  konnen  wir  annehrnen;  dafs  die  linearen  hornogenen  par- 
tiellen  Differentialgleichungen  (42)  sich  in  der  Form: 


(46) 


1L 
n, 


auflosen  lassen,  und  dafs  die  Funktionen  aa(^  .  .  A2m41)  an  der  Stelle 
(45)  regular  sind.  Die  GHeichungen  (46)  besitzen  dann  2m  -f  1  —  v 
Hauptintegrale: 


welche  alle  in  der  TJmgebung  der  Stelle  (45)  regular  sind  und  sich 
vermoge: 
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(47)  I,  =  V  .  .  lv  =  V, 

bezw.  auf  Av+!  .  .  ism+i  reduziren,  und  die  Auflosung  der  Grleichungen  : 


liefert  ein  Gleidmngensystena  der  Form: 


worin  die  rechten  Seiten  gewohnliehe  Potenzreihen  der  Grofsen 
Ax  —  AJ  .  .  lv  —  AJ  bedeuten  und  sicli  vermoge  (47)  auf  ZJ+1  .  .  Agw+1 
reduziren.  Diese  Grleichungen  stellen  jetzt  die  durch  das  Flacien- 
element  (44)  hindurchgeliende  Oharakteristik  des  Involutionssystems  (31) 
dar.  Datnit  ist  gezeigt: 

Jedes  nicht  singulars  Flachemlement  ist  auf  einer  und  nur  einer 
cliaralderistischen  Mv  des  Involutionssystems  (31)  enthalten. 

Aus  den  Resultaten  der  KTr.  355  und  356  schliefsen  wir  jetzt  ganz 
ahnlicli  wie  in  §  4  des  vorigen  Kapitels: 

EntMlt  eine  Integral-  Mm  des  v-gliedrigen  Involutionssystems  (31) 
das  nicht  singular  e  Flachenelement  EQ,  so  entlialt  sie  die  game  von  J?0 
auslaufende  Charakteristik,  m.  a.  W.  Jiaben  ewei  Integrate  des  cjegebenen 
Involutionssystems  ein  niclit  singuldres  Flaclienelenent  J50  gemein,  so 
Jiaben  sie  die  gan$e  von  E0  auslaufende  charaltieristiselie  Mv  miteinander 
gemein. 

Nennen  wir  demnach  eine  Integral-  Jf^  singular,  wenn  sie  lauter 
singulare  Flachenelemente  des  Involutionssystems  entlialt  ;  so  konnen 
wir  sagen: 

9}Jede  niclit  singidare  Integral-Mm  des  v-gliedrigen  Involutionssystems 
(31)  ist  von  m  —  v-fadi  unendlich  vielen  cliaraUeristischen  Mv  er&eugt." 

360.  Die  in  der  vorigen  NT.  gegebene  analytische  Darstellung  der 
Oharakteristiken  eines  Involutionssystems  lafst  sich  in  folgender  Weise 
verallgemeinern: 

Es  sei: 

(48)  8fx±  ..xmpi  ..p'm 

ein  niclit  singulares  Flachenelement  des  gegebenen  Involutionssystems, 
und  es  mogen  die  Funktionen: 

p/O^  .  .  xmp±  .  .  j9m)      (i  =  1,  2    .v) 

willklirlich;  aber  so  gewahlt  werden;  dafs  sie  an  der  Stelle  (48)  regular 
sind,  und  dafs  daselbst  die  Determinante: 

[Zi;  9*]  |       (i,Tc  =  1,  2,  .  .  v) 
niclit  null  ist.    Dann  kann  man  die  Gleickungen: 
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i 
Bach  den  Unbekannten  S,-f  auflosen: 


und  die  gik  sind  Funktionen  der  Variabeln  0xtpt,  die  an  der  Stelle 
(48)  regular  sind;  auch  ist  die  Determinate  ffjl  an  der  genannten 
Stelle  nicht  null. 

Die  Gleichungen  S^f  =  0  bilden  das  allgemeinste,  mit  (42)  aqui- 
valente  Jaeobi'sehe  System  (Art.  65);    ebenso   stellen  die  Gfleichungen  : 


(49)  +  #/•=()        (j  =!..„) 

ein  i/-gliedriges  Jacobi'sciies  System  mit  den  Independenten: 


dar;  und  besitzen  ein  System  von  Hauptintegralen: 


die  in  der  Umgebung  der  Stelle: 


regular  sind  und  vermoge  der  Substitution: 

(50)  ^    ==    TX    .    .    ty   =    T^? 

bezw.  in  ^  a;/,  J7^  libergehen;  die  r/  sind  dabei  beliebige  feste  Werte. 
Sind  jetzt  die  Funktionen  c?;  ^7  a?,-  aucL.  an  der  Stelle: 


regular,  so  lassen  sich.  die  Relationen: 

®  ==  0<>?   t[fF  =  X/>3    <QI  = 

folgendermafsen  auflosen: 
(51) 


und  die  recliten  Seiten  dieser  Gleidmngen  sind  gewohnliche  Potenz- 
reihen  der  2m  +  1  -J-  t;  Grofsen: 
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sie  ergeben  sich  bezw.  aus  den  Funbtionen  co,  ty-n  &i  dadurch,  dafs 
man  darin  die  Grofsen  #,  xt,  pf  bezw.  durch.  #°,  #,°,  p?  ersetzt  und  die 
t  rait  den  %  vertauscht. 

Die  Eelationen  (51)  definiren  nun  naeli  Kap.  II  §  5  diejenigen  In- 
tegralfunktionen  goc/pt  des  Mayer'schen  Systems: 


(52) 


Qc  =  1  .  .  v]  h  =  1  .  .  m); 

die  sich  vermoge  (50)  bezw.  anf  $x?p?  reduziren;  m.  a.  W.  die  Grlei- 
cliungen  (52)  bestehen  identisch  far  alle  Werte  der  2m  +  1  +  v 
Variabeln 

(53)  ^xl.xyi.pl,^..^ 

wenn  man  0,  Xtp;  uberall  durch  %}  A/;  ^/  ersetzt.  Bezeichnet  demnach 
allgemein  (/')  diejenige  Funktion  der  Variabeln  (53),  in  die  /"(#..  _pw) 
vermoge  der  genannten  Substitution  ubergehfc;  so  hat  man  die  Iden- 
titaten  : 


(54) 


clh  1  ,      CH  , 

^  -  2'  (»')  T^5  ^  =  -  2  (?*')  (TIT  +  ' 

1st  nun  aucK  das  Wertsystem: 


(55) 

ein  nicht  singulares  Maehenelement  des  gegebenen  In  volutionssy  stems 
(31),  und  legt  man  den  zu  Anfang  dieses  Art.  eingefiilirten  Funktionen 
cpt  .  .  <pv  die  Bedingung  auf?  dafs  die  Determinante: 


an  der  Stelle  (55)  nicht  null  sei,  so  gilt  dasselbe,  wie  man  leicht  er- 
kennt,  auch  von  der  Determinante  QM  .  Wir  betrachten  nun  die 
i/-zeilige  Matrix: 
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(55  a) 


a*x 


•0T 


Jti 


Jede  v-reihige  Unterdeterminante  dieser  Matrix  ist  mit  Rucksicht 
auf  die  Identitaten  (54)  gleich  dem  Produkt  der  Determinante     (g,k) 
und  einer  ^-reihigen  Determinante  des  Schemas: 


5V 

^Lmi 


SX, 


ax. 


ax 


dz 


wenn  darin  die  ##/#/  bezw.  durch  die  fchfr  ersetzt  werden.  Aus  den 
Eigenschaften  dieser  letzteren  Faaktionen;  und  aus  der  Annalime,  dafs 
das  Plaeheneleinent  (55)  nicht  singular  sei;  folgt  jetzt  sofort;  da/s  nicht 
die  v~reihigen  Determinanten  des  Schemas  (55  a)  an  der  Stelle: 


verschwmden.  Die  Elimination  der  Grofsen  ^  .  .  tv  aus  dem  System  (51) 
liefert   daher  genau   2m  -j-  1  —  v   Relationen  in   8%fpt;   es    sind    dies 
augenscheinlich  die  Definitionsgleichungen  der  durck  das  Flachenelement 
(55)  festgelegten  charakteristisohen  Mv  unseres  Involutionssystems. 
361.  Wie  im  vorigen  Kapitel  setzen  win 


wobei  jetzt  das  Differentiationssymbol  d  sich  auf  alle  2m  -f-  v  -f-  1  Va- 
riabeln  (53)  beziekt.  Man  hat  dann  mit  Riicksiclit  auf  die  Identitaten  (54): 
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Nun  sind  die  Punktionen  Xx  .  .  Xv  Integrate  des  zu  (49)  adjun- 
girten  unbeschrankt  integrablen  Systems  totaler  Differentialgleiehungen ; 
daraus  folgt  sofort;  dafs  die  Funktionen  (XA)  die  Variabeln  t±  .  .  tv  nicht 
enthalten,  also  ungeandert  bleiben,  wenn  man  darin  die  tt  durch  die 
tt  ersetzt;  d.  h.  man  liat  identisch: 


und  durch  totale  Differentiation  folgt  hieraus 

Z'JSL*,  j 


Die  Identitat  (56)  verwandelt  sich  dadurch  in  die  folgende: 


oder  in  einfacherer  Sckreibweise: 


5  1 

Daraus  schliefst  man  leicht,  dafs   U  die  folgende  Forna  haben  mul's  : 


wobei  Q,  pA  gewisse  Funktionen   der  Variabeln  (53)  bedeuten.     Detn- 
nach  haben  wir  die  Identitat  bewiesen: 


(57)       clx 

in  welcner  sich  das  Differentiationssymbol  d  auf  alle  Variabeln  (53) 
erstreckt,  und  die  fiir  jedes  beliebige  Wertsystern  dieser  Variabeln  und 
ikrer  Differential  Greltung  hat. 

Es  seien  jetzt  die  ci  auf  den  rechten  Seiten  des  gegebenen  In- 
volutionssystems  : 

(31)  Xt(^x1  .  .  xmp1  ..p^)«=Ci      (i  =  1  .  .  v) 

bestimmte  numerische  Werte  ;  ferner  sei  E0  ein  nicht  singulares 
Flachenelement  dieses  Involutionssystenas  mit  den  Koordinaten  (55)  5 
dann  sind  die  Grofsen  %,  hpt  die  Koordinaten  irgend  eines  Flachen- 
elements  E  der  von  EQ  auslaufenden  charakteristisehen  Mv.  Das  zu 
JEJ0  benacltbarte  Flachenelement  E^  mit  den  Koordinaten  #°  +  d$  .  .pQm  +  dp^ 
liege  mit  E0  yereinigt  und  geniige  gleichfalLs  dem  Involutionssystem 
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(31),  d,  L  also  den  Relationen: 

dXjf  =  0        (7*  =  1,  2, . .  *). 

Dann  sind  die  Grofsen  x  +  d%,  k  +  <U,-,  p,  +  ^  die  Koordinaten 
eines  beliebigen,  zu  JB  benachbarten  Flachenelements  JE'  der  von  JE0' 
auslaufenden  Naclibareharakteristik,  wenn  z.  B.: 


gesetzt  wird;  und  unter  den  dtt  wilMrliche  Inkrenaente  verstanden 
werden. 

Wegen  (57)  liegt  dann  Ef  mit  E  vereinigt,  und  wir  konnen  diese 
Tiatsaclie  folgendermafsen  ausdrticken: 

,,Genugen  #wei  nicktswgulare,  benaMarte,  vereinigt  liegende  Fladien- 
elemente  EQEQ'  alk  leide  dem  gegebenen  Involutionssystem  (31),  so  liegen 
die  "be#iv.  von  ihnen  mslcwfenden  cliaraltieristisclicn  Mv  Hirer  gan#en  Aus- 
delmung  nach  vereinigtf 

Wie  im  §  4  des  vorigen  Kapitels  schliefsen  wir  jetzt: 

1st  eine  beliebige;  niclit  singulare  Integral-lf^^v1)  des  Involutions- 
systems  (31)  gegeben;  und  bestimmt  man  zu  jedem  Flaclienelement  E0 
dieser  Mannigfaltigfceit  die  von  ihm  auslaufencle  Charakteristik,  so  er- 
zeugen  die  so  erialtenen  m  —  ^-fach  unendlich  vielen  Mannigfaltig- 
keiten  Mv  eine  Integral-  Mm  des  Involutionssystems;  und  jede  nicht 
singulare  Integral-  Mm  kann  auf  diese  Weise  ertalten  werden.  Setzt 
man  also  auf  den  rechten  Seiten  der  Relationen  (51)  fur  die  Grofsen 
#0$/)j)/0  solche  Funktionen  von  m  —  v  unabhangigen  Variabeln  u±  .  .  w/H—  ,., 
dafs  die  Bedingungen: 


identisch  erffllt  sind;  so  liefern  die  Relationen  (51)  nach.  Elimination 
der  m  Grofsen  tt)  Uk  die  m  +  1  Definitionsgleicliungen  einer  Integral-lf,tt. 

Die  allgeineinste  "  Integral-  Mm-.y  des  Involutionssystems  (31)  kann 
ohne  Integration  gefunden  werden,  und  zwar  einfach  dadurch,  dafs  man 
zu  den  m  -f  1  Definitionsgleicliungen  einer  gams  leliebigen  Element-  Jfw 
die  v  Relationen  (31)  hinzuftigt. 

362.  Aufser  den  genannten  Integralen  kann  das  Involutionssystern 
(31)  nur  nocb.  singulare  Integrale  besitzen;  um  diese  zu  bestimmen, 
fttge  man  zu  den  Gleichungen  (31)  diejenigen  hinzu?  die  sich  durch 


1)  Im  Falle  m  —  v  ^  v  wird  angenommen ,  dafs  die  Integral- Mm_v  nicht 
von  oom^21'  Charakteristiken  erzeugt  wird. 
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Nullsetzen  aller  t/-reihigen  Determinanten  des  Schemas  (43)  ergeben; 
die  etwaigen  gemeinsamen  Integrals  der  so  erhaltenen  Gleichungen 
sind  die  singularen  Integrals  des  gegebenen  Involutionssystems;  zu 
ihrer  Ermittelung  dient  das  Verfahren  des  Art.  351.  Erhalt  man  durch 
dasselbe  ein  melir  als  m-gliedriges  Gleichungensystein  in  ^x1 .  .pm,  so 
existirt  entweder  kein  oder  nur  ein  singulares  Integral,  das  dann  durch 
blofse  Differentiationen  gefnnden  wird;  im  entgegengesetzten  Falls  ge- 
langt  man  zu  einein  gewissen  p-gliedrigen  Involutionssystsm  (y  <  Q  <^  ni), 
dessen  Integrals  mit  den  singularen  Intsgralsn  des  gegebenen  Systems 
identiscli  sind;  dabei  ist  zu  beinerken,  dafs  dieses  p-gliedrige  Involutions- 
system  selbst  wiederum  singulars  Integrals  besitzen  kann  etc. 

Durch  die  vorstehende  Erorterung  erledigt  sich  gleichzeitig  die 
Frags  nach  den  etwaigen  singularen  Integralen  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung  (Art.  316). 

363.  Wenn  es  sich  nur  darum  handelt;  die  gemeinsamen  Integral- 
flaehen  der  v  involutorischen  partiellen  Differentialgleichungen  (31)  zu 
bestinimen?  so  konnen  wir  uns  von  vorneherein  auf  die  Annahnae  be- 
sehranken,  dafs  diese  Gleicliungen  nach  v  von  den  Variabeln  pl?  etwa 
nach  pl  . .  pv  auf  losbar  seien.  Im  entgegengesetztjen  Falls  namlich  er- 
gabe  sich  durch  Elimination  der  pf  entweder  eine  einzige  nach  s  auf- 
losbare  Eelation  in  0xi . .  xm  ^  . .  cv,  und  das  gegebene  Involutions- 
system  konnte  dann  fiir  jedes  bestimrnte  Wertsystem  cx  , .  cv  nur  je 
eine  einzige  gemeinsame  Integralflache  besitzen,  oder  man  erhielte  durch 
die  genannte  Elimination  mindsstens  eine  Relation  in  xl  .  .  xm  c^ .  .  cr, 
und  es  gabe  dann  iiberhaupt  keine  gemeinsame  Integralflache. 

Es  sei  demnach  ein  Involutionssystem  der  Form: 

(58)  pi  ==  fy(ttXi . .  xmpv+i . .  pin  CL%..  cv}        (i  =  1?  2, . .  v) 
vorgelegt;   dann  bestehen  nach  Art.  352  die  ~^v(v  —  1)   Identitatsn: 

(59)  [pt  —  ^.pk  —  ^]=0. 

Wir  wollen  nun  das  Verfahren,  das  wir  im  vorigsn  Kapitel  als 
Cauchy'sche  (oder  ;;erste  Jacobi'sche")  Methode  ksnnen  lernten,  auf 
den  gegenwartigen  Fall  iibertragen.1)  Zu  diesem  Zwecke  betrachten 
wir  den  Pfaff'schen  Ausdruck: 

V0  ^  d0  —  ijj1dx1 
in  den  2m  +  1  —  v  unabhangigen  Variabeln: 

(60)  ^,%. 


1)  Morera  II 
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Urn  die  Klasse  dieses  Ausdrucks  zu  bestimmen,  ziehen  wir  die 
S'atze  des  Art.  242  heran.  Darnach  ist  die  Klasse  «0  des  Aasdrucks 
V0  gegeben  dureh: 


dabei  bezeichnet  2<?  den  Rang  der  v-zeiligen  Matrix,  die  aus  den  linken 
Seiten  der  Relation  en  (59)  gebildet  wird,  ist  also  null;  20'  dagegen 
ist  der  Rang  der  Matrix,  die  aus  der  eben  genaxmten  durch  Randerung 
mit  der  Zeile  und  Spalte: 

^L     £**.  d^v       0 

~W      Ss      '  '      8s  > 

entsteht1),  d.  L  man  hat  <?'  =  1  oder  0,  je  nachdem  der  Fall  a)  oder 
einer  der  beiden  Falle  j3)?  7)  vorliegt.  Betrachten  wir  in  den  beiden 
letztgenannten  Fallen  den  Ausdruck: 


in  den  2m  —  v  Yariabeln: 


und  wenden  wir  auf  V0'  die  Resultate  des  Art.  240  an?  so  flnden  wir 
fiir  die  Klasse  x     dieses  Pfaff'schen  Ausdrucks  den  Wert: 


bier  ist  2tr  der  Rang  der  Matrix: 


also  der  Annabme  nacb  gleicb  null,  und  2-r'  der  Rang  desjenigen 
Schemas,  das  au^dem  eben  genannten  durch  Randerung  mit  der  Zeile 
und  Spalte: 


herwgeht;  in  der  That  ist  ja  der  in  Kap.  IX  mit  (/')0  bezeichnete 

m 

Ausdruck  im   gegenwartigen  Falle   gleich  ^  pfi  ^~  -    Darnach  ist  / 


i 


gleich  null  oder  1,  je  nachdem  alle  oder  nicht  alle  Funktionen  fy  in 
den  pk  homogen  erster  Ordnung  sind?  je  nachdem  also  ein  homogenes 


1)  In  der  That  ist  ja  der  in  Kap.  IX  mit  [/]   bezeiclinete  Ausdruck  gegen- 

/)  -f 
wartig  gleich  -~ 

c  z 
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Involutionssystem  vorliegt  oder  nicht;  darnach  konnen  wir  folgende 
Satze  aussprechen: 

Die  Klasse  de$  Pfaff'schen  Ausdrucks  V0  ist  im  Falle  a)  gleich 
2(m  —  v)  +  2;  in  den  Fallen  (f)  und  y]  dagegen  gleich  2(m  —  v)  -j-  1; 
der  Pfaff'sche  Ausdruck  V0'  "besitst  im  Falle  ft)  die  Klasse  2(m  —  v)  ~j-  1, 
im  Falle  y)  dagegen  die  Klasse  2  (m  —  v). 

SelbstverstandKch  lassen  sich  diese  Resultate  auch  durcL  direkte 
Untersuclmng  der  zu  V0  und  V0'  gehorigen  Matrices  (B)  (C)  nachweisen. 

Durch.  die  Betrachtung  dieser  Matrices  ergeben  sich  noch  folgende 
Thatsachen: 

Das  vollstandige  System  F  mit  den  Independenten  (60),  das  im 
Sinne  yon  Kap.  V  zu  dein  Pfaff'sclien  Ausdruck  V0  gehort,  besteht  im 
Falle  a)  aus  den  v  Grleichungen: 


(61)    j  ._  /   ^ 

""         *'  --ot     0**         ° 

(t  =  l,2,..v), 
diese  v  Gleichuiigen  nehmen  im  Falle  /3)  oder  y)  die  folgende  Form  an: 


(61a) 

^         J 


und   stellen   dann   das   zu   V0   gehorige   vollstandige   System    W  dar? 
wahrend   das   System    V  hieraus    durch   Hinzufiigung    der   Grleicliung 

o  /> 

5^  =  0  erhalten  wird. 

d^ 

Die  partiellen  DifferentialgleichuBgen: 


liefern  im  Falle  j8)  das   zu  V0'  geHorige  System  F;   im  Falle  y)  be- 
steht  F  aus  den  Relationen  (62)  und  der  folgenden; 


364.  Es  seien  jetzt  samtliche  Funktionen  ^  an  der  Stelle: 
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(64)  ^••OS+i-'-Pi 

regular.    Dann   besitzt   das   vollstandige  System   (61)    2w  +  1  —  %» 
Hauptintegrale: 

#8  .  .  Xmpv  +  l  .  .  jpm);    £„+,(*  .  .  JV);    flr  +  '  (*,  •  •  i>m)      (*  =  1,  2;  -  -  ™  ~  *0, 

die  an  der  Stelle  (64)  regular  sind  und  sicli  vermoge  der  Substitution: 

(65)  xi  =  V  •  •  ^  =  0,° 

bezw.  auf  #xr+i  .  .  #»#!•+  1  -  -JV  reduziren,  und  es  besteht,  wie  man  nach 
Art.  135  leieht  erkennt,  eine  Identitat  der  Form: 


(66)  dz  — 

1  r+l 

dabei  ist  p  eine  an  der  Stelle  (64)  regulare  Punktion  der  Variabeln 
(60),  die  vermoge  der  Substitution  (65)  den  Wert  1  annimint.  Die 
recite  Seite  ron  (66)  stellt  nicht  nur  unter  der  Annahrne  a),  sondern 
auch  in  den  Fallen  /S)  y)  eine  Normalfonn  von  V0  dar.  In  diesen 
Fallen  hat  man  namlich  Q  EE  1,  g  erMlt  die  Form: 


die  3tt-  und  |,-  werden  von  8  unabhangig  und  mit  den  Hauptintegralen 
des  vollstandigen  Systems  (62)  identisch;  im  Falle  y)  insbesondere  ist 
U^Q,  die  TCI  sind  in  den  Variabeln  pv+i  .  ,pm  bomogen  erster,  die  |/ 
homogen  nullter  Ordnung. 

365.  Die  Darstellung  (66)  ?  die  wir  fur  den  Pfaff'schen  Ausdruck 
V0  gefunden  haben;  zeigt  ohne  weiteres;  dafs  sicb.  alle  Resultate  von 
Kap.  XII;  §  2  und  3  unmittelbar  auf  ein  Involutionssystem  der  Form 
(58)  libertragen  lassen.  So  erkennt  man  die  Moglichkeit,  das  ge- 
gebene  Involutionssystem  auf  einen  Raum  J?m__v+1  mit  den  Punkt- 
koordinaten  g;  |r+1  .  .  |W4  derart  abzubilden;  dafs  jeder  Charakteristik, 
bezw.  jeder  Integral-  Mm  ein  Flachenelement;  bezw.  eine  Element-  Mm~v 
des  Raums  Bm^v^!  entspricht,  und  umgekehrt.  Aucb.  der  Begriff  ;;In- 
tegralconoid"  lafst  sich  in  leicht  ersichtlicher  Weise  auf  Involutions- 
systeme ausdelmen. 

Die  Relation  in  gx^  ^.xmyfyi..  ym~v,  die  sich.  durch  Elimination 
der  pi  aus  den  Grleichungen: 

m~-*"V 

^  —  <]  %*+****+*  a=5s  y;  ^-H*  —  yh      (h  ==  1  .  .  m  —  v) 


ergiebt,  liefert  ein  aus  oo^-^H-1  Flaclien  bestehendes  vollstandiges  In- 
tegral yon  (58);  auch  die  Methode  der  Variation  der  Konstanten;  nebst 
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ihrer  geoxnetrischen  Interpretation  (Art.  321  f.)  lafst  sich  auf  den 
gegenwartigen  Pall  iibertragen;  der  ubergang  von  einem  bestimmten 
vollstandigen  Integral  zu  einem  beliebigen  andern  vollzieht  sich  auf 
ganz  "ahnliche  Weise  wie  in  Art.  318  mit  Hfilfe  einer  Beruhrungs- 
transforination  der  2m  —  2i;  +  1  Grofsen  ££,#,-. 

Das  allgemeinste  n  —  v  +  1-giiedrige  Gleiehungensystein  in  diesen 
Variabeln,  das  die  rechte  Seite  der  Identit'at  (66)  ztim  Verschwinden 
bringt,  liefert  im  Verein  mit  (58)  die  allgemeinste  Integral-  Mm  dieses 
Involutionssystems.  Es  sei  z.  B.  <jp(#r_j_i  .  .  #w)  eine  arbitrare  Function,  die 
an  der  Stelle  «^+1  .  .  ^  regular  1st  und  aufserdem  nodi  die  Bedingungen: 


.  . 

erfiillt.    Die  Gleichungen: 

(67)  £ 

(68)  «,+» 


definiren  dann  ein  Integralaquivalent  der  Pfaff'sdien  Gleichung 

^g  -  tf^rflv-f  i  --  --  3t»irfS»j  =  0. 

Durch  eine  ganz  ahnliche  Uberlegung  wie  in  Art.  317  folgt  jetzt: 
Mittels    der  m  —  v  Eelationen   (68)    lassen    sich    die   Variabeln 
pv+i..pm  als  gewolinliche  Potenzreihen  der  Grofsen: 

8         8  ?   30  1          X  ^    *  .   $m         %m 

darstellen;  substituirt  man  die  so  erhaltenen  Ansdriicke  in  (67)?  so 
definirt  die  so  entstehende  Gleichung  eine  an  der  Stelle  $J  .  .  %Pu  regu- 
lare  Integralfunkfcion  2  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichungen 
(58),  und  zwar  reduzirt  sich  &  vermoge  der  Substitution  (65)  auf 
^(^V+i  -  .  ^m);  umgekehrt  mufs  eine  Integralfunktion  $  mit  den  ge- 
nannten  Eigenschaften  aus  dem  Gleichungensystem  (67)  (68)  durch 
Elimination  der  pi  erhalten  werden.  Damit  ist  folgender  Satzj  bewiesen: 
Es  mogen  die  v  FunUionen: 


fur  jedcs  leliebige  Wertsystem  0%t  .  .  xmpv-\~t  •  -Pm  die  Bedingungen: 
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identiscJi  er  fallen,  und  an  der  Stelle: 


regular  sein.  Ferner  sei  9(^4-1  •  •  #«)  irgend  eine  an  der  Stelle  xP+  .  .  af*m 
regulare  Funktlm,  die  daselbst  den  Wert  $  hat,  w&Jirend  Hire  AUeihmgen 
an  dieser  Stelle  <be0w.  die  Werte  p®  ,1  .  .  p^  annehmen.  Dann  lesitgen 
die  partiellen  Differentialgleichungen  : 

(69)  - 


eine  und  mtr  eine  gemeinsame  Integralfunktion  %  =  G)(XI  . .  xm),  die  an 
der  Stelle  x® . .  %P  regular  ist,  und  vermoge  x^  =  $J . .  xv  =  x®  in  die 
vorgeschrie'bene  Function  y(xr+i . .  a?TO)  iibergeht. 

Dieser  Satz  lafst  sich  ahnlich  wie  derjenige  des  Art.  317  auch 
direkt  begrunden.  In  der  nach  Potenzen  von  x^  —  x^  .  .xm  —  #^  fort- 
schreitenden  Taylor'schen  Entwickelung  der  gesuchten  Integralfunktion 
0  sind  namlich  alle  Koeffizienten  der  Form: 

(70) 


fiir  welcte  die  Exponenten  c^  . .  aT  verschwinden,  durcL  die  gestellten 
Anfangsbedingungen  gegeben;  durci.  uubegrenzt  wiederholte  Differen- 
tiafcionen  der  Gleichungen  (69)  ?  in  denen  0  und  seine  Ableitungen  als 
Funktionen  der  xt  betrachtet  werden,  lassen  sich.  alle  iibrigen  Kon- 
stanten  (70)  der  Eeihe  nacb.  ermitteln;  wobei  allerdings  eine  und  die- 

(3^z    \ 
^x  Sxj  ;  anf  verscbiedene  Arten  erbalten 

werden  kann.  Dafs  aber  alle  Werte,  die  man  solcherweise  fiir  irgend 
einen  der  Koeffizienten  (70)  erhalt,  identiscb  ausfallen;  erweist  sich. 
als  eine  Folge  der  Inyolntionseigenschaft  der  gegebenen  Grleichungen  (69). 

Dernnach  ist  also  die  Taylor'scbe  Entwickelung  der  Integral- 
funktion e  durch.  die  aufgestellten  Bedingungen  eindeutig  bestirnrnt, 
und  es  bleibt  hinterher  nur  noch  die  Konvergenz  der  so  gewonnenen 
Potenzreihe  nachzuweisen,  ^ 

366.  Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Bestimnmng 
aller  Integrale  des  gegebenen  Involutionssystems  (58)  erfordert  im 
Falle  «)  die  Bestimmung  aller  Integrale  des  v-gliedrigen  vollstandigen 
Systems  (61),  also  je  eine  Operation  der  Ordnung: 

2m  —  2v  +  1,  2m  —  2v,  . .  3,  2;  1, 

1)  Delassus  I. 
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in  den  Fallen  /?)  und  7)  dagegen  die  Integration  des  vollstandigen 
Systems  (62)  d.  h.  die  Operationen: 

2m  —  2v,  2m  —  2v-~l,  ..  3,  2,  1 

und  eine  Quadratur?  die  im  Falle  y)  wegfallt.  Der  letztere  Fall  ge- 
stattet  indes  noch  eine  weitere  Vereinfachung;  indem  man  ihn  durch 
die  bekannte  Substitution  (Art.  303)  auf  ein  System  partieller  Differen- 
tialgleicliungen  mit  m  —  1  Independenten  x^..xm~i  und  vom  Typus 
a]  reduzirt;  dafs  hierdurch.  wiederum  ein  v-gliedriges  Involutionssysiem 
erhalten  wird;  ist  leicht  ersichtlicL.  Nach  dieser  Transformation  er- 
ledigt  sich  der  Fall  y]  durcli  je  eine  Operation: 

2m  —  2v  —  l,  2m  —  2v  —  2,..3,2,  1. 

Uber   den  Zusammenhang    dieses   Integrationsverfahrens   mit   den 
frtiheren  Metlioden  ist  folgendes  zu  bemerken, 
Wenn  das  gegebene  Involutionssystem  : 

(71)  X4(^  .  .  xmp±  .  ,jpM)  =  ct         (i  =  1  .  .  v) 

sich  in  der  Form  (58)  auflosen  lafst,  so  kann  man  mittels  der  Glei- 
cliungen  (71)  in  das  v-gliedrige  vollstandige  System: 

(72)  [Xt,f]  =  Q        (s  =  l,2,..*) 

die  Grofsen  c±  c%  .  .  cv  statt  p1pz  .  .  pv  als  neue  Independente  einfuliren. 
Dadurch  erh'alt  aber  dieses  vollstandige  System  die  Form  (61),  wie 
man  entweder  durcli  direkte  Rechnung  bestatigt?  oder  aucli  folgender- 
mafsen  erkennen  kann.  Es  sei  J  das  System  (72)?  und  Jr  das  System 
mit  den  Independenten: 

(73)  0fy  .  .  XmPv  +  \  ..pmC!..Cv, 

das  aus  J  durch  die  vorhin  genannte  Variabeln  transformation  entsteht. 
Sind  dann: 


die  2m  —  v  +  1  unabhangigen  Losungen  von  J?  und  versteht  man 
unter  Sttjf  die  Funktion  der  2m  -|-  1  Variabeln  (73)  ;  die  aus  «fljt  eilt- 
steht?  wenn  man  darin  die  pt  vermoge  (58)  durcli  die  fa  ersetzt,  so 
bilden  die  Funktionen: 

GI  .  .  CVy    Siii    .  .  iigwi  —  2v+l 

ein  System  von  2m  —  v  +  1  unabhangigen  Losungen  des  vollstandigen 
Systems  J7.  Nun  stellen  die  v  +  1  Gleichungen  : 

XL  =====  e1  .  .  Xv  =  cv]  Siik  =  y 
fttr  jedes  beliebige   Konstantensysteni   e?4  .  .  cvy   ein   Involutionssystem 

v,  Weber,  Das  Pfaffscha  Problem.  32 
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dar;  dasselbe  gilt  daher  auch  fur  das  aquivalente  Gleichungensystern  : 

ci  h.  &/  ist  ftir  jedes  beliebige  Wertsystem  der  in  ihm  enthaltenen 
Konstanten  q  . .  cr  ein  Integral  des  vollstandigen  Systems: 

Da    nun    die    Grleichungen    (61)    aus    den   vorstehenden    erhalten 
werden,  indem  man  darin  alle  Terme  fortlafst,   die  mit  einer  der  Ab- 

s\  -f  7\  •£ 

leitungen  1—-  •  •  •£*-  inultiplizirt  sind .   und   da   die   Funktion  &*    die 

u  ID  0  *0  - 

Variabeln  Pi-*pv  nicht  enthalt,  so  befriedigen  samtliche  Funktionen 
Sli  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  ct  . .  cv  die  partiellen  Differential- 
gleichungen  (61).  Diese  letzteren  sind  also  mit  dem  vollstandigen 
System  3'  identisch. 

Ist   dernnaeh  f(0s^  . .  xtnpv+i  -  -pmcl . .  c,)    ein  Integral    der  Glei- 
chungen  (61);  so  befriedigt  die  Funktion: 


das  vollstandige  System  (72);  umgekehrt  erhalt  man  aus  jedena  Inte- 
gral yon  (72);  das  keine  Funktion  von  Xt  .  .  Xv  allein  ist,  ein  Integral 
von  (61);  indem  man  die  Grrofsen  p±  .  .pv  durch  die  Funktionen  ^  .  .  ^,, 
ersetzt.  Die  beiden  Integrationsprobleme  (61)  und  (72)  sind  also  voll- 
kommen  gleichbedeutend.  In  ganz  analogem  Zusamnienhange  stehen 
in  den  Fallen  /3)  und  y)  die  beiden  vollstandigen  Systeme  (61  a)  und: 


367.  Die  in  den  Artikeln  356  —  366  auseinandergesetzte  Methode; 
urn  alle  nicht  singular  en  Integral-Jfm  eines  gegebenen  o/-gliedrigen 
Involutionssy  stems  zu  finden;  komint  im  Wesentlichen  darauf  liinaus; 
alle  Charakteristiken  des  Involutionssy  stems  zu  ermitteln,  d.  h.  also 
ein  System  von  2ni  —  v  -\-  1  unabhangigen  Integralen  des  i^-gliedrigen 
vollstandigen  Systems  (72)  zu  bestimmen;  und  ist  von  Lie  als  die 
^verallgemeinerte  Cauchy'sche  Mefhode"  bezeichnet  worden. 

Kennt  man  ein  vollstandiges  Integral  des  Involutionssystems  (71), 
so  kennt  man  nach  Art.  355  und  356  auch.  alle  Integrate  des  voll- 
st'andigen  Systems  (72)  oder  (61);  insbesondere  lassen  sick  die  in 
Art.  364  gebrauchten  Hauptintegrale  £g^-  des  Systems  (61)  durch 
blofse  Elimination  flnden. 

Hat  man  bei  dem  Integrationsprozefs  des  Art.  354  zu  den  ge- 
gebenen, in  Involution  befindlicken  Funktionen  X1;  X^  ..  Xv  weitere 
v  Funktionen  Xv+1  .  .  Xv+v>  hinzubestimmt;  derarl,  dafs  die  GHeidiungen: 
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(73)  Xi  =  ci?  X.2  =  c^  .  .  X,,+l/  =  cr+v> 

fur  beliebige  GI  em  v  -f-  i/-gliedriges  Involutionssystem  bilden?  so  kann 
man,  statt  das  Verfahren  des  Art.  354  weiter  fortzusetzen,  auf  das 
Involutionssystem  (73)  die  verallgemeinerte  Caudiy'sche  Methode  an- 
wenden,  d.  L  also  die  noch  fetdenden  2m  -)-  1  —  2^  —  2i/  Losungen 
des  vollstandigen  Systems: 

[X,,f]  =  0         (*  =  1,2,. •"  +  "') 

ermitteln.  Sind  diese  Losungen  bekannt,  so  lafst  sicli  nach.  dem  oben 
Gesagten  durct  Differentiationen  und  Eliminationen  ein  vollstandiges 
Integral  des  Involutionssystems  (73),  also  aucli  ein  solcB.es  des  ge- 
gebenen  Systems  (71)  ohne  weiteres  ermitteln. 

§  2.  Die  Integrationsmethoden  von  Lagrange,  Jacobi,  Mayer  und  Lie. 
368.  1st  ein  r-gliedriges  Involutionssystem: 

(1)  Xf(#Xi  . .  xmp1 . .  j)m)  ==  c,        (i  =  1,  2, .  .  v) 

gegeben;  so  erlaubt  die  Methode  des  Art.  354  mit  Hiilfe  der  dort  an- 
gegebenen  Integrationsoperationen  ein  vollstandiges  Integral: 

(2)  Z=  c;  XL  =  q  . .  Xm  =  cm         (i  =  1,  2,  . .  v) 

des  Involutionssystems  (1);  oder;  was  dasselbe  besagt;  jeder  einzelnen 
der  partiellen  Differentialgleicltungen  (1);  zu  ermitteln.  Dieses  voli- 
standige  Integral  braucht  keineswegs  aus  Flachen  des  Raums  Rm+i  (2Xt . .  rw,) 
zu  bestehen,  d.  h.  die  Elimination  der  p£  aus  (2)  kann  mehr  als  eine 
Relation  in  8x± . .  xm  liefern.  Sind  aber  die  gegebenen  Gleichungen 
(1)  in  der  Form: 

(3)  p>  =  $,  (0%!  .  -  xmpv+i  -  -  Pm  Ci . .  cr)        (i  =l,2,..v) 

auflosbar,  so  zeigen  die  am  ScHufs  des  vorigen  §  angestellten  tlber- 
legungen,  dafs  sich  aus  jedem  beliebigen  vollstandigen  Integral  (2) 
durch.  gewisse  Eliminationen  ein  aus  Flachen  besteliendes  vollstandiges 
Integral  gewinnen  lafst.  In  dem  genannten  Falle  kann  man  aber  aucli 
das  Integrationsverfahren  des  Art.  354  von  vorneherein  so  einricliten? 
dafs  das  zunaclist  erhaltene  vollstandige  Integral  (2)  aus  Flachen  besfcelit. 
Fiir  Xv+i  kann  namlich  ein  beliebiges,  von  X± . .  Xv  unabhangiges 
Integral  des  vollstandigen  Systems: 

(4)  [X,,fl-0        (*-l,2,..v) 

gewahlt  werden;  und  die  Integration  des  letzteren  koinmt  nacli  Art.  366 
auf  diejenige  des  vollstandigen  Systems: 
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hinaus.  Dieses  System  besitzt  nun  2m  —  2v  +  l  Integrate,  die  hin- 
sichtlich  der  Variabeln  #,  xv+i  .  .  %mpv+i  -  >pM  unabhangig  sind,  also 
auch  wenigstens  eine  Losung: 


welche   yon  der  Variabeln  pv+i  niclit   frei   1st.    Lost   man  jetzt  die 
Gleictung  ^  =  c,.+i  in  der  Form: 


auf;  und  bezeichnet  man  mit  %i  die  Funktion,  die  aus  ty;  entstelit? 
wenn  man  darin  pv+i  durcli  %v+\  ersetzt?  so  bilden  die  Relationen: 

Pi  =  %s(*>  ®i  •  •  ff/«JPH-a  *  •  P^  ci  cs  *  •  ^4-1)         (i  =  1,  2,  .  .  ?>  -f  1) 
fitr  jedes  beliebige  Konstantensystem  c\  ein  InTolutionssystem;  das  auch 
in  der  Form: 

(6)  .K±  ===  cx;  X2  =  c2  .  .  X"r  =  o»/;  ^^.i  =  cr-|_i 
geschrieben  werden  kann?  wenn  mit  Xv+i  die  Funktion: 

8(0,  x±  .  .  xmpv+i  .  .  jpm;  Xi,  X2  .  .  X) 

bezeiclinet  wird.  Indem  wir  anf  das  Involutionssystem  (6)  dieselbe 
SchluTsweise  anwenden  wie  anf  (1)  etc.,  gelangen  wir  schliefslich  zu 
einem  Involutionssystem: 

(7)  Xi  =  q  .  .  Xm  =  cm, 
welcL.es  in  der  Form: 

(8)  jp;  =  oj(0x1  .  .  xtn  qc2  .  .  cm)      (i  =  1,  2;  .  .  m) 

aufgelost  werden  kann;  das  zugehorige  vollstandige  System  (5)  niinmt 
tier  folgende  Grestalt  an: 

(9)  ^.  +  ^g=°     (<-i,a,..«), 

besitzt  also  em  von  %  nicht  nnabhangiges  Integral: 


und  die  Gleichung  <p  =  c  stellt  das  gesuchte,  aus  Flachen  bestehende 
Yollstandige  Integral  des  gegebenen  Involutionssystems  (1)  dar;  wenn 
die  Grofsen  cv+i,  . .  cm,  c  als  arbitrare  Konstante  betracttet  werden. 
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Da  das  vollstandige  System  (9)  zu  der  Pfaff'schen  Grleichung: 

adjungirt  ist;  so  konnen  wir  die  erhaltenen  Resultate  in  folgende  beiden 
Satze  zusammenfassen : 

1)  Kennt  man  m  Funktionen  Xl}  X2,  . ,  Xm  der  2m  +  1  Variabeln 
$x,pt  von  der  Beschaffenheit,  dafs  die  GrleicJmngen: 

in  der  Form: 

Pi  =  (DI(^XI  . .  xm  CL  . .  Cm)        (i  =  1,  2; . .  m) 
aufgelost  werden  Jcimnen,  und  sind  die  Bedingungen: 

erfiillt,  so  ist  die  Pfaff'sche  Grleichung: 

(10)  ds  —  co1dxi  —  •  •  —  &nidxnii  =  0 

fiir  jedes  leliebige  Wertsystem  der  Konstanten  c{  . .  cm  exakt,  und  Hire 
allgemeine  IntegralgleicJmng : 

fD  IS T  /Y*     (*  (*     \   --t1,,--  f1 

liefert  fiir  jeden  Index  i  der  "Reilie  1  . .  m  ein  aits  Flaclien  bestehendes 
vollstdndiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 

Xi(0X±  .  .  30mp1  .  .  pm}  =  Ci, 

wenn  c,  als  numerische,  die  iibrigen  Gr often  q  .  ,cmc  als  arbitra/re  Kon- 
stante  gelten. 

2)  Kennt  man  v  Funktionen  XtX%  . .  Xv,  welclie  die  ~  v  (y  —  1) 

Bedingungen  [XfXk\  EH  0  er fallen  und  hinsichtlich  der  Variabeln  p^^pv 
unaWiangig  sind}  so  lassen  sieh  dureJi  je  erne  Operation: 
2m  —  2v  -f-  1?  2m  —  2  v  —  1^  . .  5;  3 

m  —  v  'weitere  Funktionen  Xr+i;  Xy+2  ..  Xm  so  bestimmen,  dafs  die 
Voraussetmngen  des  vorigen  Satees  erfiillt  sind. 

Der  Satz  1)  ist  augenscheinlich  eine  einfache  Konsequenz  der  Re- 
sultate  von  Art.  242  und  243;  ferner  erkennt  man  leich.t;  dafs  die  Be- 
dingungen des  Satzes  1)  auch  notwendig  sind,  damit  die  Pfaff'sclte 
Gleichung  (10)  fur  jedes  Wertsystem  q  . .  cm  exakt  sei. 

369.  Als  Korollar  folgt  aus  dem  Vorhergehenden: 

Es  seien  m  Eelationen  der  Form; 


gegeben,  welche  sick  in  der  Form: 
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pf  =  fyfafy  .  .  xm  CJL  .  .  cm)        (i  =  1,  2  .  .  w) 
auflosen  lassen.    Damit  dann  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 


fur  Miebige  ct  das  exalte  Differential  einer  FmJction  Ufa  .  .  #»/  ^  .  .  cw) 
sei,  ist  notwendig  und  liinreicliend,  dafs  die  Sedingungen: 


erfWt  seien. 

Kennt  man  v  Funktionen  Xl  .  .  Xv  der  2m  Varidbeln  $$,,  welche 

die  ^-v(v  —  1)   Relationen  (X,-  Xk]  =  0   befriedigen    und  UnsicUlich 

pt  .  .  pv  unabJiangig  sind,  so  Icann  man  mittels  je  einer  Integrations- 
operation: 

2m  —  2v,  2m  —  2v  —  2,  .  .  4,  2 

m  —  v  welter  e  FmMonen  Xv+i  •  •  Xm  der  art  bestirnmen,  dafs  die  Vor- 
ausseteungen  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes  erfullt  sind;  dann  ist: 

$  =:  Ufa  .  .  %mCi  ..Cm)  +  e 
em  vollstandiges  Integral  jeder  ewelnen  partiellen  DifferentialgleicJitmg: 


Um  beispielsweise  Xr+i  zu  bestiinmen;  hat  man  die  Relationen: 
(11)  X,  =  d  .  .  Zv  =  cv 

folgendermafsen  aufzulosen: 

(12)  pi  =  fa  fa  .  .  Xmpv+l  •  •  pm  <i  -  -  Cv)  (i  =*  1  .  .  l/)? 

sodann  irgend  ein  von  pv^  nicht  tmabhangiges  Integral: 


des  vollstandigen  Systems: 


zu  ermitteln,  und  hinterher  in  ^  die  of  durct  die  Funktionen  Xt  . .  Xv 
zu  ersetzen.    Auf  das  v  +  1-gliedrige  Involutionssystem  : 


kann  man  dann  dieselbe  Schlufsweise  anwenden  u.  s.  w. 

Diese  Methode  fuhrt  anch  dann  zum  Ziele;  wenn  das  gegebene 
Involutionssystem  (11)  oder  (12)  dem  Typus  y)  angehort,  d.  k  wenn 
die  X,  in  den  p  hoinogen  nullter  Ordnung;  also  die  fa  hinsichtlicli 
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j?y+i  •  •  Pm  homogen  erster  Ordmmg  sind.  Doch  kann  man  in  diesem 
Falle  den  Funktionen  Xr+i;  X,,+2;  ..  Xm-i  ebenfalls  die  Bedingung 
auferlegen,  in  den  pi  hoinogen  nullter  Ordnung  zu  sein;  in  der  That 
bilden  ja  jetzt  die  Grleichungen  (13)  zusammen  mit  der  folgenden: 


ein  v  +  1-gliedriges  vollstandiges  System,  wie  man  entweder  aus 
Art.  273,  Satz  6)  oder  auch  direkt  aus  dem  Umstande  erkennt,  dais 
die  Gleichnngen  (13)  (14)  im  gegenwartigen  Falle  das  zn  dem  Pfaff'schen 
Ausdruck: 


gehorige  vollstandige  System  V  darstellen  (Art.  363).   Man  gelangt  so 
zu  einein  Involutionssystem  : 


welches  sich  folgendermafsen  auflosen  lafst: 

&  =  Pm  '  Mffa  -  -  OCm  GI  .  .  Cm-i), 

und  die  Eigenschaft  besitzt?  dafs  die  Pfaffsche  GHeichung: 

(D1dX1  -\  ----  f-  COM_i^-!  -f  dXm  =  0 

exakt  ist.    Die  allgemeine  Integralgleichung  der  letzteren: 

cm  =  0 


liefert  dann  im  Sinne  der  zweiten  Definition  des  Art.  314  ein  voll- 
standiges Integral  jeder  einzelnen  der  hoinogenen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

a        (i  =  l..m-  1). 


Diese  Methode  erfordert;  wie  man  sieht?  je  eine  Operation: 

2m  —  2v  —  1,  2m  —  2v  —  3,  .  .  3,  1  ; 
setzt  man: 

Xm  EE  ii(^  .  .  Xm,  Xl  .  .  Xm_i); 

so  besteht  eine  Identitat  der  Form: 
-\  ----  h 


Die  Integrations  vereinfachungen,  die  hiernach  der  Fall  7)  gegen- 
iiber  dem  Fall  /3)  darbietet;  konnen  natiirlich  auch  dadurch  erzielt 
werden;  dafs  man  das  homogene  Inyolutionssystem  (11)  mittels  der 
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bekannten  Substitution     »  fur  xm  und  —  pi  fur  -1    auf  den  Typus  a) 

\  -^m' 

reduzirt. 

370.  Unter  der  speziellen  Annahme  w  =  2;  v  =  1  erhalten  wir 
aus  den  Ergebnissen  der  letzten  beiden  Nummern  die  nachstehenden, 
schon  von  Lagrange1)  bewiesenen  Satze: 

Urn  die  partielle  Differentialgleichung: 

(15)  F(xyepfi  =  0 

zu    integriren,    bestimine   man    ein   Integral    9(xy0pq)   der   linearen 
parti  ellen  Differentialgleichung  : 


(SF   >a3F\  ^/_n 

-  1  a^  +  ^  w;  ?i  -  ° 

von  der  Beschaffenheit,  dafs  die  beiden  Relationen: 


=  a 
sich  in  der  Form: 


p  «= 

auflSsen  lassen;  dann  ist  die  totale  Differentialgleichung; 

—  0, 


filr  beliebige  konstante  Werte  von  a  exakt?  und  ihre  allgemeiue  In- 
tegralgleichung: 

V(xy$a)  —  I 

liefert  ein  vollstaudiges  Integral  der  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung (15).    Hat  letztere  die  Form: 

Ffaypq)  =  0, 


so  bestimme  man  ein  Integral  9(xypg[)  der  linearen  partiellen  Di 
ferentialgleichung  : 


___ 
dp  8x       ~Sx  8p~*~  dgt  ~dy       dy 

derart?  dais  die  Relationen: 

J^=0,  *  =  a 
sich  folgendermafsen  auflosen  lassen: 


1)  LagraBge  L 
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claim  ist  der  Ausdruck  %dx  ~f~  ®<$y  ein  exaktes  Differential  dfp(xya\ 
und  die  Relation: 

s  =  <p(xya)  +  ^ 

liefert  ein  vollstandiges  Integral  von  F($ypq)  =  Q. 

Es  sei  z.  B.  die  folgende  partielle  Differentialgleichung  vorgelegt: 

(18)  4>fe£)  =  0. 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (17)  wird  hier: 

8y  Sf    ,    dy>  di^Q 
dp  8%   *    8%  8y         * 

eine  Losung  derselben  ist  p-  aus  den  Relationen: 


folgt  eine  Grleickung  der  Form: 

q  =  co  (a). 

Der  Pfaff'sche  Ausdruck  adx  +  ®(u)dy  ist  in  der  That  ein 
exaktes  Differential,  und  die  Grleichnng  (18)  besitzt  das  vollstandige 
Integral: 

&  =  ax  -f-  co(<z)  •  y  +  &, 

welches  aus  oo2  Ebenen  des  Raums  RB(%y2)  besteht;  die  allgeineinste 
Integralflache  von  (18)  ist  eine  Developpable;  die  von  irgend  einfach 
unendlich  vielen  dieser  Ebenen  umhiillt  wird. 

Wir  betrachten  zweitens  eine  Gleichung  der  Form: 

(19)  9(^2)  =  0. 

Die  Gleichung  (16)  lautet  hier  so: 

?J?  1*1  +  .,  LA    .   ^  W  +  0W\_tvL?fjL(, 
dp  \dx  ~^  c>8)  ~  dq  \Sy  ~  ^  3^/        S^  r  ?p 

eine  Losung  derselben  ist  —  ;  aus  den  Grleichungen: 

p  =  qa;  9(^,^,2)  —  0, 
folgen  Gleichungen  der  Form: 

g  =  ^0,0);  p  =*  aty  fa  a). 
Die  totale  Differentialgleichung: 

0 


ist  exakt;  und  ihre  allgemeine  Integralgleichung;  die  zugleich  ein  voll- 
standiges Integral  von  (19)  darsteflt,  lautet: 


f^£  = 
J  v 
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Schliefslich  untersuchen  wir  noch  folgende  Gleichiiug: 


Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

' 


hat  das  Integral  <p(#j));  aus  den  Grleichungen: 

y  =  a,    <JP  =  ^ 

folgt  ^  =  a,  also  durch  Auflosung  nach  j?,  j: 
p  —  Z(o?,a);  ?  —  <o(y,a) 
und  man  erhalt  das  vollstandige  Integral: 


371.  Das  in  Art.  368  und  369  auseinandergesetzte  Verfahren  ist 
unter  dem  Namen  ?;zweite  Jacobi'sche  Methods"  bekannt.  Zur  Be- 
stimmung  je  eines  Integrals  der  dabei  auftretenden  successiven  voll- 
standigen  Systeme  hat  Jacobi  das  von  ihm  hernihrende;  in  Art.  67  er- 
klarte  Verfahren  beniitzt. 

Wir  wollen  die  zweite  Jacobi'sche  Methode  durch  eine  Reihe  von 
Beispielen  erlautern, 

1.  Beispiel: 


Jede  der  partiellen  Differentialgleichungen: 

A  =  ^l;  ft  =  ^8    ••  Pm  =  Cm 

ist  mit  den  flbrigen   und  mit  der  gegebenen  Grleichung  in  Involution. 
Unterwirft  man  daher  die  ctl  der  Bedingung: 


.  Cm]  =  0, 
so  lautet  ein  vollsfcandiges  Integral: 

g  =  c  +  c^  -j  ----  [-  emxm. 

2.  BeispieL 

^ 

Man  findet  nun: 


d,  k  die  Gleichungen: 

Pi  =  Ctjpm        (i  =  1,  2;  .  .  m  —  1), 
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bilden   mit   der   gegebenen  Grleichung  zusarnmen   ein  w-gliedriges   In- 
volutionssystem ;    durch  Auflosung   desselben  nach   den  p<  erhalt  man: 

f  \  /""tO  ~\\ 

Die  totale  Differentialgleichung: 

ist  in  der  That  exakt  und  hat  zur  allgemeinen  Integralgleichung: 

ii  II 

wornit  ein  vollstandiges  Integral  der  gegebenen  Grleiehung  gewonnen  ist. 
3.  Beispiel.     Es  seien  beliebige  Funktionen  der  Form: 


gegeben;  dann.  ist  jede  der  Gleichungen: 

(20)  cpt  (xt,p?)  =  cf        (i  =  1, . .  m) 
mit  den  iibrigen  und  mit  der  Gleichung: 

(21)  ^Oiyg--  yw)  =  0 

involutorisch.    Lost  man  daher  die  Relationen  (20)  nach  den  pi  auf : 

JP*  =  $i(Xi,  C;), 

so   erhalt  man   fur   die  partielle  Differentialgleichung   (21)    das   voll- 
standige  Integral: 


darin  aind  <?  und  m  —  1  von  den  Grrofsen  et  die  arbitraren  Konstanten; 
wahrend  die  wte  der  Grrofsen  c^  aus  der  Gleichung: 


zu  bestirnmen  ist. 

So  findet  man  beispielsweise  fiir  die  partielle  Differentialgleichung: 

JPi  J?2  •  •  P™  =  xi  xz  •  •  ^ 
das  vollstandige  Integral: 

a  _  c  +  Ci^  +  .  .  +  cm^; 
worin  die  cf  durch  die  Relation: 

^    ^1  ^2  "  •  ^w*  :KS!  •*• 

an  einander  gekntipft  sind.     - 
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4.  Beispiel. 

(22)  (x,Pi  +  x^x,  +  ft(ft  -  jpa)[ft8  +  (i>6  +  *0(ft  +  a>eXP«]  =  q- 
Die  partielle  Differentialgleichung: 

(23)  jp42  -f  (ft  +  04)  (ft  +  0e)l>e  =  % 

bildet  mit  (22)  zusaramen  offenbar  ein  Involutionssytem;  die  Gleichung 
(22)  kann  dabei  ersetzt  werden  durch  die  folgende: 

(24)  (afcft  +  ffiftX  +  ^2^8  (Pi  "A)  =  ^1- 

Die  linke  Seite  von  (23)  bezeiclmen  wir  mit  Z^  und  sucheu  ein  drei- 
gliedriges  InTolutionssystem  der  Form: 


zu  bestimmen;   ebenso  nennen  wir  Xjx  die  linke  Seite  von  (24  \   und 
ennitteln  ein  dreigliedriges  Involutionssystem  der  Gestalt: 


Dann  bilden  offenbar  die  Funktionen  X1X2X^X1fX^X3/  ein  seclis- 
gliedriges  Inyolutionssystera;  und  das  Integrationsproblem  (22)  erledigt 
sich  durch.  eine  Quadratur. 

Bilden    wir    die  zu   (23)   gehorige  lineare   partielle   Difterential- 
gleichung;  so  hat  das  adjungirte  simultane  System  derselben  die  Form: 

dx^  _  _  dx&  _  _  d%Q  __  _       —dp,        _  —  dp6 


Ein  Integral  desselben  ist  p5  =  const,  ,  ein  zweites  ergiebt  sich  diirch 
Gleichsetzung  des  dritten  und  seclisteu  der  obigen  Quotienten;  man 
findet; 


darnach  konnen  wir  X2  mit  p6  und  XB  mit  p6(^)6  +  XQ]   identifiziren. 
Bilden  wir  ferner   die  zn  (24)  gehorige  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung  (X^f)  =  05  so  lautet  das   adjungirte   simultane   System 
folgendermafsen  : 


Hieraus  folgt: 


Pi  +  ^2  ^i  + 

also  konnen  wir  setzen: 
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Aus  dem  obigen  simultanen  System  findet  man  ferner: 


^  (Pi  —  JPs)        ^  (Pi  —  Pa)  ? 
und  hieraus  das  Integral: 

^  (Pi  —  JPa)  —  y  ^  =  const- 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  kann  fur  X$  genommen  warden,  da 
sie?  wie  die  Ausrechnung  lehrt,  auch.  mit  X%  involutorisch  ist.  Lost 
man  die  Grleichungen: 


nach  ^pg  .  .  p6  auf;  und  substituirt  die  erhaltenen  Werte  in  Sp;dxf, 
so  erhalt  man  durcli  Quadraturen  ein  yollstandiges  Integral  der  ge- 
gebenen  Grleichung  (22): 


,  #, 

=  log 


_ 


,    ^  y  2         , 
+  -^  arctg 

Die  obigen  Beispiele  1);  3^  4)  subsumiren  sich  unter  eine  all- 
gemeine  Regel,  die  von  Imsclienetsky  als  ,,Mefhode  der  Trennung  der 
Vandbeln"  bezeichnet  worden  ist.  Es  seien  a,  &;  c  .  .  g  irgend  welche 
v  Indices  von  der  Beschaffenheit;  dafs: 


wir  betrachten  dann  eine  partielle  Differentialgleichung  vorn  Typus  j3): 

Ffaxt  .  .  a?fl,  jpx  .  .jpa?  <pl9  9?2;  .  .  g?,)  =  c. 
Dabei  ist  g?t  eine  Funktion?  die  nur  die  Variabeln: 


ferner        eine  Funktion    die  nur  die  Variabeln: 


; 

.  .  Xc 


enthalt,  etc.  Dann  ist  jede  der  Gleichungen  cpt  =  const,  mit  jeder 
andern  dieser  Gleichungen  und  mit  F  ==  c  mvolutorisch,  und  die  Inte- 
gration der  letzteren  kommt  darauf  hinaus,  fiir  jede  einzelne  der  par- 
tiellen  Differentialgleicbungen: 


je   ein  vollstancliges   Integral   zu  ermitteln;    durcli   einfache  Addition 


510  Kap.  XIII.    Involutionssysteme.  [371] 

dieser  vollstandigen   Integrate   erhalt  man  dann  ein  vollstandiges  Inte- 
gral der  gegebenen  Gleichung. 
5.  Beispiel. 

&!  J_  *>  or   f£  4-  0^  4-  a  sa  »  3  —  0  V  =  0 

__  •     j     MS)  tA/f)  i  r    J~^  I      I        v      3jt  ^  L  4      4 

Nach  dem  eben  Gresagten  bilden  die  Gleichungen  : 

L  £  2^    ^    ._  0 


,^ 

ein  dreigliedriges  Involutionssystem;  die  letzte  dieser  Gleichungen  giebt 
wiederum  zu  deni  zweigliedrigen.  Involutionssy stein: 

Anlafs.  Berechnet  man  aus  dem  viergliedrigen  Involutionssystein  (25) 
(26)  die  p-,  als  Funktionen  der  #*  und  substituirt  die  erhaltenen  Aus- 
drucke  in  £ptdxt,  so  erhalt  man  durch  Quadrature!!  ein  vollstandiges 
Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

3 
8   ^-J-i2^^2J"A"  " 


c  1 

=  c  _  _A  ^  4.  _ 


6.   Beispiel.      Wir   betrachten   die   beiden    partiellen   Differential- 
gieichungen: 


diese  bilden  kein  Involutionssystem,  denn  man  findet: 


Die  Gleichungen  ^  =  0,  Z2  =  0;  3T3  =  0  bilden  aber  ein  luvolutions- 
system;  das  zwei  verschiedene  Auflosungen: 

(»')  A 

<»)  A 


gestattet.    Das  zu  (27)  getorige  Jaeobi'sche  System  (13)  hat  die  Form: 
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Die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  besitzen  das  gerneinschaftliche 
Integral  |)4;  substituirt  man  dieses  Integral  anstatt  f  in  die  linke  Seite 

der  dritteu  Gleichung,  so  erhalt  man  die  Funktion  ~-;  die  nach  Art.  67 

x% 

die  beiden  ersten,  und  wie  die  Ausrechnung  lehrt,  auch  die  dritte 
Gleichung  unseres  Jacobi'schen  Systems  erffilt;  aus  den  Gleichungen 
(27)  und  der  Relation  p4  =  ax%  kann  man  jetzt  die  pt  durch  die  #/ 
ausdriicken,  und  erhalt  so  das  yollstandige  Integral: 

£  =  -^2  +  a^-f  & 

des  Systems  (27);  ebenso  flndet  man  fiir  das  System  (28)  das  voll- 
standige  Integral: 

0  =  -  x.2xB  +  ax^  +  I. 

372.  Will  man  auf  das  v-gliedrige  Jacobi'sche  System  (5)  die 
Mayer'sche  Transformation  (Art.  85)  anwenden,  so  hat  man  unter: 

(29)  />,x»..x«m,p«+1..pl 

eine  Stelle  zu  verstehen,  an  der  alle  rechten  Seiten  des  gegebenen 
Involutionssystems  : 

(3)        pf  =  ^  (e^  .  .  xmpv+l  .  .  pm,  c±  .  .  (v)      (i  =  1,  2,  .  .  v)  , 


und  infolgedessen  auch  sanitliche  Koeffizienten  des  Jacobi'schen  Systems 
(5)  regular  sind;  und  mittels  der  Formeln: 

(30)          o?x  =  ^°  +  y^  o?2  ==  %*  +  Ma  •  •  ^  =  ^  +  ViV^ 


statt  x±  .  .XT,  die  Grofsen  y^  .  .  yv  als  neue  Independente  einzufuhren. 
Bezeichnen  wir  dann  mit  [^/]  diejenige  Funktion,  die  aus  ^/  durch  die 
Substitution  (30)  entsteht,  und  schreiben  wir: 


so  enthalt  das  vollstandige  System  ?  das  aus  (5)  durch  unsere  Variabeln- 
transformation  hervorgeht,  unter  andern  folgencle  Gleichung: 


=  0. 


Die  Integration  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  kommt  nach  Kap.  II 
§  5  auf  diejenige  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (31) 
hinaus,  in  der  y^^i . .  xm  als  Independente,  die  Groisen  y2 . .  yv  da- 
gegen  als  Konstante  zu  betrachten  sind.  Insbesondere  erhalt  man  aus 
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jedetn  nicht  konstanten  Integral  von  (31)  durch  blofse  Differentiationen 

und  Eliminationen  mindestens  eine  Losung  des  Jacobf  schen  Systems  (5), 

373.   Wir   wollen  nun  die   neuen  Variabeln  yi  .  .  yv  aucli  in  das 

gegebene  Involutionssystem  (3)  einfiihren.    Da  nun  Pi  —  j^t   so 
man  vermoge  (30)  die  Forineln: 

2i  =PI  +  &ft  -!  —  h  w*\  ?!+*  =  yi#i-M     (A  =  i,  •  •  *  —  i 

wenn 


gesetzt  wird.    Darnach  erhalten  die  partiellen  Differentialgleichungen 
(3)  durch  unsere  Variabelntransformation  die  Grestalt: 


(32)  &  = 

^=2/iM       (*  —  2,  3,  .  .  v). 

Die  Gleichung  (32)  ist  eine  partielle  Differentialgleiehung  erster  Ord- 
nung  mit  den  ladependeiiten  y1}  xr+i  .  .  xm,  wenn  die  y$  .  .  yv  sis  Pa- 

/)  " 

raaneter  betrachtet  nnd  die  pv±h  auf  der  rechten    Seite  durch  -$—— 

6Xv  +  h 

ersetzt  werden.  Man  erkennt  ohne  weiteres,  dafs  die  lineare  partielle 
Differentialgleiclmngy  auf  deren  Integration  diejenige  von  (32)  nach 
der  Cauchy'schen  Methode  zuruckkouirnt,  mit  (31)  identisch  ist. 

Die  lineare  partielle  Differentialgleiehung  (31)  stekt  also  zu  der 
partiellen  Differentialgleichung  (32)  in  derselben  Bezieiiung,  wie  das 
Jacobi'sche  System  (5)  zu  dein  gegebenen  Involutionssystem  (3). 

Es  sei  jetzt  ein  beliebiges  (von  m  —  v  +  1  arbitraren  Konstanten 
abMngendes)  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleiehung 

(32)  bekannt.    Nach   Kap*  XII,   §  3  nnd  4  lassen   sich    dann   durch 
blofse  Eliminationen   alle   2m  —  2v  +  1  Integrals   der  zugehorigen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung   (31),   also    auch   ihre   Haupt- 
integrale  hinsichtlich  y^  =  0  bestimmen.     Letztere  liefern   aber  nach 
Elimination  der  y/  mit  Hulfe  von  (30)  sofort  die  2«w  —  2o/  +  1  Haupt- 
integrale  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  hinsichtlich: 

(33)  ^  =  oo^  .  .  xv  =====  %v°) 

und  damit  ist  die  Integration  des  Involutionssystenis  (3)  nach  der  ver- 
allgemeinerteu  Cauchy'schen  Methode  erledigt, 

Wir  haben  so  den  wichtigen,  von  Lie  hemihrenden  Satz  ge- 
wonnen: 

Die  Integration  jedes  v-gliedrigen  Involutionssystems  : 
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(3)          pf  =  tyfa  %  .  .  xmj  pv+1  .  .  pm^  .  .  cy)    (i  =  1;  2;  .  .  a/) 

w&  m  Independenten  Jtann  auf  die  Integration  einer  ein#igen  partiellen 
Differentialgleichung  mit  m  —  v  -j-  1  unabMngigen  Variabeln  swriick- 
gefulirt  werden. 

Im  Falle  y)  ist  die  rechte  Seite  der  Grleichung  (32)  ebenfalls  von 
&  unabhangig  und  in  den  Grofeen  pv+i-*pm  hornogen  erster  Ordnung, 
und  der  vorstehende  Satz  bleibt  daher  in  diesem  Falle  auch  dann 
richtig,  wenn  man  die  zweite  der  in  Art.  302  gegebenen  Definitionen 
des  Integralbegriffs  bevorzugt 

374.  Der  Lie'sche  Satz  lafst  sicL.  auch  folgendermalsen  beweisen. 
Man  liabe  ein  Wertsystem  (29)  und  eine  arbitrare  Funktion 


den  Festsetzungen  des  Art.  365  gemafs  gewahlt;  dann  besitzt  das 
Involutionssystem  (3)  eine  und  nur  eine  Integralfunktion  &  =  %  (%i  •  •  ^*); 
die  an  der  Stelle  x®  .  .  x^  regular  ist  und  vermoge  der  Substitution 
(33)  in  die  vorgeschriebene  Funktion  9?  tibergehi  Diese  Integral- 
funktion verwandelt  sicli  vermoge  der  Substitution  (30)  in  eine  Funktion: 


die   der   partiellen   Differentialgleichung   (32)   gentigt,   nach   Potenzen 
der  Grofsen: 


entwickelbar  ist;  und  sicli  vermoge  yl  =  0  auf  9(^4.1  .  .  xm)  reduzirt. 
Da  aber  die  parti  elle  DilSferentialgleickung  (32)  nach  Art.  317  nur  eine 
einzige  Integralfunktion  $  mit  den  genannten  Eigenschaften  besitzt; 
so  kommen  wir  zu  dem  Schlusse: 

Aus  derjenigen  Integralfunldion  <&  der  partiellen  Differentialgleichung 
(32)7  welche  sich  vermoge  yi  =  0  auf  die  von  y%  .  .  yv  nicht  alhangende 
arbitrare  Function  (p(xv+i  .  .  xm}  reduzirt,  erMlt  man  durch  Elimination 
der  yi  vermoge  (30)  dime  weiteres  die  Integralfunktion  unseres  Involutions- 
systems,  die  vermoge  x±  =  x^  .  .  xv  =  XVQ  in  y  ubergeht. 

Man  wahle  z.  B.  fur  (p  die  Funktion  cv+ixv+i  +  '  '  +  c™x™  +  c> 
worin  die  c  arbitrare  Konstanten  bedeuten;  die  zugehorige  Integral- 
funktion 0  der  Grleichung  (32)  wird  nach  Art.  317  gefunden  und 
stellt  ein  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleicliung  (32) 
dar.  Eliminirt  man  hieraus  die  y  mittels  (30),  so  gewinnt  man  ohne 
weiteres  ein  vollstandiges  Integral  des  gegebenen  Involutionssystems. 

Nach.  Art.  372  und  373  erscheint  das  Lie'sche  Theorem  als  Korollar 
des  Mayer'schen  Satzes.  Doch  kann.man  auch  umgekehrt  den  letzteren 
als  einen  einfachen  Spezialfall  des  ersteren  auffassen.  In  der  That 
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erlialten  wir  die  Theorie  von  Kap.  II  §  5  ohne  weiteres  aus  clein  so- 
eben  bewiesenen  Theorem  ?  wenn  wir  nnter  den  ^/  ganze  lineare  ho- 
mogene,  von  0  freie  Funktionen  der  m  —  v  Yariabeln  pv+i  .  .pm  ver- 
stehen,  so  dafs  also  die  Gleichungen  (3)  ein  o/-gliedriges  Jacobi'sches 
System  linearer  homogener  partieller  Differentialgleichungen  1.  Orduung 
darstellen  (vgl.  Art.  353). 

375.  Diesem  engen  Zusammenhang  entspricht  es  auch,  dafs  die 
genannten  beiden  Theoreme  ganz  analoge  geometrische  Deutungen 
zulassen  (vgl.  Art.  86). 

Die  Grleichungen: 

(34)  s,-2i0  =  y.Or1-V)        (s  =  2;  3;  •  •  v) 

definiren  namlich,  wenn  y2  .  .  yv  als  variable  Parameter  betrachtet 
werden,  im  Ranme  2ZOT+i(^^..i^)  ein  System  von  oo^-1  linearen 
Punkt-ftw__y4_2;  diese  Pmiktmannigfaltigkeiten  enthalten  alle  die  durch 
(33)  definirte  m  —  v  -f"  1-fach  ansgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit; 
m.  a.  W.  die  co1"""1  ebenen  Punktmannigfaltigkeiten  (34)  bilden  einen 
5>Biischerf  mit  der  3;Axe"  (33)  (Art.  86).  Diese  Axe  wollen  wir  mit 
A  bezeichnen. 

Bedeutet  nun.  E  eine  beliebige  unter  den  linearen  P-unkt-^^^+a 
des  Btischels  (34),  so  stellt  E  einen  Raum  jBOT_>r_|_2  dar;  innerhalb 
dessen  ein  beliebiger  Punkt  durch  Angabe  der  m  —  v  -j-  2  Koordinaten: 

(35)  s,yi,xv+i..xm 

bestimmt  ist.  Diese  Grofsen  konnen  also  als  Punktkoordinaten  des 
Raums  E  gedeutet  warden.  Ist  Q  ein  Punkt  von  E  mit  den  Koordi- 
naten (35),  so  sind  seine  Koordinaten  im  Rm+i  die  folgenden: 


Ferner  wollen  wir  die  Grofsen: 

(36)  ^  y1?  x^+i  .  .  xm,  q^Vv+i  *.pm 

als  Koordinaten  eines  Flachemlements  des  Raums  E  deuten;  wir  ver- 
stehen  darunter,  wie  gewohnlich;  den  Inbegriff  eines  Punktes  Q  von  E 
und  einer  durch  ihn  gehenden,  in  E  euthaltenen  linearen  m  —  v  ~j~  1- 
fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Die  Bedingung  fur  die  vereinigte 
Lage  zweier  benachbarter  Flachenelemente  des  Raums  E: 

0,  2/1?  irr+1  .  .  jjv,  0  -(-  de,  yl  +  dyl  ,  .  pm  +  dpm 
lautet  so; 

=  0 


und  die  partielle  Differentialgleichung  (32)  stellt  eine  Relation  zwischen 
den  Elementkoordinaten  uiiseres  Raums  E  dar. 
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Wir  betrachten  jetzt  iin  Rauin  Rm+i  em  Flaehen  element  e  init 
clen  Koordinaten  8Xtpf,  dessen  zugehoriger  Puukt  Q  in  E  gelegen  ist; 
dann  schneidet  die  Ebene  dieses  Flaehenelements  den  Rauin  E  nach 
einer  linearen  jiw_,;-j_i?  die  init  Q  zusarninen  ein  Flachenelement  init 
den  Koordinaten: 

0,  y1?  xv+i  .  .  xm'i  p± 

liefert,  oder  kurz  ausgedruckt:  das  Flachenelement  ^xl  .  .  xm  p±  .  .pin 
schneidet  aus  dein  Rauin  E  das  obige  Flacheneleinent  aus.  Ferner 
seien  $x^  .  .  x^  die  Koordinaten  eines  anf  der  Axe  A  gelegenen  Punktes 
P  des  Kaunas  JBw,+i;  und  eQ  ein  den  Punkt  P  enttaltendes  Flaclien- 
eleraent?  dessen  m  librige  Koordinaten  wir  mit  p^-p^  bezeichnen. 
Dabei  sollen  die  Konstanten  sPx^  .  ,  ^wj?J  •  1  .  *p^  so  gewahlt  sein^  dafs 
die  Voraussetzungen  des  Art.  3G5  zutreffen,  wahrend  p^°  .  .  pvQ  aus  den 
Gleichungen  : 


zu  berechnen  sind.  Das  Flachenelement  e^9  das  von  e0  aus  dem  Rauni 
E  ausgeschnitten  wird;  hat  dann  innerhalb  des  letzteren  die  Koordinaten: 

0,  0,  ^°  ,  1  •  •  ^°  ;  *?  +  vM  +  .  .  y  ^°;  P°  ,  i  .  -  #°  ; 

•*>     ?     f-j-l          «»'    ^1     '     ''S^S     '          #?T>J  ir  +  1       *?w' 

es  genugt  also  der  partiellen  Differentialgleichung  (32)  und  ist  fiber- 
dies  nach  der  Terminologie  des  vorigen  Kapitels  ein  nicht  singulares 
Fl'acheneleinent  dieser  Grleichung.  Darnach  ist  e$  auf  einem  und  nur 
einem  charakteristischen  Streifen  C'  der  partiellen  Diflferentialgleiehung 
(32)  enthalten.  Lafst  man  jetzt  E  alle  oo1"^1  Mannigfaltigkeiten  des 
Buschels  (34)  durchlaufen,  ohne  die  Koordinaten  #°#v°  des  Punktes  P 
zu  andern;  so  erzeugt  die  in  E  gelegene,  zu  eQ'  gehorige  ?;Ebenew  die 
zu  dem  Fl'achenelement  eQ  gehorige  Ebene  des  Raums  Bm+i,  und 
gleichzeitig  der  von  eQ'  auslaufende  charakteristische  Streifen  Cf  die 
durch  e0  festgelegte  Charakteristik  C  des  gegebenen  Involutions- 
systems;  umgekehrt  schneidet  die  v-fach.  ausgedehnte  Charakteristik  0 
aus  dem  Raume  E  den  durch  e$  gehenden  charakteristischen  Streifen 
der  partiellen  Differentialgleichung  (32)  aus.  Es  ist  dies  der  geometrische 
Ausdruck  der  analytischen  Thatsache,  dafs  die  Hauptintegrale  hinsicht- 
lich  yl  =  0  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (31)  in  die 
Hauptintegrale  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  hinsichtlich  xl=x^..xv=xv^ 
ubergehen,  wenn  man  die  y,  mittels  (30)  eliminirt;  und  dafs  umgekehrt 
die  zuletzt  genannten  Hauptintegrale  sich  vermoge  cler  Substitution 
(30)  in  die  ersteren  verwandeln. 

33* 
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Wir  betrachten  jetzt  diejeuige  Integral-!^-  v  des  gegebenen  In- 
yolutionssystems  (3),  welche  durcli  die  Rdationeu  (33)  und  die  folgenden  : 

(37)        *  =  <K0H-i--^)51>H-a  =  (A  =  l,2,..*»-*) 


definirt  wird,  dereu  zugehorige  Punktmannigfaltigkeit  also  ganz  auf 
der  Axe  A  gelegen  ist.  Wir  wollen  diese  Integral-  Jfm-r  mit  ift0  be- 
zeichnen;  sie  schneidet  den  Baum  E  nach  einer  Element-  Mm~~v,  die 
&Q'  genannt  werde;  und  die  in  den  Elementkoordinaten  (36)  durch  die 
Grleichungen  (37)  und  durcli  ^  =====  0;  ql  =  ^  definirt  ist.  Die  Aus- 
gangsmannigfaltigkeit  i$i0'  ist  dann  anf  einer  und  nur  einer?  ganz  in  E 
entlialtenen,  m  —  v  +  1-facli  ausgedehnten  Integralmannigfaltigkeit  &' 
der  partiellen  Differentialgleicliung  ^  =  $  gelegen.  Aus  dem  voiimi 
erkannten  Zusaininenhang  zwischen  den  Charakteristiken  des  gegebenen 
Involntionssystems  und  der  partiellen  DifierentialgleicKung  (32)  folgt 
jetzt  sofort:  Lafst  man  E  alle  ebenen  Mannigfaltigkeiten  des  Biiscliels 
(34)  durchlanfen;  so  erzeugt  &'  die  durcli  £i0  festgelegte  Xntegral-Jfm 
des  gegebenen  Involutionssystemsj  umgekehrt  schneidet  die  letztere 
aus  dem  Raum  E  die  durcli  .&0'  bestimmte  Integral-  Mm—v  der  par- 
'tiellen  Differentialgleichung  q^  =  ^  aus. 

Etwas  allgemeiner  konnen  wir  sagen:  Bestimmt  inp-n  ein  Integral 
iJ'  der  Gleichung  ^  ==  ^  niit  Hulfe  einer  Ausgangsmannigfaltigkeit 
£tiQ9  deren  zugehorige  Punktmannigfaltigkeit  ganz  auf  der  Axe  A  ge- 
legen ist,  und  deren  Definitionsgleiclmngen  von  den  Parametem  ya  2/3  .  .  yv 
nicht  dbhangen,  so  erzeugt  &  ein  Integral  des  gegebenen  Involutions- 
systems;  wenn  man  E  um  die  Axe  A  sicL.  beliebig  drehen  lafst. 

376.  Aus  dem  Theorem  des  Art,  373  hat  Lie  folgende  Methode 
zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(38)  ft  =  ty(e,  ^  .  .  #mft  .  ,pm} 

abgeleitet.  Man  bestimme  mittek  einer  Operation  2m  —  1  eine  von 
$2  nicht  unabhangige  Funktion  f®  der  Variabeln  ^x1  .  .  xm,  p2..pm} 
die  der  Bedingung: 

Cft-^/ca]  =  0 

gentigt,  lose  die  Gleichungen: 

(39)  A  ~  *;/«-$ 

nach  ft  und  p2  auf,  und  reduzire  das  so  erhaltene  zweigliedrige  In- 
Yolutionssystem  nach  dem  Verfahren  des  Art.  373  auf  eine  einzige 
partielle  Differentialgleichung  in  m  —  1  Independenten: 

(40)  ^ 


wobei  wir  die  unabhangigen  Yeranderlichen  der  Gleiehmafsigkeit  halber 
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mit  #W  .  .  ^Li  UI1d  die  Ableitungen  —  ^j,   mit  p<p  bezeichnet  haben. 

Nach  dem  zitirten  Artikel  lafst  sich.  dann  aus  einem  beliebigen  yoll- 
standigen  Integral  der  partieUen  Differentialgleiclmng  (40  J  durch  ge- 
wisse  Eliminationen  ein  yollstandiges  Integral  des  Inyolutionssystems 
(39)  und  mithin  aueh  der  gegebenen  partieUen  Differentialgleichung 
(38)  herstellen.  Wir  bestimmen  nun  mittels  einer  Operation  2m  —  3 
eine  Funktion: 


welche  der  Bedingung: 


geniigt  und  yon  p^  nictt  unabhangig  1st,  und  reduziren  das  zwei- 
gliedrige  Inyolutionssystem  : 

pi(l)  =  ^    f  (2)  _  ^ 

wie  yorhin  auf  eine  partielle  Differentialgleichung: 


etc,    ScUieMich.  gelangt  man  zu  einer  Gleiohung: 

(41)  jp^W-D    =   ^-Dfo   ^i^-1)); 

die  als  gewohnliclie  Differentialgleichung  erster  Ordnung  durch  eine 
Operation  1  integrirt  wird.  Durch.  gewisse  Eliminationen  kann  man 
dann  nach  Art.  373  ein  yollstandiges  Integral  der  yorhergehenden 
Grleichung: 


sodann  ein  yollstandiges  Integral  der  zweitvorhergehenden  Grleichung  etc., 
schliefslich  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleicliung  (38)  ermitteln. 

In  den  Fallen  ]8)  und  y\  d.  h.  wenn  ijj  yon  0  frei  ist?  lassen  sioh 
die  yorMn  mit  f^fW  .  .  bezeichneten  Funktionen  so  wahlen,  dafs  sie 
die  Variabeln  a  ebenfalls  niclit  enthalten;  dadurcli  yerringert  sick  die 
Ordnung  der  erforderlichen  Integrationsoperationen  um  je  eine  Einlieit; 
insbesondere  wird  die  Grleichung  (41)  yon  0  frei;  also  durch  eine 
Quadratur  integrirbar. 

Im  Falle  y]  endlich  kann  man  den  Funktionen  /W;  f®  *  .  aufser- 
dem  noch.  die  Bedingung  auferlegen,  in  den  p^  homogen  nullter 
Ordnung  zu  sein.  Die  rechten  Seiten  der  Gleickungen  pfl  ==  ty®  wer- 
den  dann  in  den  jp^O  homogen  erster  Ordnung,  und  die  m  —  2te  dieser 
Grleickungen  hat  die  Form: 
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(42)  &<"*-»)  =  jp,<'«-8>  •  jKfo*"1-*),  ^(™~2)); 

d.  h,  sie  ist  eine  lineare  liomogene  partielle  Differentialgleichung  mit 
zwei  Independenten;  also  lalst  sich  ein  von  zwei  arbitraren  Koustanten 
abh'angendes  vollstandiges  Integral: 

a  =  c<p(xjm-*),  i&3<''£-2>)  -f  c 

clieaer  Grleichung  mit  Hulfe  einer  einzigen  Operation  1  ermitteln, 
worauf  man  wie  oben  ein  vollstandiges  Integral  der  gegebenen  par- 
ti ellen  Difierentialgleiehung  erhalt.  Aus  diesem  vollstandigen  Integral 
lafst  sich  dann  nach  Art,  314  ein  vollstandiges  Integral  nach  der 
zweiten  Definition  des  Art.  302  ohne  weiteres  ableiten. 

In  alien  Fallen  kann  man  den  oben  geschilderten  Integrations- 
prozefe  nach  irgend  einem;  etwa  dem  &tea  Schritte  abbrechen;  und  fur 
die  partielle  Differentialgleicjbung: 


ein  vollstandiges  Integral  mit  Hiilfe  der  Oauchy'schen  Methode  (Kap.  XII, 
§  4)  oder  auch  der  zweiten  Jacobi'sclien  Methode  bestimmen,  worauf 
ein  vollstandiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung  wie  oben  er- 
halten  wird. 

377.  Es  sei  noch  ausdrtieklich  hervorgehoben,  dais  die  soeben  ent- 
wickelte  Lie?sche  Methode  zur  Integration  ernes  v-gliedrigen  Involutions- 
systems  bezw.  einer  partiellen  Differentialgleichung  in  Lie's  allgemeiner 
Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  (Kap.  VI,  §  4)  als  Spezialfall  ent- 
halten  ist. 

In  der  That,  der  Ansatz  des  Art.  373  kommt  im  Falle  a)  darauf 
hinaus,  den  Pfaff'schen  Ausdruck  in  2m  —  v  -f  1  Variabeln: 

V0  =  d*  -  ^  d^  -----  tyvdxv  —  pv+ldxv+l  ----  j)mdxi!t 
vermoge  der  Substitution  (30),  in  der  y2y,  .  .  yv  Konstante  bedeuten, 
auf  einen  nach  Art.  305  bedingungslosen  Pfaff'schen  Ausdruck: 


in  2m  —  2v  +  2  Yariabeln: 


zu  reduziren.  Nach  Art.  171  lafst  sich  dann  durch  gewisse  Blimina^ 
tionen  aus  jeder  Normalform  von  [V0]  eine  solche  von  V0  herstellen; 
es  jst  dies  offenbar  nur  ein  anderer  Ausdruck  fiir  den  in  Art  373 
aufgestellten  Lie'schen  Satz. 

Da  ferner  das  zu  [V0]  gehorige  vollstandige  System  V  sich  auf 
die   emzige   lineare   homogene  partielle  Differentialgleichung  (31)  re- 
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duzirt?  so  erkennt  man  auch  das  weitere  Reduktionsverfahren  der 
vorigen  Nummer  als  einen  Spezialfall  der  allgemeinen  in  Kap.  VI,  §  4 
auseinandergesetzten  Methode. 

Im  Falle  /J)  verwandelt  sich  der  PfafFsche  Ausdruck: 

V0'  =  ^ldxl  ~\  ----  f-  tyvdfy  +pv  +  id$v  +  i  H  ----  h  pmdXm 

vermoge  der  Subsitution  (30)  in  einen  bedingungslosen  Ausdruck: 

[V0']  =  (M  +  2/2  W  -i  ----  h 
mit  den  2m  —  2v  +  1  Variabeln: 
(43)  y17  a?v+1 

und  das  Theorem  des  Art.  171  sagt  jetzt  aus,  dais  man  aus  jeder 
Normalform  von  [V07]  eine  Normalform  von  V0'  durch  gewisse  Eli- 
minationen  und  eine  Quadratur  ermitteln  kann.  Diese  Quadratur  ist 
aber  im  gegenwartigen  Falle  (iberfllissig.  In  der  That,  kennt  man 
eine  Normalform  des  Pfaff'schen  Ausdmcks  [V0'],  oder;  was  dasselbe 
bedeutet,  ein  beliebiges  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung: 


so  erhalt  man  durch  gewisse  Eliminationen  alle  2m  —  2v  -|-  1  Haupt- 
integrale  Hnsichtlich  y1  =  0  von  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung  (31)  ,  und  aus  ihnen  die  Hauptintegrale  des  Jacobi'schen 
Systems  (5)  hinsichtlich  x±  =  x^  .  .  xv  =  &J,  wenn  man  die  y  mit 
Hiilfe  von  (30)  eliminirt;  mittels  dieser  Hauptintegrale  aber  lafst  sich 
nach  Art.  364  ohne  weiteres  eine  Normalform  von  V0'  herstellen. 

Das  vollstandige  System  V  mit  den  Independenten  (43)  ,  das  zu 
dem  Pfajff'schen  Ausdruck  [V0']  gehort,  reduzirt  sich  auf  die  einzige 
Grleichung: 


und  man  schliefst  daraus  leioht,  dais  auch  in  dem  vorliegendem  Falle  0) 
die  Reduktionsmethode  der  vorigen  Nummer  als  Spezialfall  in  der  all- 
gemeinen Theorie  von  Kap,  VI,  §  4  enthalten  ist. 

Nur  im  Falle  y)  erweist  sich  das  Verfahren  des  vorigen  Artikels 
als  eine  leiehte  Modifikation  der  allgemeinen  Lie'schen  Theorie,  da  ja 
in  diesem  Falle  der  Pfaff'sche  Ausdruck  [V0']?  auf  den  sich  V0'  ver- 
moge der  Substitution  (30)  reduzirt,  nicht  bedingungslos  ist,  sondern 
vielmehr  die  Klasse  2m  —  %v  besitzt  (Art,  305). 

378.   Wir  haben   bisher  die   drei  Falle  a],  ft)  und  y)  getrennt 
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behaudelt,  und  aufserdem  nocli  jedesmal  zwei  Moglichkeiten  unter- 
schieden,  je  nachdem  das  gegebene  v-gliedrige  Involutionssystem  nach 
v  von  den  Variabeln  pl  .  .  pm  auf  losbar  ist,  oder  nicht.  Es  ist  aber 
leicht  zu  sehen,  dafs  diese  TJnterscheidungen  ganz  imwesentlich  sincl. 

Es  sei  zunachst  ein  ^-gliedriges,  von  g  nicht  unabhangiges  Invo- 
lutionssystem: 

(44)  Ft(8,  %  .  .  xmi\  .  .  #,,)  =  %        (i  =  1,  2,  .  .  v) 
vorgelegt.    Schreiben  wir  darin: 

(45)  3WM  =  *5 
und  setzen  wir  ferner: 


so  bilden  die  Grleichungen: 

(46)  0,(^  .  .  Xm+  1;  ft  •  •  ?»*+  1)  =  C/         (i  =  1,  2;  .  .  v) 

ein  v-gliedriges  homogenes  Involutionssystem,  d.  h.  die  4>f  sind  in  den 
q  homogen  nullter  Ordnung  und  gentigen  den  Identitaten: 


/,     /      N 
o  =  r*^*) 

^         V 
In  der  That  gelten  vermoge  der  Substitutionen  (45)  die  Identitaten: 


und  man  liat  infolgedessen: 


wenn  auf  die  linke  Seite  dieser  Identitat  die  Substitutionen  (45)  aus- 
geffllirt  werden.  Ist  solcherweise  das  Involutionssystem  (44)  auf  das 
liomogene  Involutionssystem  (46)  zuriickgefiihrt;  so  hat  man  bei  der 
Integration  des  letzteren  natiirlich  die  zweite  Definition  des  Integral- 
begriffs  zu  bevorzugen  (Art.  302).  Aus  jedem  m  +  1-gliedrigen  Grlei- 
chungensystem  in  den  Variabeln  ^  .  .  xm^qt  .  .  jw+1,  das  die  Rela- 
tionen  (46),  nicht  aber  die  Grleichung  qm+l  =  0  umfafst?  und  die 
PfafFsche  Gleichung: 
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i  =  0 


erfiillt,  erhalt  man  dann  vermittelst  der  Substitution  (45)  die  m  -f-  1 
Defmitionsgleichungen  einer  Integral-Jfm  des  gegebenen  Involutions- 
systems  (44)  und  umgekehrt. 

Man  erkennt  auch,  dafs  die  Integrationsoperationen,  welche  nach 
Art.  354  zur  Integration  des  liomogenen  Involutionssystems  (46)  er- 
fordert  werden,  nach  Anzahl  und  Ordnung  mit  denjenigen  uberein- 
stimmen,  die  nach  demselben  Artikel  zur  Integration  des  gegeben  In- 
volutionssystems (44)  dienen. 

379.  Demnach  hatten  wir  uns  in  diesem  und  dem  vorhergehenden 
Kapitel  von  Yorneherein  auf  die  Betrachtung  der  Falle  |8)  und  y)  be- 
schranken  konnen. 

Es  sei  nun: 

(47)  Fi(x±x2  .  .  Xnpi  ..pm}  =  d        (i  =  l..  v) 

ein  v-gliedriges  Involutionssystem  vom  Typus  |8)  oder  y).  Nach  Art.  352 
diirfen  wir  dann  ohne  Beschrankung  der  Allgerneinheit  annehmen,  dafs 
sich  die  Gleichungen  (47)  in  der  Form: 


(48)  x1 

(48  a)  pQ+h  =  <pq+h  (o??+a  .  .  xm,  Pt-.p^pv+i.-pm}  (A  =  1,  2,  .  .  v  — 


aufloseli  lassen.  Dabei  ist  Q  irgend  eine  Zahl  der  Eeihe  0?  1,  ..-&>; 
im  Falle  Q  =  0  kommen  die  ersten  Q  dieser  Gleichungen  in  Wegfall, 
und  das  vorgelegte  Involutionssystem  (47)  ist  nach  pt  .  .  pv  auflosbar; 
im  Falle  Q  =  v  enthalten  die  Gleichungen  (47)  keine  der  Variabeln 
Pi  •  •  Pn>  ^nd  ihre  Integration  ist  trivial  (Art.  301).  Ist  aber  1  <^  Q  ^  v  —  1? 
so  fuhren  wir  mittels  der  nachstehenden  homogenen  Beriihrungstrans- 
formation  der  2m  Variabeln  #,•: 


statt  der  xipt  die  x[pl  in  die  Gleichungen  (48)  (48  a)  em,  wodurch 
diese  die  folgende  Form  annehmen: 

(A$\  v>  A          <r' 0 

(v&)  %-L  —  u,  . .  &Q  —  u? 

(50)      PQ  +  h  =  tyq-w(3'Q+l''3'm)Pi   "PQiPv+l  **Pm)       (^  e£=  1?  2,  .  .  ^  p). 

Nun  verwandelt  sich  bei   einer  homogenen  Beruhrungstransforaation 
jedes  Involutionssystem  wieder  in  ein  solches;  d.  h,  man  hat  identiseh: 
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(51)          (i 


(52,  -,,.        rt 


und  war  gelten  diese  Beziehungen  nicht  nur  vermoge  des  Gleichungen- 
systems  (49)  (50),  sondern  iiberhaupt  identisch,  da  ihre  linken  Seiten 
die  Variabeln  #/  .  .  x^p^i  .  ,pv'  nicht  enthalten.  Die  Relationen  (51) 
schreiben  sich  aber  so: 


d.  h.  die  Grleichungen  (50)  erhalten  vermoge  (49)  die  Form: 

(53)  fy  +  h  =  fy  +  ^'+j.  .  .  X'm,  pr  +  l)  pj+z,  .  .  jp«)        (fc  =  1,  .  .  V  —  9). 

Die  Integration  des  vorgelegten  Involutionssystems  (47)  kommt  nun 
im  Falle  (f)  darauf  hinaus,  alle  m  +  1-gliedrigen  Gleichungensysteme 
in  2,  $i  .  .%rn2->i  •  -pm  zu  bestimmen,  welche  die  Kelationen  (49)  imd 
(50)  umfassen,  imd  die  Pfaff'sche  Grleichung: 

Pmdxi  =  0 


erfiillen,  oder;  was  dasselbe  besagt;  alle  m  —  $  -f"  1-gliedrigen    Grlei- 
chungensysteme  in  den  Variabeln: 


anfzusuchen,  welche  die  Gleichungen  (53)  nmfassen  und  die  Pfaff'scbe 
Crleichung: 

'mdxjn  —  0 


befriedigen,  Darnach  ist  das  Integrationsproblem  (47)  auf  das  Grlei- 
chragensystem  (53)  zurfickgefalirt,  und  das  letztere  stellt  mit  Rtick- 
sicht  auf  die  Beziehungen  (52)  ein  v  —  p-gliedriges  Involutionssystem 
mit  nur  m  —  Q  Independenten  x^i  .  .  x'm  dar. 

Ebenso  verlangt  ini  Falle  y)  die  Integration  des  gegebenen  In- 
volutionssystems (47),  wenn  die  zweite  Definition  des  Integralbegriffs 
(Art.  302)  gewahlt  wird;  die  Aufsuchung  aller  m  —  v-gliedrigen  Grlei- 
chungensysteme,  welche  die  Relationen  (53)  umfassen  und  der  Pfaff'schen 
Gleichung: 

=  0 


gentigen;  diese  Integration  kommt  also  wiederum  auf  diejenige  der 
Gleichungen  (53)  hinaus;  die  jetzt  offenbar  ein  v  —  0-gliedriges  ho- 
mogenes  Involutionssystem  bilden. 

Hat  man  solcherweise  im  Falle  j8)  alle  Integral-JM;,,  im  Falle  y) 
alle  Integral-  Mm^  des  Involutionssystems  (49)  (50)  gefunden,  so  er- 
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halt  man  daraus  mittels  cler  obigen  Beriilirungstransformation  alle  In- 
tegrale  des  urspriingiiclien  InvolutionssystemvS  (47). 

Indein  wir  die  Resultate  dieser  und  der  vorigen  Nummer  zn- 
sammenfasson  und  Art,  351  berflcksichtigen,  konnen  wir  schliefslich. 
den  Satz  ausspreehen: 

,,Die  Aufsuchtng  oiler  et^va  vorJiandenen  gemeinsamen  Integrde 
"beliebig  vorgegelener  partieller  DifferentialgleieJmngen  1.  Ordnung  mit 
einer  Unbehinnten  2  unA  n  undblidngigen  Verdnderlichen  lafst  sich  ent- 
iveder  durcli  Uofse  Differentiationen  und  Eliminationen  erledigen,  oder 
erfordert  aufserdem  nodi  die  Integration  ernes  geivissen  Inwlutionssystems 
der  Form: 


1,  2,  .  .  v;  v  <£  w;  m^n+  1)." 


§  3.    Die  Hamilton-Jacobi'sclie  Theorie. 

380.  Die  sogenannte  Hamilton-  Jacobi'sclie  Theorie  der  dynamischen 
Differentialgleichungeii  beruht  auf  einer  Reihe  analytischer  Thatsaclien; 
die  niit  den  Ergebnissen  dieses  und  des  vorigen  Kapitels  im  engsten 
Zusammeniang  stehen. 

Wir  stellen  folgenden  Doppelsatz  an  die  Spitze: 

Es  sei  ein  Jtanonisclies  System  gewolinlidier  Differ  entialgleicfmngen: 


_  __  - 

dt~dp^    dt  ~       8zt  ~    ,,.. 

gegeben,  worm  gtg2;  .  .  qm,  PiP%  •  -JP//*  die  unbekannten  FunMonen,  t  die 
unabMngige  Variable,  ferner: 

(2)  -H"ttffn2a>--2**>A;ft  ••»»*) 

eine  leliebige  FunUion  der  2m  +  1  Ver&nderlicken: 


bedeutet.    1st  dann: 

(4)  * 

^m  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 

/t\  2^    , 

(5)  + 


so    erhdlt    man    die    allgemeinen    Integralgl&iclmngen   des    Jcanonischen 
Systems  (1),  indem  man  die  2m  Relationen: 


nach  den  2m  arlitrdren  Konstanten  ci?  .  .  cmy  c±  .  ,  <?^  auf  lost 
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Umgekelwt,  sind  die  allgemeinen  Integralgleichmgen  des  Mnonischen 
Systems  lekannt,  so  kennt  man  auch  diejenigen  IntegralfunMionen: 

(7)  g,  =  K&  gj . .  C  Pl .  .fO)        (i  -  1,  2, .  .  m). 

(8)  ft  -*$  2J . .  & ,  p{ .  .|4)        (»  =  1,  2,  • .  m) 

&  sicfe  vennoge  t  =  t  leew.  auf  die  vorgeschrielenen  Konstanten  %? 
md  p?  redu#iren;  dann  wird  ein  wllstandiges  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  (5)  folgendermafsen  erhalten: 
Man  substitute  in  dem  Ausdruck: 


,g,  3J5T  3H   . ,         <L?  _  jy 

fur  die  #,  pt  le$w.  ihre  Werte  (7)  (8),  wodureh  derselle  die  Form: 

annehmen  moge.    Dann  bilde  man  das  Integral: 

t 


Ausfuhrung  dieser  Quadratur  die  Grofsen  pj  .  .  ^  durch 
ihre  aus  den  G-leichungen  (7)  folgenden  Ausdrticlce  in  den  Varmleln: 


lemchnet  man  das  Resultat  dieser  Substitution  mit 
so  ist  die  Gleichung: 


em  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (5)  mit  den 
arlitraren  Konstanten  g®  .  .  #°  ,  c. 

-*•!  •*?7l' 

381.  Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge  von 
Kap.  XII  §  2;  urn  den  zweiten  Teil  zu  beweiisen?  wollen  wir  zunachst 
die  funktionentteoretisehe  Bedeutnng  des  darin  genannten  Eliminations- 
processes  naher  erlautern.  Zu  diesem  Zwecke  verstehen  wir  tinter: 


eine   Stelle,  an   der   die  Funktion  H  regular  ist.    Dann   besitzt  die 
Hneare  homogene  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung: 
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(13)  K  +  Wfl-O*), 

ein  System  von  2m  Hauptintegralen  : 
K>(t,  qi  .  .  qm,  A  •  -ft,);  nt(t>  &  .  .  qm,  pl  .  .ft,)       (i  =  1,  2,  .  .  «n), 

die  an  der  Stelle  (12)  regular  sind  und  sich  verinoge  t  =  r  bezw.  auf 
%  und  pi  reduziren.  1st  dann: 

(14)  *4i,..£,l>5..l4 

eine  beliebige,  in  der  Umgebung  von  (12)  gelegene  Stelle  ;  an  der  die 
Punktionen  H,  KI,  JI/  ebenfalls  regular  sind,  so  lassen  sich  die  2m 
Relationen: 

(15)  tf  -  *,;  ff  =  71,        (i  -  1,  2,  .  .  m) 

in  der  Form  (7)  (8)  auflosen,  und  zwar  sind  die  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  gewohnliehe  Potenzreihen  der  2m  +  1  Grrofsen: 

(16)  t  —  r,  2;°  -  &;  j),°  —  ^        (i  =  1,  2;  .  .  nf)  ; 

sie  ergeben  sich.  durch.  eine  einfache  Variabelnanderung  (Art.  48)  bezw. 
aus  den  Potenzreihen  KI  und  IT/  und  reduziren  sich.  vermoge  t  =  t 
bezw,  auf  <fr°  und  p&, 

Die  im  obigen  Satze  mit  v  und  F  bezeichneten  Funktionen  sind 
nun  nach  Art.  38  offenbar  ebenfalls  gewohnliche  Potenzreihen  der 
2m  +  1  Grofsen  (16),  da  ja  die  Funktion  (9)  an  der  Stelle  (12)  re- 
gular ist. 

Es  sei  nun: 


irgend  eine  andere;  in  der  Umgebung  von  (12)  gelegene  Stelle;  an  der 
die  Funktionen  H,  Kh  Hi  samtlich  regular  sind;  md  an  welcher  Jctine 
der  "beiden  Funktionaldeterminanten: 


(18)  ,-,-,...£ 


,  q1  q% . .  qm  pt  ;>2  . .  pm 
verschwindet'    die  Existenz    einer  solchen  Stelle  werden  wir  sogleich 


1)  Das  Symbol  (91^)  hat  in  diesem  §  immer  die  Bedeutung: 
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nachweisen.  Ferner  seien  «/  bezw.  fa  die  konstanten  Werte  7  welche 
die  Funktionen  Kf  bezw.  J7/  an  dieser  Stelle  annehmen.  Da  nun  die 
rechten  Seiten  der  Grleiehungen  (15)  sich  als  gewohnliche  Potenz- 
reihen  der  2m  -^  1  Grofsen: 

(20)  t  —  r  ,  qt  —  qh  p,  —  p,        (i  ==  1,  2,  .  .  w) 

darstellen  lassen,  und  die  Determinants  (19)  an  der  Stelle  (17)  von 
Null  verschieden  ist,  so  kann  man  (nach  Art.  39)  die  fielationen  (15) 
in  der  Form  (7)  (8)  auflosen;  und  die  rechten  Seiten  dieser  Glei- 
chungen  werden  gewohnliche  Potenzreihen  der  2m  -f-  1  Grofsen: 

(21)  t  -  T,    J,°  -  «;,  ft0  —  ft(  (i  =  1,  2,  .  .  01), 

m.  a.  W.:  die  Funktionen  ^  und  st/  sind,  als  Funktionen  der  2m  -f-  1 
Variabeln  t,  gj*9  p?  betrachtet,  an  der  Stelle: 


regular,,  und  reduziren  sich  daselbst  offenbar  bezw.  auf  g<,  j>(.  Aus 
Art.  38  folgt  jetzt,  dafs  auch.  die  Funktionen  v  und  V  des  vorigen 
Artikels  gewohnliclie  Potenzreihen  der  Grofsen  (21)  sind,  Insbesondere 
hat  V  die  Form: 


(22)     V~ 

Da  ferner  der  Annahme  nach  die  Determinate  (18)  an  der  Stelle 
(17)  nicht  null  ist,  so  lassen  sich  die  GHeichungen: 

,  ql  .  .  qm,pt  .  .  pttt)        (i  «»  1,  27  .  .  m) 


folgendermafsen  auflosen: 
(23)    pi==^(t~i',  gi 


und  die  Potenzreihen  «jjf  reduziren  sich  vermoge  der  Substitution: 

(24)  <  =  T;  ft  =  ^  2,o  «  a.        (,-  =  i?  2,  .  .  m) 

bezw.  auf  die  Konstanten  ]>,-. 

Nun  sind  aber  die  Funktionen  n{  gewohnliche  Potenzreihen  der 
Grofsen  (20);  ersetzen  wir  darin  die  Differenzen  pt  —  |,-  durch  ihre 
aus  (23)  folgenden  Werte,  so  erhalt  man  Formeln  folgender  Gestalt: 

(25)  ^  =  ^~^21~51.-em-^201-«...<~«J; 

worin  die  J),-  Potenzreihen  der  eingeklammerten  Grofsen  bedeuten  und  sich 
vermoge  (24)  auf  ^  reap,  reduziren.  Indetn  man  endlich  in  (22)  die 
Differenzen  tf  —  fc  durch  ihre  aus  (25)  folgenden  Werte  ersetzt,  ver- 
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wandelt  sich  F  in  erne  Funktion  &  der  2w-{-  1   Varidbeln  (10),  die 
an  der  Stelle: 

*/  5l  >  §2  •  •  Im?  *i  «2  •  •  «m 

regular  ist. 

382.  Es  eriibrigt  jetzt  nur  noch  zu  zeigen?  dafs  in  der  Tlmgebung 
der  Stelle  (12)  immer  eine  andere  Stelle  (17)  existirt;  an  der  alle 
Funktionen  H,  KtJ  Hi  regular  sind  und  die  Determinanten  (18)  (19) 
nicht  verschwinden.  Die  zweite  dieser  Determinanten  verschwindet 
nicht  identisch,  da  sie  an  der  Stelle  t  —  t  den  Wert  1  besitzi  N"ach 
Art.  38  bleibt  also  nnr  noch  nachzuweisen?  dafs  die  Determinante  (18) 
nicht  identisch  null  ist.  Nun  besitzen  die  Funktionen  KI  folgende  Form: 


und  man  hat  infolge  dessen: 


Es  ist  also  zu  zeigen,  dafs  die  m-reihige  Determinante: 
(26)  |^  (i,-h=l,2,..m) 

nicht  identisch  verschwindet.    Bezeichnen  wir  nun  allgemein  mit  {f} 
den  Wert  der  Funktion  f(tyq1  ..pm)  &&  der  Stelle  (12),  so  hat  man: 


ferner  bestehen  die  Identitaten: 


und  mithin: 


Aus  der  Definition  der  Hauptintegrale  JE)-  folgt  aber: 


also  ergiebt  sick  aus  (27): 
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Also  wird  die  m-reihige  Determinante  (26)  an  der  Stelle  (12)  der 
folgenden  Determinante  gleich: 


Wenn  also  die  nach  pl  .  .pm  genornmene  Hesse'sche  Determinante: 
(28) 

der  Funktion  H  nicht  identisch  null  ist,  und  die  Stelle  (12)  von  vorne- 
herein  so  gewahlt  wird,  dafs  die  Determinante  (28)  daselbst  nicht 
verschwindet,  so  ist  die  Determinante  (18)  nicht  identisch  null,  und 
es  existirt  dann  stets  auch  eine  Stelle: 


an  der  alle  Funktionen  H,  KI,  IIt  regular  sind?  und  die  beiden  Funktional- 
determinanten  (18)  (19)  nicht  verschwinden  (Art.  38).  Unter  der  ge- 
machten  Voraussetzung  kann  man  also  die  Gleichungen  (15)  9  oder 
auch,  was  dasselbe  besagt,  die  Gleichungen  (7)  (8)  nach  den  2m 
Grofsen  p1 . .  pm,  p® . .  p^  auf  losen;  und  die  erhaltenen  Ausdrflcke  in 
die  Funktion  V  substituiren, 

Bei  den  •  sogleich  zu  besprechenden  Problemen  der  Variations- 
rechnung  und  der  Dynamik  kommen  in  der  That  nur  solche  Funktionen 
H  in  Betracht;  deren  Hesse'sche  Determinante  (28)  nicht  identisch 
null  ist.  Es  sei  noch  hervorgehoben;  dafs  durch  die  Bedingung,  die 
wir  solcherweise  der  Funktion  H  auferlegen,  auch  der  Fall,  dafs  H  in 
den  pi  homogen  erster  Ordnung  ist,  also  die  Funktionen  v  und  V 
identisch  yerschwinden;  von  vorneherein  ausgeschlossen  wird.  In  diesein 

o  rr 

Falle  waren  namlich  die  Ableitungen  j-~  in  den  pi  hornogen  nullter 
Ordnung,  also  bestanden  die  Identitaten: 


und  es  verschwaude  somit  die  Determinante  (28). 

383.  Wir  mussen  jetzt,  um  den  Beweis  der  in  Art.  380  auf- 
gestellten  Behauptungen  zu  Bnde  zu  fuhren,  noch  den  Nachweis  er- 
bringen?  dafs  die  Gleichung  (11)  ein  vollstandiges  Integral  der  par- 
tieUen  Differentialgleichung  (5)  definirt,  wenn  ft  die  in  Art.  380 
erwahnte  Funktion  bedeutet  Wir  betrachten  die  homogene  lineare 
partielle  Differentialgleichung: 
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rait  den  2m  -|-  2  Independenten: 

(30)  *,*>2l--a*>A  ••#*• 

Die  Hauptintegrale  hinsichtlich  i  =  r  dieser  Gleichnng  sind  naeh 
Art.  308  die  folgenden: 

0  —  V(t,  K,  .  .  Rm,  n,  .  .  77,,);  ^  .  .  £„,  ^  .  .  Um, 
mithin  besteht  die  Identitat: 
d#-}-S[dt  —  pLdx±  ----  pmdxm  =  d(s  —  F)  —  II^dK^  ---  —  UmdKmj 

worin  die  Differentiale  auf  der  rechten  Seite  sick  auf  alle  2m  -f-  2 
Variabeln  (30)  beziehen.  Die  Gleichungen: 

(31)     e=V(t,Kl..Km,ni..nj+c;K1=:q°..Km  =  q°m 

definiren  also  ein  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung  (5),  wenn  man  unter  den  pf  die  Ableitungen  -^—  versteht; 

und  unsere  Behauptung  ist  erwiesen,  da  ja  die  Relation  (11)  durch 
Elimination  der  jp/  aus  den  Grleichungen  (31)  entsteht. 

Wie  aus  Art.  382  ersichtlich  ist,  besteht  die  eigentiimliche  Schwierig- 
keit  dieses  Elirninationsverfakrens  darin;  dafs  die  Fnnktionaldeterminante 
(18)  gerade  an  der  Stelle  (12),  die  der  Definition  der  Hauptintegrale 
KI,  Ili  zn  Grande  liegt,  mid  iiberhaupt  an  jeder  Stelle,  |fiir  die  ^  =  T 
ist,  versclrwindet  (vgl.  die  Bemertungen  iiber  Integralconoide  in  Art.  317 
und  331). 

Diese  Schwierigkeit  kann  man  leicht  dadurcli  umgehen,  dafs  man 
die  pt  aus  den  Relationen: 

*=  V(t,  ^  ..K^^..  JTm) 


eliminirt  (Art.  313);  das  so  erhaltene  vollstandige  Integral: 


besitzt  jedoch  fur  die  Probleme  der  Dynamik  nicht  dieselbe  einfache 
Bedeutung  wie  das  Integral  (11)* 

384.  Die  bisherigen  Entwickelnngen  dieses  §  stehen  in  naher  Be- 
ziehung  zu  dern  folgenden  Problem  der  Variationsrechnung: 

v,  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  34 
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Man  soil  m  Funktionen  q1  q2  .  .  qm  der 
so  bestimmen,  dafs  die  Variation  des  Integrals: 


[384] 
Varialeln  t 


verschmndet,  wenn  die  Variationen  dt,  d%t  an  den  beiden  Integrations- 
grenzen  gleich  Null  angenommen  werden.    Dabei  ist: 

'  — dg[i       ('  —  ^ 

gesetzt,  und  von   der  Funktion   $  wird  nur  vorausgesetzt?   dafs  ihre 
nach  q^  .  .  q^  genommene  Hesse 'sche  Determinante: 

(32) 


nicht  identisch  null  ist. 

Fiir  die  Variation  68  findet  man: 


Nun  hat  man  aber  durch  partielle  Integration: 


ferner: 


und  man  erhalt  sonach: 
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(33) 


[2 


Da  nun  die  Variationen  8t,  8%,  an  den  Integrationsgrenzen  ver- 
schwinden  sollen,  so  erhalt  man  als  notwendige  uud  hinreichende  Be- 
dingungen  fur  das  identisclie  Verschwinden  der  Variation  88  die 
folgenden: 

d    d<&        d$       A         ,        i   0         v 


oder  etwas  ausfdlirKcher  geschrieben: 


Es  sind  dies  m  gewohnliche  Differentialgleichungen  2.  Ordnung, 
die  sich  nach  den  Ableittingen  : 

d\    d\      &$m 
Htf  >  ~W  '  *   dt* 
auflosen  lassen. 

385.  Es  sei  nun: 


eine  Stelle,  an  der  $  regular  ist,  und  die  Deterininante  (32)  nicht 
verschiwindet;  ferner  mogen  die  Ableitungen  ^—7  an  dieser  Stelle  bezw. 
die  Werte  pi  annebmen.  Dann  lassen  sich  die  G-leichungen: 

(35)  ^.  =  ||-,        (i=l,2,..m) 

folgendermalsen  auflosen: 

(36)  j/  =  Df(<  —  r,ql  —  ql..qm  —  qm)pl  —ft  .  .  ft,  —  j>m] 

(i  =  1,  2,  .  .  m), 

und  die  Potenzreiben  D;  reduziren  sich  vermoge  t*^tp  &  =  ^/,  p£  =^  _p/? 
bezw.  auf  die  Konstanten  j/. 

Wir  bilden  jetzt  den  Ausdruck: 

/  -f  ft  ^  +  •  *  F^fe  —  *, 


und  substituiren  hierin  fur  die  q[  —  qt  ihre  ans  (3  6)^  folgenden  Werte, 
Dadurch  erhalten  wir  eine  Funktion: 

34* 
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die  an  der  Stelle: 

(38)  ^<?i-'Mi-'i^ 

regular  1st;  sie  wird  die  ?;reziproke  Funktion"  von  0  genanni 

1st  f  irgend  eine  Funktion  der  2m  -f-  1  Variabeln  tf,  ft,  Jo  so  be- 
zeiehnen  wir  mit  {f}  die  Funktion;  die  aus  ikr  entsteht,  wenn  man 
die  ft'  durch  ihre  Werte  (36)  ersetzt.  Dann  flndet  man: 


(39) 


-y* 


Aus  der  letzten  dieser  Gleicliungeu  folgt,  dafs  die  Determinante: 

(28) 

an  der  Stelle  (38)  nicht  null  ist.    Man  hat  ferner: 


und  die  Gleichnngen  (34)  nehmen  vermoge  der  Variabelntransformation 
(35)  folgende  Form  an: 


Wir  erhalten  solcherweise  das  Jcanonische  System: 


Es  sei  jetzt; 


eine  in  der  Umgebung  yon  t,  ft,  j/  gelegene  Stelle,  an  der  $  regular 
und  die  Determinante  (32)  nicht  null  ist.    Ferner  setzen  wir: 

(42)  *0 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleiekmgen  entstehen  aus  den  rechten  Seiten 
Ton  (35),  indem  man  darin  t,  gt)  gj  bezw.  dnrch  r,  ft0,  ft'0  ersetzt,  sind 
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also  gewohnliche  Potenzreihen  der  2m  -f  1  Grofsen: 

t-t^?  —  £;  g/°  —  #;. 
Perner  ist  H  an  der  Stelle: 

(43)  *,£--<llPl-& 

regular,  und  die  Determinante  (28)  verschwindet  daselbst  nichfc.  Aus 
der  Entstehung  des  kanonisehen  Systems  (40)  folgt  jetzt  ohne  weiteres 
die  analytische  Thatsaehe: 

Definiren  die  2m  G-leichungen: 

(44)  2,  =  K(t,  ^  .  .  &,  p«  .  .  £)        (i  =  1,  2,  .  .  m) 

(45)  pt  ==  xfa  £  .  .  ql  pi  .  .  £)        (»  -  1,  2,  .  .  m) 

diejenigen  Integralfunktionen  des  Jcanoniscfien  Systems  (40),  die  sich  ver- 
moge  t  =  r  lezw.  auf  q?  und  pt0  reduisiren,  so  Uefern  die  Grleichungen: 


rfo'e  Integralfw/Mionen  des  simultanen  Systems  (34)  vow  $er  EigenscJiaft, 
dafs  vermoge  t  =  t  die  FunMon  ql  in  die  Konstante  q®  und  ql  in  g/° 
ubergeU.  Umgeltehrt,  stellen  die  Gleichmgen: 


d»e  eSe-w  genannten  Integralfunldionen  des  simultanen  Systems  (34)  dar, 
so  definiren  die  Eelationen; 


2,  ==  *«  (*,  2? 


(46) 


c?ie  vorhin  erwahnten  IntegralfunJitionen  des  Tcanonischen  Systems  (40); 
wenn  man  auf  den  recMen  Seiten  der  Grleichungen  (46)  die  gj  durch 
ihre  Ausdriicke: 


erseUt. 

Die  Integration   des   simultanen  Systems  (34)  kommt  somit  auf 
diejenige  des  kanonischen  Systems  (40)  lainaus,  und  umgekehrt. 

386.  Vermoge  der  Formeln  (39)  hat  man: 


also  kann  das  oben  mit  S  bezeicknete  Integral  so  gesckrieben  werden: 


534  Kap.  XIII.    Involutionssysteme.  [386] 


Wir  denken  uns  in  der  Funktion  unter  dein  Integralzeichen  die  p,,  q, 
durch  ihre  Ausdrucke  (44)  (45)  ersetzt,  sodann  die  Integration  zwischen 
den  Crrenzen  t  und  t  ausgefiihrt  und  die  so  erhaltene  Funktion  wie 
fniher  mit: 

n^j.-ex-'K) 

bezeichnet.  Urn  die  Variation  d  V  nach  der  Formel  (33)  zu  berechnen, 
bezeiehnen  wir  die  Variationen  von  t,  g/°?  p®  an  der  untern  Inte- 
grationsgrenze  mit  dr,  dq<°,  dp?  nnd  beacliten?  dafs  der  in  (33)  unter 
dern  Integralzeichen  stehende  Teil  der  Variation  8V  identisch  ver- 
scliwindet;  da  ja  die  «/,  JZT/  Integralfunktionen  des  kanonischen  Systems 
(40)  sind?  und  die  linken  Seiten  der  Grleichungen  (34)  vermoge  (35)B 

mit  den  Ausdriicken  -^-  -|-  $—  ubereinstimmen.     Man   findet   sonach; 

(it  O  £[f 

mit  Eftcksicht  auf  (35)  (37)  (44)  (45): 

*^i7"+w«+2 

(47)  ~  H(r,  ,'..<&,  g..ff)»r-  H(t,  «,..«„,«, 


Es  ist  dies  eine  Identitat;  die  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  der 
2m  -f-  2  Variabeln: 


und  ihrer  Differentiale  stattfindet,  wenn 

•*  -  w  ••  +  v  *>  +       ^  +       '*• 


gesetzt  wird. 

Identifiziren  wir  jetzt  unsere  Funktion  H  mit  clem  in  Art.  380 
ebenso  bezeidhneten  Ausdruck?  und  verstehen  wir  unter  K^  U/  wie 
frulier  die  Hauptintegrale  der  linearen  partiellen  Differentialgleichimg 
(13)  binsicbtlicli  ^  =  T?  so  lassen  sich  die  Belationen  (15),  oder  auch, 
was  dasselbe  besagt,  die  Relationen  (44)  (45)  folgendermaisen  auflosen: 

(48)  fto  =  ^  ffi  ;.  ^  go  .  .  gy        (f  «  i  .  .  W) 

(49)  ft-^ftffi-.J^fljf.-fli)         (f-l,.fn) 
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und  die  so  erhaltenen  Ausdrticke  fur  die  pf  in  F  substituiren,  wodurch 
diese  Funktion  in: 


abergehe  (Art.  380).     Offenbar  entstelien  die   co,  aus  den  #/  dadurch, 
dafs  man  darin  die  p/*  durch  ihre  Ausdriicke  ®t  ersetzt. 

Ersetzen  wir  nun  auch.  in  der  Identitat  (47)  die  pP  uberall  durch 
die  Oi  und  verstehen  wir  unter  d®,-  den  Ausdruck: 

2  oo,  S  eo  ^—  «  3  co  «—•*  8  co 

si'i  +  rit'+Svi8*-*-^'*0' 

so  erhalten  wir  das  Resultat: 

^v     0     i     S^A     _LaFA^ 

-«  a  (7,u  +o"    or  +  -^-~-  at 

°      a        '      or  l      Ot 


"  JT(r,  ffj  .  .  <?  Wl  .  .  co  J  dr  -  ffft  ^  .  .  ym,  Wj  .  .  oT  J 

+2^^'-^^^ 

also  gelten  die  Identitaten: 


on 

(51)  -?-y  -  - 

(52)  |f  ~  H(i,  go  .  ,  £,  BI  .  .  „  j. 

Diese  Identitaten    bestehen   far  jedes  beliebige   Wertsystem   der 
2m  -{-  2  Variabeln: 

^^ff^-^fli'-aiL- 

Die  Bezieliungen  (50)  zeigen?  dafs  die  Relational  : 

/rr>\  2^  3^  A  ,  .  -i     c\  \ 

(53)  -^  =  ^    £&  =  —&         (t«l,2,..w) 

mit  den   Gleichungen   (48)   (49)  identiscH   sind,  afeo  die  aUgeiwinen 
Jntegralgleichimyen  des  Icamniiichen  Systems  (40)  darstdkn. 

Die  Gleiehungen  (51)  (52)  konnen  nunmehr  so  geschrieben  werden: 
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sie   zeigen   also,   dais   ii,   als  Funktion  der  Variabeln  t9  ^  .  .  qm  be- 
trachtet,  die  parti  elle  Differentialgleichung: 


/i*  4\  i 

(54)  _  + 

und  als  Fuuktion  von  -c,  q\  .  .  g^  betrachtet,  die  Differentialgleichung: 


=  0 


identisch  befriedigt. 

Wir  wollen  noch  hervorheben,  dafs  wir  die  Funktionen  #/,  #,  im 
Obigen  lediglich  als  Funktionen  yon  t,  g,°,  p?  definirfc  haben,  wahrend 
die  Art  und  Weise;  auf  welclie  die  Variable  T  in  diese  Funktionen 
eingebt,  streng  genommen  noeli  einer  besondern  Untersucbung  bedarf. 
Analoges  gilt  nattirlicL.  binsiclitlich  der  Abhangigkeit  der  Funktion  & 
von  der  Variabeln  r.  Doch.  wollen  wir  diese  Untersuelrang,  die  iibrigens 
keinerlei  prinzipielle  Schwierigkeit  darbietet,  der  Kiirze  lialber  iiber- 
gehen  und  nur  binzufiigen,  dafs  in  dem  fur  die  Mechanik  besonders 
wicbtigen  Fall?  wo  H  von  t  nicbt  abbangt;  die  Funktionen  ^/;  sr/  die 
Variable  T  ausschliefslich  in  der  Verbindung  t  —  t  enthalten,  uod 
infolgedessen  ii  als  Funktion  der  Variabeln  r;  gj  .  ,  (fm  obne  weitercs 
definirt  ist. 

Dafs  die  Funktion  ii  die  partielle  Differentialgleicbung  (54)  er- 
fttllt,  wurde  schon  in  Art,  383  bewiesen.  Ebenso  wissen  wir  aus 
Art.  380,  dafs  die  Relationen  (53)  die  allgemeinen  Integralgleichungen 
des  kanonischen  Systems  (40)  darstellen,  wenn  die  q?,  j;4°  als  arbitrate 
Konstanten  betracktet  werden;  doch  erkennen  wir  jetzt  flberdies,  dafs 
diese  Konstanten  bezw.  mit  den  Werten,  welclie  die  durcb.  (53)  de- 
finirten  Funktionen  %,,  pf  an  der  Stelle  t  =  r  annehmen,  identisch  sine! 

387.  Um  die  vorstebenden  Resultate  auf  die  Probleme  der  Mechanik 
anzuwenden,  verstehen  wir  unter  t  die  Zeit  und  unter  ^  .  .  qm  so- 
genannte  Lagrange'sche  Koordinaten  eines  dynamischen  Systems,  d.  h. 
unabhangige  Variable,  durcb  welclie  die  Position  des  dynamischeu 
Systems  deflnirt  wird.  Nebinen  wir,  urn  die  Ideen  zu  fixiren,  an,  dafs 
unser  System  aus  v  materiellen  Punkten  mit  den  Massen  ^1?  ^  .  .  ^ 
und  den  cartesischen  Koordinaten: 


bestebe  ,   und   dais   diese   3  v  Koordinaten   an   3  v  —  m  Bedingunga- 
gleicbungen: 


(55)         vfay&Xi  .  .  Xvyv*vt)  =  0        (i  ^  1;  2,  ,  ,  3v  —  m) 
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gebunden  seien,  so  kann  man  mittels  dieser  Gleichtmgen  die  Grofsen 
ftj/tZ,  als  Fmiktionen  yon  m  unabhaiigigen  Variabeln  q1  .  .  qm  und  von 
I  in  der  Form: 


Vi  =  ^'(tfi  (/a  -  •  2»* 

^  =  £/  ((/I  #2  '  *  ff«* 

darstellen.    Axis  den  Formeln: 


ergiebt  sicli   dann  fur  die  lebeudige  Kraft  des  dynamischen  Systems: 


folgende  Darstelhing: 

(56)     T  •  - 


i      i 


worin  die  a^,  ?>/;  ^  Funktionen  der  -m  -f"  1  Variabeln  (ft  .  •  2^  be- 
cieuten;  und  die  Determinate  !  a/>t  |;  d,  li.  also  die  nacb  den  Variabeln 
q'  genoininene  Hosse'sche  Detorininante  von  T  nicht  fdentisch  null  ist. 
Wir  nehmcn  fcrner  an,  da/s  cine  Kriiftefunktion: 


cxistiere.    Durch  Angabe    der   beiden  Funktionen  T  und   U  ist  dann 
das  dynainisclie  Problem  vollkommen  charakterisirt. 

Identifiziren  wir  jetzt  die  Pxinktion  <&  des  Art.  384  mit  der  Funktion 
T  -{-  U?  so  nehmen  die  Diflerentialgleicliungen  (34)  die  Form  an: 

d    r'l         $T       fiff         /. 


EH  sind  dies  die  woMbekannten  Layrangc'schen  Differential- 
der  Bewegung  unseres  dynamiscten  Systems. 

Darans  folgfc  der  Sate: 

Die  IntegmlfunMonen  qt  der  Layranye'schen  X)iffcrcntial(jldehmii)en 
(57)  und  nur  diese  halen  die  Eigenseliaft,  dafs  fiir  $ie  die  Variation 
des  Integrals: 


(58)  (T+  U}dt 

' 
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identiseh  verschwindet,  wenn  die  Variationen  von  t,  g±..  qlfl  an  den  leiden 
Integrationsgrentten  gleicli  null  angenommen  werden,  in.  a.  W.: 

Bind  irgend  swei  legw.  den  Zeiten  %  und  t  entsprecliende  Positionen 
2?  •  •  #SL  ^m  2i  •  •  ffw,  unseres  dynamiscJien  Systems  gegeben,  so  ist  die 
wirldich  stattfindende  Bewegung  swischen  diesen  leiden  Positionen  demrt, 
dafs  das  Integral  (58)  Eeiner1)  ist,  als  wenn  das  System  ge&wngen 
mirde,  sicJi  unter  den  gegebenen  Sedingungen  (55)  auf  irgend  eine  andere 
Art,  dber  innerhalb  der  gleichen  Zeit  t  —  t  von  der  ersten  Lage  in  die 
zweite  m  fiewegen. 

Dieser  Satz  ist  in  Deutschland  unter  dem  Namen  ^Hamilton  sclies 
ip"  bekannt. 

Ist  E(t,  2i  •  •  2w3  2>i  -  •  Pm}  die  FmUion,  die  man  aus 


erhalt,  wenn  daraus  die  qt'  mittels  der  Relationen: 

BT 

ft"5? 

eliminirt  werden,  so  bestdit  twischm  den  Lagrange'sdien  Gleiclmngen  (57), 
dem  Imionisclien  System: 


and  der  partiellen  DifferentialgleicJmng: 

/^A\  9^       I 

(60)  _  + 

folgender  ZusammenJicmg  : 

Aus  den  allgemeinen  Integralgleiclmngen: 

(61)  J,     =      «,ft      20      .      .^).       ft     _     ^ 


cfes  TcanoniscJien  Systems  (59)  er^afe  iwan  efeercft  Differentiationen  und 
Etiminationen  die  allgemeinen  Integralgleiehungen  des  Systems  (57);  rf.  A. 
rfie  JBetvegungsgleiehungen  des  vorgelegten  dynamiseJien  Problems: 


wwdf  umgekehrt  gewinnt  man  aus  den  leteteren  dureh  Differentiationen 
und  Eliminationen  die  ersteren  wieder  (Art.  385). 

I)  Torausgesetzt,  dafs  clas  Wertsysteni  ^  .  .  qmt  einer  gewissen  Umgebung 
der  Stelle  <£  ,  .  ^,  tr  angeliort;   vgl.  hierzu  Jacob!  ,  Yorlesungen  uber  Dynamik. 
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Ferner  erlialt  man  ein  wllstiindiges  Integral: 


der  partiellcu  Differentialgleielmng  (60),  Mem  man  in  dem  Ausdmck: 

o  H   ,          ,          fin        rr 
ft3p-  +  "+D«g£-ff 

die  qt)  p,  durcli  Hire  Werte  (61)  ersetgt,  dann  naeli  t  mvischen  den 
G-reiwen  r  und  t  inteyrirt,  und  Imiterlier  mittels  der  m  Gleieliungen 
a,o  =  K(  (ne  ^o  ciiwfairt  (Art.  380—382). 

Uniyekelirt    lassen    sicli    mil   Hiilfe   eines   leliebigen   vollstandigcn 
Integrals: 


der  iKirtiellen  Differcntialglciclmny  (60)  rfe  allgemeinen  Integralgldcliungen 
des  kanonischen  Systems  (59)  w  rfcr 


davstcllen  (Art.  380), 

Wir  erwahnen  nocli;  dais  If  al«  (lie  ,;Ilainiiton'sche  Funktion^  und 
Si  als  die  ;,Prinzipallimktion"  dos  vorgelegten  dynamischen  Problems 
bezeicknet  wiixi 

Die  Integration  der  Lagrange'schen  Gleicbingen  erfordert  nack 
dein  vorstekonden  Sate  nur  die  Ermifctelung  eines  vollstandigen  Inte- 
grals der  parti  ellen  Differentialgleickung  (60)  ;  die  wir  so  sckreiben 
%vollen  : 

(62)  y  +  H^g^.^ft.^g-O; 

hierin  kaben  also  die  p  folgende  Bedeutung: 


Die  Integration    cler   Gleickung   (62)    koinrat    auf  cliejenige    der 
Hneareu  koinogenen  partiellen  Difierentialgleickung  ; 


kinaus?  und  kann  nack  der  Metkode  des  Art.  369  durck  je  erne  Operation: 

2t»,  2m  —  2,  ..  4;  2,  0 

erledigt  werden. 

388.   Besoncleres  Interesse  beanspruckt  der  Fall;  dais  sowokl  die 
Kraftefunktion  U  als  auck  die  Bedingimgsgleickimgen  (55)  yon  t  frei 
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sind,  und  infolge  dessen  auch  H  die  Variabeln  t  nicht  enthalt.     Dann 
besitzt  die  lebendige  Kraft  folgende  Form: 


nnd  man  findet: 

l-T-  U=-,qi'-T-  U=T-  V, 


o  m 

worm  natiirlich  T  initials  der  Gleichungen  p,  =  ^-7  dureh  die  Variabeln 

%i  •  •  qmPi  •  •  Pm  auszudrticken  ist. 

Jetzt  ist  JET  ein  Integral  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleiclmng  (63);  und  die  Integration  von  (62)  erfordert  infolgedessen 
nach  Art.  369  nur  inehr  je  eine  Operation: 

(64)  2m  —  2,  2m  —  4;  .  .  4,  2,  0. 

Die  Thatsache;  dais  H  die  Gleielmng  (63)  erf(illt;  kommt  offenbar 
darauf  liinauSj  dafs  die  Funktion  T  —  U  von  t  frei  wird,  wenn  man 
clarin  die  q,  durcL.  die  Integralfnnktionen  der  Lagrange'schen  Grlei- 
clmngen  ersetzt;  m.  a.  W.  dafs  im  gegenw'artigen  Falle  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  gilt. 

Die  soeben  konstatirte  Integrationsvereinfachung  lafst  sicfa  aucli 
folgendermafsen  charakterisiren  : 

Das  IntegrationsproUem: 

(65)  p  +  H(ql  -  .  qnffii  .  .  jpw)  =  0 

'kommt  darawf  Jiinaus,  ein  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung: 

(66)  1%  .  .qmp1  ..pm}^li 

m  finden,  worin  h  eine  arbitrdre  Konstante,  und  qi  .  ,  q_m  die  Indepen- 
denten  tedeaten. 

In  der  That,  ist: 


ein  vollstandiges  Integral  von  (66),  so  ist: 


8  = 


ein  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (65).  x) 

Nach.  der  Regel  des  Art.  380  sind  jetzt  die  allgemeinen  Integral- 
gleiehiungen  des  kanonischen  Systems  (59)  die  folgenden: 

1)  Dies  folgt  anch  aus  Imschenetzky's  Theorie  der  Trennung  der  Yariabeln 

(Art.  371). 
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d*F  __  8W    _  dW 

d^  —  ^'  lt  W^  ~  P'"-1  '   Hh  ~  t  ~  ?1H 

dw  _  8  V  _ 

W^~lh>  "  ^~pm) 

worm  £,  .  .  c,w_i,  \  yl  .  .  ym  die  arbitraren  Konstanten  bedenten. 

Wie   man  sieht  ,   komint  jetzt  die  Integration  von  (65)  auf  die- 
jenige  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  : 

(B,  /')  =  0 

hinaus,  erledigt  sich  also  in  der  That  durch  die  Operationen  (64) 
(Art  354,  369). 

Man  hat  zu  diesein  Zwecke  m  —  1  Funktionen  : 

H;((h  •  •  2»*i>i  -  -  #«)         (i  =  1;  2,  .  .  m  —  1) 
clerart  zu  bestiinmen;  dafs  alle  Klammerausdrftcke  : 

(HE),  (H,Hd 

identisch  verscliwinden;  uncl  die  Funktionen  H,  ^  .  .  Hm~.\  hinsichtlicli 
der  Groisen  j^jpo  .  .pm  nnabhangig  werden.  Sodann  hat  man  die  Glei- 
chungen: 

H  '=  A,  Sv  ==  ^  .  .  Hm~-.i  =  ^w—  i 

nach  jf)x  .  .$,n  anfzulosen,  nntl  die  so  erhaltenen  Werte  in  den  Pfaff'schen 
Ausdruck: 

H 


zu  substituiren;  dieser  verwandelt  sich  dadurch  in  eiu  exaktes  Differential  : 


und  die  Gleiclmng  g  =  0  -f~  ^  definirt  ein  vollstandiges  Integral  der 
Gleichung  (GO),  woinit  das  vorgelegte  dynamische  Problem  erledigt  iat 
Nach  dem  §  2  dieses  Kapitels  haben  die  Funktionen  H,  ^..H^^i 
die  Eigenschaft,  dais  fur  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Variabeln 
q{pi  und  ihrer  Differential  eine  Identitat  der  Form: 

qM  =  d  W+ 


besteht7  worin  TF  und  (?/  gewisse  Funktionen  YOB  gx  .  .  g^^  .  .pin  be- 
deuten,  und  zwar  hat  man: 

Tf  (ft  .  .  feft  .  .  JS%»)  =  ^fe  -  .  2m,  -Hi  -  .  J2m-l,  S) 


.  2mfl;  .  .  JS^^jJH)        (t  =  0,  1,  .  .  w  —  1). 
Die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  kanonischen  Systems  (59) 
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feonnen  jetzt,  nacli  den  arbitraren  Konstanten  g}  g±  gtH-i?  Ji,1il..hM-i 
aufgelost,  so  gesctrieben  werden: 

,»~  fT=7r,          El  =  h!  .  .  Hm-i  =  hm-i 

G-  =  g  _  t]  #!  =  ^  .  .  #m_i  =  flfw-1; 

und  die  Pnnktionen  Gh  Hi  besitzen  die  Eigenschaft;  dafs  alle  Klammer- 
ausdriicke  (g)  ^);  die  aus  irgend  zweien  dieser  Funktionen  gebildet 
werden,  identisch  verschwinden,  mit  Ausnahme  von  (6rfi),  (6^  J3i")  etc., 
die  gleich  1  sind. 

389.   Durch  die  Gleichungen: 


(68)         2/ 

werde  eine  Bertthrungstransfonnation  der  2m-j-l  Variabeln  8qfp/  von 
der  besondern;  "in  Art.  201  definirten  Beschaffenheit  dargestellt.  Dann 
erfullen  die  Funktionen  PtQj  die  Identitaten 


Sind  %  ^  zwei  beliebige  Funktionen  der  2m  Variabeln  qtph  ftilirt 
man   feraer   in   diese   Funktionen    mittels   (68)    die    neuen   Variabeln 
sekreibt  man: 


so  erhalt  man  nach  pag.  375,  Anm.: 


Es  sei  jetzt  em  beliebiges  kanoniscbes  System 
da.       dS     dp,  8H 


vorgelegt,  worin    die  Funktion  H  anfser   den  q^  auch   noch  t  ent- 
halten  kann. 


>  dam  m  (69)  mittels  der  Formeln  (68)  die  neuen  Un- 
lekmnten  ft  md  Pt  em,  so  verwandelt  sidi  das  JcanoniscJie  System  (69) 
in  das  gleichfalls  kanonische  System: 
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worm  H  als  Funktion  der  2m+1  Variabeln: 

tfQl..QMPl..P^ 

auszudriicken  ist.1) 

In  der  That,  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 
(71)  g-f  (#/•)„  =  0 

verwandelt  sich  verinoge  der  Transformation  (68)  in  die  Gleichung: 

(72) 


mithin  auch  das  zu  (71)  adjungirte  siinultane  System  (69)  in  das  zu 
(72)  adjungirte  System  (70)  (vgl.  Art.  73). 

390.  Es  sei  z.  B.  ein  dynamisches  Problem  durch  die  Funktionen 
T  und  U  charakterisirt,  wobei  T  und  Z77  und  infolge  dessen  auch  H 
von  t  frei  sein  mogen;  wir  bilden  dann  das  zugehorige  kanonische 
System  (65  >J.  Die  allgemeinen  Integralgleichungen  dieses  Systems  seien 
wie  in  der  Nr.  388  durch  die  Relationen  (67)  dargestellt.  Qleichzeitig 
betrachten  wir  nun  das  dynamische  Problem,  dessen  zugehoriges  kanoni- 
sclies  System  die  Form  hat: 

,_        d*.       $(H  +  &)     dpf  e(H+® 

(i6)       „_  -^—-;  —  _  8-~  -         t*«l,..w); 

dabei  ist  ii  eine  beliebige  Funktion  der  2w  -f-  1  Variabeln  t, 
Fiihren  wir  dann  inittels  der  Formeln: 

(74)     *;-«-!(&..  M-  ft.)i     (i.i,^..*) 

V      J  Pi   =  G-i~~l((h  •  •  ff^JPl  *  •  JPm)  J 

statt  der  j/;?/  die  neuen  unbekannten  Funktionen  #/$ 

delt  sich  nach  der  vorigen  Nr.  und  nach  der  Sclilufsbemerkung  von 

Art.  388  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 


in  die  nachstehende: 


In  der  Tbat  hat  man  ja: 

(& +#,/%* -•--(& +  «/»/% 


1)  Lie  (EX)  hat  gezeigfc,  clafs  aucli  umgekehrt  eine  Transformation  (08), 
die  jedes  beliebige  kanonische  System  (69)  wiederam  in  ein  kanonisches  System 
(70)  iiberfuhrt,  in  einer  Beruhrungstransformation  von  der  Kategorie  des  Art.  201 
enthalten  ist;  er  hat  fenier  die  allgemeinsten  Transformationen  (68)  angegeben, 
die  ein  bestimmtes  kanonisches  System  (69)  wiecler  in  ein  solches  verwandeln, 
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Darnach   nimmt   das   kanonische  System  (73)  vermoge  (74)  fol- 
gende  Gestalt  an: 

dpk' 


(*  =  1,  2,  .  .  w;  ft  =  2,  3,  ,  .  w), 

worm  &  durch  die  neuen  Variabeln  #;jp/  .  .  ^,  ft'  .  .  fa  auszudrttcken  1st. 
Dieses  Resultat  konnen  wir  offenbar  auch.  so  anssprechen: 
Fukren  wir  in  das  kanonische  System  (73)  mittels  der  Fonneln  (67) 

die  neuen  VariaMn  Ii9  \  .  .  hm-i,  ff,9i--  ffm-i  ein}  und  (IrilcTten  wir  il 

als  FunUion  dieser  Grofsen  und  wn  t  aus,  so  erlidlt  das  System  (73) 

wiederum  die  kawnisclie  Form: 


dt~  Sg^    dt  —       dh.  —>»  - 

ii  heifst  die  )9Siormgsfmktionffi  das  dynaraisclie  Problem,  zu  dein 
die  kanonischen  Gleiehungen  (69)  gehoren;  heifst  das  9)ungestorte"  Pro- 
blem, das  Problem  mit  der  Hamilton'schen  Punktion  H»}-&  das 
,,gestdrte". 

Die  Grofsen  lit  g-n  die  im  ungestorten  Problem  Konstante  siud; 
heifsen  die  ,,Elemente"  des  lefczteren,  und  zwar  insbesondere  ,]kanoniscW 
Elemente;  sind  sie  zu  irgend  einer  Zeit  bekannt;  so  ist  die  Bewegung 
des  ungestorten  Systems  durch  die  Gleichungen  (67)  fur  alle  Zeiten  t 
bestimmt.  Die  Differentialgleichungen  (75)  definiren  dann  die  Ande- 
rungen;  welch.e  diese  Elemente  infolge  des  Hinzutritts  der  Storungs- 
funktion  iJ  im  Laufe  der  Zeit  erleiden. 


Kapitel  XIY. 
Theorie  der  Punktionengruppew. 

§  1.    Verwertnmg  bekannter  Integrale. 

391.  Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Kapiteln  zwei  Typen  von 
Integrationsmetlioden  einer  partiellen  Differentialgleichnng  lter  Ord- 
nung;  bezw.  eines  InTolutionssystems  kennen  gelernt.  Der  erste  Typus 
umfafst  die  sog.  erste  Jacobi'sclie,  oder,  was  dasselbe  besagt;  die 
Caucliy'sclie  Methode,  sowie  deren  Yerallgemeinerung  (Art.  367),  und 
ist  dadurch  charakterisirt;  dafs  dabei  die  Aufsuchung  aller  Integrale 
eines  gewissen  yollstandigen  Systems  verlangt  wird.  Der  zweite  Typus 
wird  durch  das  in  Art.  354  auseinandergesetzte  Verfahren  reprasentirt; 
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welches  alle  in  Kap.  XIII,  §  2  angegebenen  Methoden  unafafst,  und  als 
die  ;7verallgeraeinerte  zweite  Jacobi'sche  Methode"  bezeichnet  werden 
kann.  Diese  Methode  kommt  darauf  hinaus,  von  inelireren  aufein- 
anderfolgenden  vollstandigen  Systernen  immer  je  ein  Integral  zu  er~ 
niitteln.  In  Art.  367  und  376  liaben  wir  uberdies  gesehen,  wie  man 
bei  einem  und  deinselben  Integrationsproblena  beide  Methoden  kom- 
biniren  kann. 

Una  ein  gegebenes  -^-gliedriges  Involutionssystem: 
(1)  ft  (s,  #!  ,  .  .  XM,  PI  ,  -  -  Pm)  =  ct        ('/;  =  1;  2,  .  .  v) 

nach  der  verallgerneinerten  zweiten  Jacobi'schen  Metliode  zu  integriren, 
hat  man  zunachst  ein  von  /J,  ,  .  fv  verschiedenes  Integral  fv+i  des  voll- 
standigen Systems 
' 


zu  ermitteln,  was  entweder  nach  dem  in  Art.  67  erklarten  Ji:/co6i'sclien 
Verfahren  oder  inittels  des  Jfefo-j/o^schen  Satzes  (Art.  87)  geschehen  kann. 
Bei  beiden  Methoden  aber  kann  der  Pall  eintreten,  dais  man  niclit 
bios  ein  Integral  f,.+i?  sondern  gleichzeitig  mehrere  Integrate 

(3)  /;.+1,  /;+3,  .  .  /;.      (>-  <  %m  +  \-v) 

des  Systems  (2)  erhalt.  Will  man  das  Involutionssystem  (1)  nach  der 
verallgemeinerfcen  CaitcfafsQlien  Methode  (Art.  367)  integriren  ?  so  bietet 
die  Kenntuis  der  Losungen  (3)  einen  unmittelbar  ersichtlichen  Vorteil: 
Die  Aufsuchung  alter  Integrale  von  (2)  geschieht  namlich  nach  Art.  8<S 
nunmehr  init  Hiilfe  je  einer  Operation: 

2»i  +  l—r  —  v,  2m  -f  1  —  r  —  v  —  1,  ,  .         3,  2,  1. 
1st  insbesondere  r  —  2m  -f-  1  —  v,  so  erfbrdert  die  Integration  von  (1) 
bios  mehr  Ditferentiationen  und  Eliminationen. 

1st  aber  r<2w~)-l  —  V,  und  will  man  die  verallgemeinerte 
Jacohi'tiche  Methode  gebrauchen;  so  scheint  es  zunachst;  als  ob  die 
Kenntnis  der  Integrale  fr+2,  •  -  fr  "von  keinem  Nutzen  >sei;  denn  diese 
b'unktionen  befinden  sich  zwar  mit  /x  .  .  fv,  aber  im  allgemeinen  nicht 
nut  fr+i  in  Involution;  lassen  sich  also  bei  dem  nachsten  Schritt  des 
Itedtictionsverfahrens,  der  die  Bestimmung  eines  von  ft..f\,^.i  unab- 
hangigen  Integrals  des  vollstandigen  Systems 

[//]==  0,  [ftf]  =  0,..[/v+1/-]  =  0 
verlangt,  nicht  unmittelbar  verwerten. 

1)  In  diesem  Kapitel  haben  die  Klammcrsymbole  [tpfj  und  (<pf)  bezw.  die 
Bedeutungen  : 


v,  Weber,  Baa  Pfaffsche  Problem. 


8<p  b-f  -  'di'^-\ 
d'ps  dx.     lijt  bxj  ' 


546  Kap.  XIV     Theorie  der  Fimktionengruppen.  [392] 

Es  erhebt  sich  daher  die  Frage,  wie  man  sich  die  Kenntnis  der 
Integrale  fv+s..fr  zu  Nutzen  machen  karm,  ohne  auf  die  Integra- 
tionsvorteile  der  zweiten  JacoU'sehm  Methode  Verzicht  leisten  zu 
miissen. 

392.  Die  Beantwortung  dieaer  Frage  ergibt  sich  aus  unserer 
allgemeinen  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  (Kap.  IS,  §  4).  In  der 
That,  es  seien  die  Funktionen: 

(4)  fi,fvfv,fv+i>  ..fr 

gegeben;  und  es  sei  2<?  der  Bang  der  alternirenden  Matrix: 
||  [//*]»        ftft«l,2...r), 


ferner  2cr'  der  Eaug  der  Matrix  (Or);  die  ans  der  eben  hingeschriebenen 

O  jC  O  /• 

durcli  Randerung  mit  den  Blementen  ~?  .  .  j~  ,  0   entsteht.     Da  die 


Funkfcionen  fi^fv  nnter  sich  und  mit  /i+i  -  -  /i-  in  Involution  sind? 
so  ist  2tf  anch  gleich  dem  Rang  der  Matrix: 

TO  I   [/.+*,  A+»]  II         (*,*  -1,2...,  •-!/). 

Ferner  befinden  sich  unter  den  2tf  -f-  2-reihigen  Hauptunterdeterini- 
nanten  von  (GV)  alle  Produkte  aus  je  einer  2^-reihigen  Hauptunter- 

(n  />  v   e> 
'\      ^'/  =  l;2r.7;). 

Beschranken  wir  uns  also  zunachst  auf  die  Betrachtung  des  Falles  a) 
(Art,  353);  so  ist  er'  =  <7  +  1,  und  der  Pfaff'sche  Ausdruck 

A  =  dz  —pidxl  —p^dx^  —  ..  —pmdxm 
gestattet  nach  Kap.  IX;  §  4  eine  Darstellung  der  Form 

(5)  9.  A  =  Fjfi  +  .  .  +  j;^  +  F^dfr^  +  .  .  +  #<*/;  +  df/;+1, 

wenn  mit  s  die  Zahl  <y  +  *w,  und  mit  p  eine  gewisse  Funktion  der 
Variabeln  89  ^-,  .j)/  bezeichnet  wird.  "Dm  die  Darstellung  (b)  zu  linden, 
mtissen  die  Funktionen  fr+i  .  .  /a+1  so  bestimmt  -werden;  dafs  die 
Matrix 


ebenfalls  den  Rang  2  or  besitzt,  und  die  Funktionen  /i  .  ./i+i  hinsicht- 
lich  der  2m  +  1  Yariabehi  ^^i  unabhangig  warden.  Denmach  hat 
zunachst  fr+i  alien  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  der  Form 

%[/!/]  +  %|/|/]  +  -  .  +  ^[fr/]  -  0 

zu  gentigen;  deren  Koeffizienten  ^  die  Relationen 
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identisch  erfiillen,     Bezeichnen  wir  sonach  mit 

fi,°+  i  ;  '$j.s  -  •  ^         (i  =  l,..r  —  v 
die  unabhangigen  Losungensysteme  der  Gleichungen 

^,.+i!/..H-iA+*]  H  ----  h  ^[/r/;<+/J  =  0        (* 
mid  schreiben  wir: 


so  ist  fur  /r-j-i  ein  yon  /'x  .  .  /^  unabhangiges  Integral  der  Gleichungen 
(6)  [/I/I  -  0,  .  .  [/;/']  =  0,  X,/'~  0  (i  =  1,  .  .  r  -  v  -  20) 

7Ai  wahlen.  Diese  Gleichungen  bilden,  wie  aus  Art.  237  mid  242 
folgt,  ein  r  —  2<T-gliedriges  wllstandiges  System  mit  r  bekannteu  Inte- 
gralen  /i-.//,  und  die  Ermittelung  von  fr+i  erfordert  sonach  eine 
Operation 

2m  —  2r  +  2^+  1. 

Die  Funktion  fr+$  ist  jetzt  so  zu  bestimmen;  dafs  alle  2<y-f-  2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  der  Matrix  (iV-j-a)  verschwinden,  ist 
also  ein  Integral  des  vollstandigen  Systems,  das  aus  (G)  darcli  Hin/,a- 
fugmig  oiner  Gleichung  der  Form: 

(?)  5r+l[;;+i/i  +  •  •  +  ^+i[/;-+i/'j  =  <> 

hervorgeht.    Dabei  haben  die  g  den  Relationen 

4  _  o       i  =  i..,_v     D 


zu  gentigen;  derart?  dais  ^,.^3  nicht  verschwindet.  Da  die  Integrate 
f\  .  .  fr+t  des  vollst.  Systems  (6)  (7)  bekannt  sind;  so  verlangt  die  Er- 
mittelung von  /r+a  cine  Operation 

2m  —  2r  —  2<y—  1. 

Die  Funktion  //.^-u  ist  sodann  ein  beliebiges  Integral  eines  voll- 
stUndigen  Systems,  das  aus  (H)(7)  dureh  Hinzunahme  einer  weiteron 
Gleichung  entsteht,  etc. 

393.  Hat  man  auf  dem  angegebenen  Wege  fr+i  ,  ./i+i  der  Reihe 
nach  bestimmt;  so  ergeben  sich  die  Funktionen  p,  Ft  durch  Verglei- 
cliung  der  beiden  Seiten  der  Identitat  (5)  mit  Hulfe  eines  Systems 
liuearer  Gleichungen.  Danrit  ist  dann  die  Integration  des  gegdmien 
v-yliedrigen  Inwlukiomssystems  (1)  vollkommen  erledigt 

In  der  That;  aus  der  Identitat  (5)  folgt  zunachst;  dafs  unter  den 
2s  -f-  1  Funktionen  f\  .  .  Fs?  f\>  ,  fa+i  genau  2w  -{-  1.  unabhangige 
vorhanden  sind.  Demnach  gibt  es  unter  den  2w  -["  20  +  1  —  v 
Funktionen 

(8)  /*u  /g;   . 
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genau  2w  +  1  —  v  unabhangige,  m.  a.  W.:  zwischen  den  Funktionen 
(8)  bestelien  2<y  und  nicht  mehr  identische  Relationen,  mit  deren 
Hiilfe  2<?  Ton  den  Funktionen  JFv+i  .  .  Fa  durch  die  ubrigea  Funktionen 
(8)  ausgedriickt  werden  konnen.  Dafs  es  namlicli  nicht  weniger  als 
2<3  solcher  Eelationen  geben  kann,  folgt  aus  der  sogleieh  zu  bewei- 
senden  Thatsaclie: 

Sdmtlicke  FunMonen  (8)  sind  Integrate  des  vollstandigen  Systems  (2). 

Urn  dies  einzusehen,  schreiben  wir  wie  frtiher: 

Ar=  A  J-         A 

d^.  —  a^  '  ^'8^  ' 

Aus  (5)  folgen  dann  wie  auf  pag,  386  die  Identitaten: 


Sind  dann 
(10)  dxl9  .  .  dxm,  dply  .  .  dpm 

willktirliclie  Incremente,  und  definiren  wir  Sit,  wie  folgt: 


so  hat  man  die  Identitaten: 


(i,  h  =  1,  2, . .  ml 


wie  aus  (9)  (11)  unmittelbar  hervorgeht.    Aus  diesen  Formeln  folgt: 


1 


Ersetzt  man  hierin  u  der  Reihe  nacL.  durch  £  .  .  /r;  so  folgt: 
98f<  = 


Nun  sind  aber  die  Ausdriicke  dfh,  als  homogene  lineare  Funk- 
tionen der  2m  Variabeln  (10)  betrachtet,  linear  unabhangig;  im  ent- 
gegengesetzten  Falle  namlich  wtirde  man  ahnlich  wie  in  Art.  282 
schliefsen;  dafs  entweder  die  Funktionen  £../,  nicbt  unabhangig  waren 
oder  dafs  sich  g4  in  der  Form  F^  +  -  -  Fsdfs  darstellen  liefse?  ' 
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wie  bekannt,  nicht  der  Fall  ist.    Darnacli  folgen  aus  der  vorigen  Iden- 
titat  die  Beziehungen 


womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

Unter  den  zn  Anfang  dieses  Art.  gemachten  Voraussetzungen 
kennt  man  mithin  alle  Integrale  des  vollstandigen  Systems  (2);  womit 
nach  Art.  367  die  Integration  des  Involutionssystems  (1)  erledigt  ist. 

394.  Die  Resultate  der  letzten  zwei  Nuinmern  lassen  sich  in  fol- 
genden  Satz  zusammenfassen  : 

Kennt  man  r  unabhangiye  Integral? 

(3)         /;/;  .  .  /;./;+!  .  .  /;,      (v  +  2  <:  >•  <  2^  +  1  —  v) 

des  voUstandigen  Systems: 

(2)  IA/I  =  o,  .  .  [/;/•]  =  o 

so  erfordert  die  Integration  des  v-gliedriyen  Inwlutionssystems: 
(1)  /;(/,  .rn  .  .  ,rm;  ft,  .  .  j>J  =  ^        (/  =  1;  2,  .  .  v) 

noch  je  eine  Infryrationsopemtion  der  Ordmmy: 

2W  —  2r      2o-       1   2m  _  2r      2cr  —  1  .  .  3  1 


rfcr  JKrtw//  r?er  r  —  v-zeiligen  Matrix: 


betseichnet  wird, 

Der  ungiinstigste  Fall  fcritt  ein,  wenn  der  Rang  2o-  seinen  grofsten 
Wert  erreiclii  Dieses  Maximum  betragt  r  —  v  oder  r  —  v  —  1,  je 
naohdem  r  —  v  gerade  oder  ungerade  ist.  Ist  im  ersten  Fall  ins- 
besondere  r  =  v  -f-  2;  d.  h.  kennt  man  von  dem  vollstandigen  System 
(2)  auJser  f\  *fr  noch  zwei  Integrale  fv+i  und  fv+$,  fur  welehe  der 
Ausdruck  [A+i/r+a]  nicht  verschwindet,  so  reducirt  sich  die  eben 
durchgefiihrte  Methode  darauf;  das  Involutionssystem 

fi  =  ci  -  •  A-+I  =  ^'-M 

nach  der  verallgemeinerten  zweiten  Jacobi'schen  Methode  zu  integriren, 
und  aus  der  Kenntnis  von  fv+%  lalst  sich  demnacli  kein  weiterer 
Nuteen  ziehen.1) 

Der  glinstigste  Fall  findet  statt,  wenn  2<?  seinen  Minimal  wert 
erreicht.  Dieser  ist  Null?  wenn  r  ^  m  +  1,  und  die  Funktionen  fa  .  .  fr 

1}  Tgl,  incles  den  §  4=  dieses  Kapitels. 
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bilden  claim  ein  Involutionssystem.  Fiir  r  >  m  +  1  1st  tf  miudestens 
gleich  r  •—  w  —  1  (Art.  243);  erreicht  tf  diesen  Minimal  wert,  so  ge- 
stattet  z/  nach  Kap.  IX  §  4  eine  Darstellung: 

Qj  =  F.df,  +  -  -  +  Fr-tdfr-i  +  df,, 

und  die  Integration  des  gegebenen  Involutionssystems  (1)  ist  daunt 
nach  dem  vorigen  Art.  erledigt. 

395.    Indem  wir  uns  ntmmehr  zu  der  Betrachtung  des  Falles  /j) 
(Art.  353);  d.  L  eines  7^-gliedrigen  Inyolutionssystems  der  Form: 

(12)  fifafy  -  -  XmPiPt  -  •  fm)  =  %  (i—  1;  2;  .  .  v) 

wenden;  nekmen  wir  an;  dafs  von  dem  7/-gliedrigen  Jacobi'schon  System: 

(is)  (/;/•)  -  o,  .  .  (/•„/•)  =  o 

die  r  Integrale  /^  .  .  fv,  fv+i  .  .fr  bereits  bekannt  seieu.  Dann  stimmt 
der  Rang  der  r-reihigeE  alternirenden  Matrix 

(14)  ||  (///*)  II        (i,lc=l,2,..r) 
mit  dem  Rang  2^  der  Matrix: 

(15)  U  (/#)!!        (t,Ar,-V  +  l,  V  +  2,..r) 
liberein.     Setzen  wir  ferner 


so  besitzt  die  Matrix,  die  aus  (14)  durch  Randerung  init  deu  Elemeiiten 
(/i);  (/a)?  •  •  (A  0  tervorgeht,  offenbar  den  Rang  2^  +  2,  da  die  Funk- 
tionen  (12)  der  Annahme  nach  in  den  $,  nicht  alle  hornogen  nullter 
Ordnung  sind.  Nach  Art.  237  nnd  238  gestattet  demnach  der  Pfaflfsche 
Ausdruck: 


eine  Darstellung  der  Form: 

(16)         J=  dSt  +  F.df,  +  -  •  Ffdfr  +  F,  +  rffr  +  l  +  -  .  +  J!\df., 

wenn  mit  5  wiederum  die  Zahl  (5  »|»  m  bezeichnet  wird.    Die  Funk- 
tionen  /;+1  .  .  /;  mtissen  dabei  so  bestimmt  werden,  dais  die  Matrix 

II  (/:•/*)  II        ft  *  =  v  +  1,  i/  +  2,  -  -  5) 

den  Rang  201  besitzt?  d.  h.  /;4.x  ist  ein  beliebiges,  von  f[..fr  unab- 
hangiges  Integral  des  r  —  2tf-gliedrigen  voUstaudigeii  Systems: 
(17) 
worin 


gesetzt  ist;  und  mit 
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die  liuear  unabhaugigen  Losungen  der  linearen  Gleichungen 

%-H  (/;+i/;)  H  ----  h  tytfrft)  =  0        (i  =  v  +  1,  .  .  r) 
bezeich.net  werden.     Ferner  ist  fr+$  ein  beliebiges,  von  /j  .  .  /r+i  un- 
abhangiges  Integral  des  r  —  20  -f  1-gliedrigen  vollstandigen  Systems, 
das  aus  (17)  durch  Hinzufugung  einer  neuen  Gleichung 

£-M  (/>•+*/')  -!  ----  h  &-+i(/;+i/')  =  0 
entsteht,  wobei  die  £/  den  linearen  Gleicliungeii 

fc+lC/r+I/J)  +  -  -  +  t+lCfr+i/;)  =  0  (<  -  V  +  1,  .  .  f  +  1) 

/AI  geniigen  haben,  mid  ^r-f  i  nicht  null  ist,  u.  s.  w.  f.  Hat  man  solcher- 
weise  die  //  bestimmt;  so  ergibt  sicli  die  Funktion  ii  in  (16)  durch 
eine  Quadratur  (Art.  237),  die  Ft-  sodann  durch  Auflosung  linearer 
Gleichungeu. 

396.  Die  Identitiit  (16)  schreiben  wir  folgenderinafsen: 


Bedeutet  jetzt  id  eine  Funktion  der  2m  Variabeln  x^  p{)  so  folgt 
aus  Art.  39?;  die  Identitat: 


oder,  wenn  man  ?<  durch  /i  ersetzt: 


woraus  ahnlich  wie  in  Art.  393  tblgt: 

(F,f,)     -  -  I  ;  (Fkft)    -  0        (A  —  1,  .  .  ,v;  /—!,..  v;  i 
Demnach  sind  siimtliche  Fmiktionen: 


Losungen  des  vollstandigen  Systems  (13);  (iberdies  betinden  sich  dar- 
unter  genau  2>M  —  ^  iiuabhiingige  Funktionon,  d.  h.  20  uncl  nicht 
weniger  von  den  Ftmktioneu  j&V-f-i;  •  *  ^  lassen  sich  durch  die  flbrigen 
Funktionen  (18)  uusdrucken.  Beachten  wir  ferner  die  aus  (16)  fol- 
genden  Identitaten: 


so  erhaltcn  wir  der  Reihe  nach: 
\ft>  s  —  ®\; 
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Deumaeh  stellen  die  Funktionen  (18)  zusaranaen  rnit  #  —  -  ii  alle 
%m  -f  1  _  v  unabhangigen  Losungen  des  v-gliedrigen  vollstandigen 

Systems: 

[A/]  -  o  ..[/;/]-  o 

dar.  Sind  also  die  Funktionen  ff+1,  .  .  f,,  &  bekannt,  so  erfordert 
die  Integration  des  gegebenen  Involutionssystems  (12)  nur  inehr  Eli- 
minationen  (Art.  367);  damit  ist  gezeigt: 

Kennt  man  von  dem  v-gliedrigen  vollstandigen  System: 

(13)  (fi]0-0>--(/*/)~0> 

die  r  unalhangigen  Losungen  /^.-fr,  /i+i../*/-,  so  erfordert  die  Inte- 

gration des  v-gliedrigen  Involutionssystems  wm  Typus  /3); 

(12)  /•(%  .  .  xmjh.  •  •  P*)  =  c<      (i*=l,2,..  v} 

je  eine  Operation: 

2m  _  2f  +  2<J,  2m  —  2r  +  2^  —  2,  .  .  4,  2,  U, 
wenn  nit  20  der  Rang  der  Matrix: 


lezeichnet  wird. 

Der  Typus  y)  gestattet  unter  Umstauden  iioch  weifcere  Integrations- 
vereinfachungen  ;  doch  wolleu  wir  die  Betrachtuug  dieses  Falls  auf 
den  iibernaclisten  §  verschieben. 

§  2,    NieMhomogene  Funktionengruppen.1) 

397.  Es  seien  ui}  u%,  ,  .  UK  (7c<2m)  irgend  welche  unabliaugige 
Funktionen  der  2m  Variabeln: 

(1)  %,  ^2?  .  .  oiw;  ft,  p2?  .  .  ^M. 

Bildet  man  alle  Klammerausdriieke  (w/w*)  und  bezeichnet  die- 
jenigen  unter  ihnen,  die  von  den  tibrigen  tmd  von  den  n  unabhangig 
sind,  mit  Ut+i,  .  .  %,  so  lafst  sich.  auf  das  Funktionensy  stein  %  .  .  % 
dasselbe  Verfakren  anwenden,  etc.,  und  man  gelangt  nach  einer  end- 
lichen  Anzahl  von  Operationen  sdliefelich.  zu  einem  Punktionensystem: 


von  folgenden  Eigenschaften: 

1)  Die  Funktionen  ^  .  .  ur  sind  hinaichtlioh  der  2m  Variabeln  (1) 
von  einander  unabhangig; 

1)  Lie  II,  Abteihmg  % 
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2)  es  bestehen  Beziehungen  folgender  Form: 
(3)  (w,^)  EEE  /;*(%,  «a,  .  .  O        (i,  /j  —  1,  2,  .  .  r), 

el.  h.  alle  Klammerausdriicke  (ii^k)  lassen  sich  als  Funktionen  der  n 
allein  darstellen. 

Sind  cliese  Bedingungen  erffillt,  so  nennen  wir  den  Inbegriff  aller 
Funktionen  der  Form: 


(wo  (p  eine  arbitrage  Funktion  der  beigefugten  Argumcute  bezeichnet), 
einc  ^-gUcdrige  Funktiwiengnippti*.  Wir  sagen  ferner,  die  r  Funktionen 
(2)  ,}(lefmirc)i"  oder  ,,lil(lenlt  eine  r-gliedrige  Funktioiiengruppe;  diese 
letztere  bezeiclinen  wir  auch  kurz  als  wdie  Funktioiiengruppe  K1  .  .  urct. 
Aus  dieser  Definition  und  aus  dern  Po/55owjschen  Theorem  (Art  272, 
Satz  1)  folgt  jetzt  immittelbar:  Sind  aufser  f\  ,  .  fv  irgend  welclie 
weiteren  Integrate  fv+i,  /i-f-s  .  •  des  v-gliedrigen  Jacobi'sclien  Systems: 

(/;/')  =  0        (i  ==  1,  .  .  v;  /)  Funktionen  der  Variaboln  (l^) 

gegeben?  so  definiren  die  ft  .  .  f\<}  fr+  1  .  •  entweder  an  sich  sclion  eiije 
FtinktionengruppOj  oder  die  wiederliolte  Anwcudung  des  Poisson'sdwii 
Satzes  liefert  eine  gcwiase  Anzahl  neuer  Intograle;  die  uiit  den  vorigen 
zusammen  eine  Funktioiiengruppe  bilden. 

In  alien  Fiillen  dlirfen  wir  daher  in  den  Bntwickelungen  der 
Art,  395  und  o9(>?  ohne  die  Allgenaeinheit  zu  bescliranken  ;  annehmen, 
dais  die  dort  mit  ft  .  .  fr  bezeichneten  Losungen  eirie  f-gliedrige  Funk- 
tioiiengruppe bilden. 

Una  /AI  zeigen;  welchc  weiteren  Vcrciiifachungen  sich  fiir  die  In- 
tegrationstheorien  des  vorigen  §  durch  die  Henmziehung  des  P^w?*'schen 
Theorems  crgeben?  wollen  wir  IE  den  flinf  nachsten  Artikeln  die  wich- 
tigsten  Eigenschaften  der  Funktionengruppen  znsammenstellen. 

398.  Wir  wollen  die  r-gliedrige  Funktioiiengruppe  (2)  mit  Gr  be- 
zeichneu.  Bcdcuteu  clann  9?,  ^  irgend  zwei  Fimktionen  von  6r,  so 
hat  man: 

2L  %3L  (u^        (i,  ft  -  1  .  .  r), 
uf  <^%v       J        ^'  J) 

also  1st  (<p$)  wiederum  eine  Funktion  von  Gr.  Man  scliliefst  daraus 
leieht:  Die  gegebene  r-gliedrige  Grruppe  G  kann  auch  durch  jedes  be- 
liebige,  in  ihr  enthaltene  System  von  r  unabhangigen  Funktionen 
*Pi>  %  >  •  •  9?  definirt  werden. 

Ferner  gilt  der  wichtige  Satz:  Damit  die  partiellen  Differential- 
ffleicJmngen: 
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(4)  K/')  -  0  .  .  M  -  0 

em  r-gliedriges  vollstdndiges  System  Ulden,  ist  hinreichend  und  notwendig, 
daft  die  Funktionen  (2)  eine  r-gliedrige  FmUionengruppc  defmiren. 

In  der  That,  schreibt  man  U,f  statt  (uj\  so  nimmt  die  Jacobi'sche 
Identitat  (Art.  270): 

(w,(w*/))  +  (WA</W/))  +  (/•(«*•«**))  =  o 

folgende  Gestalt  an: 


Damit  nun  die  Gleichung  ((%%)/")  =  0  eine  Folge  von  (4)  sei,  ist 
nach  Art.  39  offenbar  nofrwendig,  dais  der  Ausdruck  (W/WA)  eine  Funklion 
von  u±  .  .  ur  allein  sei.  Umgekehrt,  gilt  die  Beziehung  (3),  so  hat  man  : 


was  zu  zeigen  war. 

Sind  die  Funktionen: 

(5)  V19  V%9   . 

die  2m  —  r  unabhangigen  Losungen  des  vollstaiidigen  Systems  (4)7 
so  ist  nach  dem  Poisson'schen  Satze  auch  jeder  Ausdruck  (y,  ?V)  cine 
Losung  von  (4);  also  eine  Funktion  der  Grofsen  (5),  in.  a.  W.:  die 
Funktionen  (5)  bilden  eine  2m  —  r-gliedrige  Funktionengruppe  F, 
welche  die  Polargruppe  wn  G  genannt  wird.  Offenbar  ist  auch  uni- 
gekehrt  Gr  mit  der  Polargruppe  von  F  identisch. 

Eine  in  der  Grruppe  Gr  enthaltene  Funktion  w,  welche  auch  der 
Gruppe  F  angehort?  also  mit  alien  Funktionen  der  Grnppe  G  fund 
der  Gruppe  JT)  sich  in  Involution  befmdet;  heifst  eine  ausgezek'hnefe 
FunUion  der  Gruppe  G.  Eine  solche  Funktion  ist  oifenbar  auch  eine 
ausgezeichnete  Funktion  von  P. 

Urn  alle  ausgezeichneten  Funktionen  von  G  zu  finden;  hat  man 
alle  diejenigen  Losungen  f  des  vollstandigen  Systems  (4)  aufzusucheii; 
die  Funktionen  von  nt  .  .  ur  allein  sind.  Man  hat  nun  unter  der  An- 
nahme;  dafs  f  nur  von  den  u  abhangt: 


Ist  jetzt  2<?  der  Bang  der  alternirenden  Matrix: 
(6)  ||(^)||        (f,iv  =  l,2,..r), 

so  stellen  die  Gleichungen: 
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(7) 


ein  2tf-gliedriges  System  linearer  partieller  Differentialgleichtingen  mit 
den  Independenten  n^  .  .  ur  dar,  dessen  Koeffizienten  wegen  (3)  nur 
von  den  a  abhangen.  Dieses  System  ist  vollstandig.  Demi  bezeichuet 
Uif  die  linke  Seite  von  (7)?  so  folgt  mit  Hitlfe  der  Jacobi'sohen 
Identitat  unter  der  Annalime  eines  nur  von  den  u  abhangigen  f  und 
mit  Riicksicht  auf  (3): 


Demnach  konnen  wir  folgenden  Satz  aussprechen  : 

JBesitfit  die  Matrix  (G)  den  Rany  2<5,  so  entliMt  die,  r-gliedriye 
Funldionengmppe  G  (oder,  was  dasselbe  lesayt,  thro  Polargruppe): 

9ss*r  —  20 

wul  nicht  mehr  'Widbhiinyiye  attsffezeicknek  funldionen: 

(8)  wi9  «c?a,  .  .  wQ9 

mid  die  allgevieinsfc  aiitige^eichnete  Fimktion  ist  cine  a-rlitrare  lunldion 
der  Idztereii. 

Die  Zahl  (3  i»t  fur  r  >  m  nicht  kleincr  ak  r~  —  m  (Art.  241);  dar- 
nach  ist  die  Anzalil  ^  der  ausgezeichneien  Punktionen  irn.  Falle  r  >  m 
hoclistens  gleicli  2w  —  r^  im  Falle  -r<M-  dagegon  kann  sio  gleich  r 
sein;  und  die  Funktionen  (2)  bilden  dann  ein  Involutionssystenu 

Die  Funktionen  (8)  bilden  ein  Q  gliodriges  lavolutionssystem, 
also  stellen  die  Gleichungen  : 

(9)  faf)  =  (),..  (W/)  =  0 

ein  0-gliedriges  vollstandiges  System  mit  den  Independenten  (1)  dar. 
Sind  die  Funktionen  (8)  unbekannt;  so  lafst  sicb  gleich  wohl  ohne  In- 
tegration ein  voilstaudigeH  System  aufstellen,  das  mit  (0J  aquivaleut 
ist.  Unter  den  obeu  gemachten  Amiahmen  besitzen  namlieh  die  r 
lineareu  Gleichungeii: 

%(?^WA-)  +  %(%%)  "i  ----  h  yr(wrUk)  =  0        (k  =  1,  •  •  r) 
genau  p  linear  imabhaugige  Losungensysteme: 

%«,%«..   1&r«  (A-1,.-P), 

und  das  Gleichungensystem  : 

(10)  %<*>(V)  +  .  .  +  ,r«(ti,/)  -  0        (A  -  1,  .  .  P) 

ist;  wie  wir  belmupten,  mit  (9)  aquivalent 
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In  der  That,  das  System  (10)  ist  zunachst  ebenfalls  p-gliedrig;  da 
andernfalls,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Gieichungen  (9)  nicht  linear 
unabhangig  waren.  Ferner  sind  samtliche  Funktionen: 

(11)  %;    U2J    .  .   Un   %,   02,    .  .   #2m-r 

Integrale  sowohl  des  Systems  (9),  als  auch  des  Systems  (10).  Unter 
den  Funktionen  (11)  sind  also  hochstens  2m  —  p  unabhangige  vor- 
handen.  Dafs  aber  die  Funktionen  (11)  sicli  nicht  auf  weniger  als 
2m  —  Q  unabhangige  reduziren  konnen,  folgt  daraus,  dafs  andernfalls 
die  Funktionen  (11)  zusammen  eine  weniger  als  2m  —  p-gliedrige 
Funktionengruppe  definiren  wiirden,  die  Polargruppe  derselben  also 
mehr  als  Q  Funktionen  enthielte;  die  letzteren  waren  aber  ausge- 
zeichnete  Funktionen  yon  6r7  und  dies  widerspricht  der  oben  be- 
wiesenen  Tliatsache,  dafs  die  Anzahl  der  unabhangigen  ausgezeichneten 
Funktionen  von  G  nicht  grofser  als  Q  sein  kann. 

Deinnach  haben  die  beiden  p-gliedrigen  Systeme  (9)  und  (10)  die- 
selben  2n  —  Q  unabhangigen  Losungen  und  sind  also  aquivalent. 

Der  hiermit  gleichzeitig  nachgewiesene  Satz7  dafs  das  System  (10) 
vollstaudig  ist,  erweist  sich  ubrigens  auch  als  ein  einfaches  Korollar 
der  in  Kap.  IX,  §  4  entwickelten  allgemeinen  Theorie. 

399.  Vermoge  einer  beliebigen  Beriihrungstransformation  der  Form: 

(12  )     /  =  g  4-  ^  (x±  .  .  xmp±  .  .  pm)  ;  x!  =  Xt  (x,  p)  ;  p,'  =  P,  (a?,  2>), 

(vgl.   Art,  201)    verwandele    sich   %  in   u{  (x±   .  .  x'mp^  .  .  jp»4);    nach 
Art.  276  hat  man  dann  vermoge  (12)  identisch: 


und  die  Relationen  (3)  lief  em  sonach: 

(w»W)*Y  "—  fnfyi'M*  •  •  ur]        (i,  h  =  1  .  .  r\ 

d.  h.  die  w/  bilden,  als  Funktionen  der  xf,  pr  betrachtet;  wiederum  eine 
r-gliedrige  Funktionengruppe.     Offenbar  besitzt  auch  die  Matrix: 

(13)  ||K^%y[|        (i,*-l,2,..r) 

wiederum  der  Bang  2<?.    Wir  wollen  nun  in  diesem  und  dem  folgen- 
den  Artikel  den  Satz  beweisen; 

Damit  gwei  r-gliedrige  FunMonengruppen: 

(ff)  u;  fa  ^  .  .  xm  plPt  .  .  jfo)        (i  =  1;  2;  .  .  r) 

uf  (x^Xz  .  .  x'm  pipz  .  .  p£)        (i  =  1;  2;  .  .  r) 


vermoge   einer  Beruhrungstransformation  (12)  in    einander  ubergefilJirt 
werden  Jconnen,  ist  nicht  nur  (wie   soeben  gezeigt  wurde)  notwendig, 
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sondern  aucli  Mnreicliend,  dafs  die  Amalil  der  undbhangigen  aiisge- 
zeiclineten  Funktionen  filr  leide  Gmppen  dicselle  sei,  d.  Ji.  also,  dafs  die 
Matrices  (6)  und  (13)  beide  denselben  Bang  20  besiteen. 

Der  Satz  1st  fur  0  =  0  schon  bewiesen  worden,  da  dann  r  <^.m 
und  die  beiden  Gruppen  G,  Gr  je  ein  r-gliedriges  Involutionssystem 
bilden  (Art.  357). 

Wir  besehranken  uns  daher  auf  die  Annahine  (7^1.  Dann 
existirt  in  G  jedenfalls  eine  Punktion  a^  derart;  dafs  nicht  alle  Klammern: 


identisch  verschwinden  ;  und  es   giebt  dann  in  G  auch   eine  Funktion 
Fj  die  der  Bedingung: 

(HlF)  -  ,  1 

geniigt.     In  der  That  sclireibt  sich  diese  Bedingung  so: 


und  dies  ist  nacli  dem  eben  Gesagten  eine  nichthoinogene,  lineare 
partielle  Differeutialgleichnng,  die  jedenfalls  gewisse  Losungen  F  /AI- 
lafst.  Wahlen  wir  eine  derselben,  und  sclireiben  wir  11*  statt  F,  so 
hat  man 

(«x  f«g)  "-"  :•  1 

und  die  linearen  partiellen  DiflPerentialgleichungen: 

r  r 

J~~ 
/1E 


(14)     0  =  («/)  =  -         («»«*)        i  0  -  (« 


bilden  naeli  dem  vorigen  Art.  ein  zweigliedriges  vollstandiges  System 
mit  r  —  -2  jn  (j.  enthaltenen  Integralen  ws,  u4,  ..  uf*     Offenbar  sind 
die  Funktionen: 
(15)  ut,  ii^  w3;  «4,  ..  «*r 

unabliangig.    Denn  es  ist  w3  keine  Funktion  der  f^  allein?  da  %  dem 
System  (14)  nicht  geniigt;  ebensowenig  hat  man: 

%  =^(Wjj,f78  .  ,«r), 
da  hieraus  folgen  wiirde: 


und  analoges  gilt  auch  fur  %.  Darnacli  ist  die  Gxuppe  Gr  auch  durch. 
die  Funktionen  (15)  definirt  Die  Funktionen  &  bilden  nach  dem 
Poisson*svh&n  Theorem  ais  Integrate  des  vollstandigen  Systems  (14) 
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far  sich  eine  r  —  2-gliedrige  Gruppe  G,  deren  ausgezeichnete  Funk- 
tionen  offenbar  mit  denen  der  Gruppe  Gr  identisch  sind.  Auf  G  konnen 
wir  jetzt  dieselbe  Schlufsweise  anwenden,  wie  soeben  auf  G  u.  s.  w., 
und  erhalten  durch  Anderung  der  Bezeichnungsweise  folgendes  Tlieorein: 
Jede  r-gliedrige  Gruppe  G  mit  g  =  r  —  2<?  ausgezeiclnieten 
Funktionen  kann  die  Form  erhalten: 

wobei  die  folgenden  Identitaten  bestehen: 
(17)  0  =  (i  P,)  =  (XiXi)  =  (P,P?0;  1  =  (P*^) 

(i,  Z  =  1  .  .  p  +  tf  ;  A,  ft;i;  =  1  .  .  <?;  i  ^  //). 

Jede  Darstellung  (16)  unserer  Gruppe  G  lieifst  eine  Itanonisclw 
Form  derselben;  die  Q  ausgezeichneten  Funktionen  derselben  sind 

•Xff  +  l  •   •   X<7-}_£. 

400.  1st  Q  >  0,  d.  h.  enthalt  (r  iiberhaupt  ausgezeichnete  Funk- 
tionen, so  entsteht  durch  Weglassung  von  Xa+i  aus  (16)  eine  r  —  1- 
gliediige  Gruppe  GQ9  deren  Polargruppe  JT0  unter  anclerm  aucli  die 
Funktion  Xo--f-i  enthalt.  Da  diese  Funktion  in  G0  nicht  vorkommt7 
so  ist  sie  in  F0  nicht  ausgezeichnet;  mithin  giebt  es  nach  dcin  vorigen 
Artikel  in  F0  eine  Funktion  P^i  derart;  dafs  identisch: 


Fiigt  man  Pa+i  zu  (16)  hinzu,  so  entsteht  eine  r  -f  1-gliedrige 
Gruppe  mit  den  ausgezeichneten  Funktionen  X0+%  .  ,  X0+^  wendet 
man  auf  diese  letztere  dieselbe  Schlufsweise  an;  wie  soeben  auf  G,  etc., 
so  erkennt  man  die  Eichtigkeit  des  Satzes: 

??Zu  jeder  f-gliedrigen  Gruppe  G  mit  Q  ausgezeichneten  Funktionen, 
die  auf  die  kanonische  Form  (16)  gebracht  ist,  lassen  sich  Q  Funk- 
tionen Pff+i  .  .  PC+Q  hinzuftigen,  derart,  dafs  die  Funktioneu: 

(18)  Pt,  Z1;;  P2,  X2;  .  . 


die   kanonische   Form    einer    2r  —  2<y-gliedrigen    Gruppe    ohne   aus- 
gezeichnete Funktionen  definiren." 

Ist  jetzt  Ztf+?+i  eine  beliebige  Funktion  der  zu  (18)  gehorigen 
Polargruppe,  so  bilden  die  Funktionen: 

•        -^       •  '    ^ 


die   kanonische   Form    einer    Funktionengruppe    mit    der   dnen    aus- 
gezeichneten Funktion  3^+ff+i;   auf  diese  Gruppe   konnen   wir  jetzt 


[400]  §  2.    Nichthomogene  Funktionengruppen.  559 

wieder  den  soeben  ausgesprochenen  Satz  anwenden,  etc.,  mid  gelangen 
sctiliefslich  zu  dein  Resultat: 

Za  jeder  r-gliedrigen  Funlctionengruppe  mit  der  lianonisclien  Form: 

(16)        X;,  Pl5  .  .  X0,  Ptf;  X,+1,  .  .  Xa+q        (p  =  r  -  2  a), 
7«&?m  5/r//  2m  —  r  welfare  Funldionen: 

(19)  X«7-}.g  +  i;   .  .   X,w;   Pa  -f-l    •  •   POT 

der  art  Jiinmfiigen,  dafs  die  2m  FunMionen  (16)  (19)  unabliangig  sind, 
und  den  Rdationen 

(20)  (P,  X)  ~-  ,  dlk]  (P;P,)  =  (XIx)  -    0    ft  J  -  1  .  .  w) 

identisch  geniigen.  Damit  erlililt  man  gleichxeitig  eine  kanonische  Form 
der  Polargruppe  von  G: 

J.  0  +  it^.lj  JL0J^()j^i)    ..    l<ni)<£-m\    -A.(7-|-l;    *'    -"-o-j-(>* 

Nuninehr    kann    man    mittels    einer    Quadraiur   (Art.   291)    eine 
Funktion  ii  (JL\  .  .  |)m)  so  bestimnieii,  dais  die  Relationen  : 

(21)  £  =  r  +  ^;  6/  =  X/;  TT,  =  P,        (/  =  1,  .  .  M) 

eine  Beriihrungstransforiaation  der  2  wi  +  1  Variabelu  0;  ,r/;  jp,  dar- 
stellen.  Durch  diese  Transformation  erhalt  Cr  die  Form: 

fW\  fc  Tf      •  ^  Tf      *       t  t 

\.W*J/  bl?    *^1  7     *  "    5o;    •'*'«'  7    bo-f-l     *  *    5o-f-iO" 

1st  jefat  (?'  eine  zweite  f-gliedrige  Funktionengruppe: 

u$  (x^  .  .  rr;;i?  ;)/  .  .  pt;t)         (i  =  1;  .  .  r) 

in  den  Variabeln  &/  p/  und  mit  9  =  ^  —  2#  ausgezeichneten  Funk- 
tionen;  so  gibt  es  nach  dem  eben  Gesagten  eine  Beriihrungstrans- 
formation  : 


vermoge  deren  aucli  6r'   die  Form  (22)  anmramt.    Lost  man  also  die 
Gleichnngen  : 

0  +  a  —  /  +  &';  X,  =  X/;  P/  —  P/        (i  —  1  .  .  m) 

nacli  einer  der  beiden  Variabelngruppen  tf'xfpf,  &£ipi  auf;  so  entsteht 
eine  Berflhrungstransforination  (Art,  201),  welclie  die  Funktionengruppe 
G  direkt  in  6f'  iiberftihrt;  womit  der  Satz  des  Art.  399  bewiesen  ist 
Wir  wollen  das  ertalfcene  Resnltat  noch.  in  folgender  Form  aussprecheu: 
Gegeniiber  leliebigen  BeruJirungstransformationen  der  Form  (12) 
besitet  eine  FunMionengrwppe  keinti  andere  invarimte  Eigenschaft,  als 
ihre  G-liedermhl  und  die  Anmhl  Hirer  unabhangigen  ansgemchneten 
Funktionen, 
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401.   Aus   der   kanonischen   Form   (16)   ist   ersichtlich  ,    clafs    die 
Gruppe  Gr  ein  r  —  tf-gliedriges  Involutionssystein 

Z1;  X,,  ..  XQ+a        (?  +  tf  =  r  —  <?) 
enthalt.     Soil  umgekehrt  in  &  ein  v-gliedriges  Involntionssystera: 

®1,    ®Z,    "    ®» 

enthalten  sein,  und  denkt  man  sich  wie  im  vorigen  Artifcel  die  Funk- 
tionen  (19)  bestimrat,  so  wird  durch: 


ejn  m  _  ^  —  #  ^  v-gliedriges  Involutionssystem  dargestellt;  also 
hat  man: 

m  —  Q  —  (J  +  ^  ^  M;    d.  h.    v  ^  r  —  6. 

Danait  also  eine  r-gliedrige  Funktionengruppe  ^  .  .  w/.  ein  i/-gliedriges 
Involutionssystein  enthalte?  ist  notwendig  und  liinreichend,  dafs  der 
Rang  2<7  der  Matrix  ||  (wtw*)  ||  die  Zahl  2r  —  2v  nicht  iibersteige. 

Um  das  allgemeinste  in  0-  enttaltene  Q  +  ^-gHedrige  Involutions- 
system: 
(24)  <Z>1;  ®a,  ..  ^+<T       (?  =  r-2<r) 

zu  bestimmen;  bemerken  wir;  dafs  jede  ausgezeichnete  Funktion  wt 
der  Gruppe  Gr  in  der  Q  -f-  (?-gliedrigen  Funktionengruppe  (24)  ent- 
halten sein  mufs;  andernfalls  namlich  enthielte  Gr  im  Widerspruch  mit 
deni  vorhin  Gesagten  ein  Q  -j-  <?  -f"  1-gliedriges  Involutionssystem.  Wir 
konnen  daher  die  Funktionengruppe  (24)  auf  die  Form: 


gebracht  denken.  Fur  d^  w'ahlen  wir  eine  beliebige  nicht  ausge- 
zeichnete Funktion  von  <?.  Unter  der  Annahme,  dafs  f  eine  Funktion 
von  w1..wr  sei;  schreibt  sich  die  Gleichung  (c^  /)  =  0  folgender- 
mafsen: 


Diese  Gleichung  besitzt  die  schon  bekannten  Integrale  <&1?  ^  ..  ?c?(J? 
und  die  Bestimmung  eines  neuen  Integrals  <&2  fordert  eine  Operation  : 

r  —  9  —  2  =  2tf  —  2, 
Ist  (&2  als  Funktion  von  %  .  .  wr  geftmden,  so  bilden  die  Gleichungen  : 


ein  zweigliedriges  vollstandiges  System  mit  den  Independenten  u\  und 
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den  bekannten  Integraleii  017  <&>7  w1?  .  .  w^   ein  neues  Integral  wird 
also  durch  eine  Operation  2  a  —  4  ermitfcelt  etc. 

Die  Herstellung  des  allgemeinsten  in  Gr  enthaltenen  p  -j-  0-gliedrigen 
Involutionssystems  verlangt  also;  weim  wir  die  zur  Bestimiming  der 
w  notigen  Operationen  hinzurechnen,  je  eine  Operation 

p,  p-l,  ..  2,  1;  20-2,  20-4,  ..4,  2. 

402.  Soil  Gr  ein  w-gliedriges  Involutionssystem  enthalten,  so  mufs 
$<^r  —  m  sein;  da  aber  andererseits  <?^>^  —  w,  so  gilt  der  wich- 
tige  Satz: 

Uing  FunliUonengruppe,  deren  G-liedersaU  r  ]>  m  ist,  entlicilt  dann 
und  nur  dann  ein  m-yliedriges  Inwlutionssystem,  wenn  die  Matrix  (6) 
den  Eang  2<?  =  2r  —  2m  lesitst. 

Hieraus  und  aus  den  allgeineinen  Satzen  von  Kap.  IX;  §  4  (vgl. 
aucli  den  vorigen  §)  folgt  jetzt  ohne  weiteres: 

EniliiiU  die  r-gliedrige  F-unldlonengmppe  u^ . .  ur  ein  m-gliedriges 
Involutionssystem,  dann  und  nur  dann  "bestelit  eine  Identitiit  der  Form 

(25)  (I Si  +  l\dui  H h  Urdu?  •-£:  i\d'ji\  +  •  •  pmdxtll, 


die  Si,Ui  yeicisse  Funktionen  der  2m  Variabeln  x,  p  bedeitten. 

Um  aber  in  derselben  Ideenfolge  zn  bleiben,  wollen  wir  diesen 
Satz  aucli  noch  ohne  Zuhilfenalime  der  allgemeinen  Theorie  des 
PfalTschen  Problems  erweisen. 

Entlialt  die  Funktionengruppe  G  ein  w-gliedriges  Involutions- 
system: 

so  bestelit  nach  Art.  291  eine  Identitat 

Da  aber  die  X  sich  als  Funktionen  der  u/  darstellen  lassen,  so 
bestelit  auch  eine  Identitat  (25). 

Wir  nelimen  jetzt  xtmgekehrt  an;  dafs  die  %  eine  Identitat  der 
Form  (25)  befriedigen.  1st  dann 

(27)         X  ,  X7 . .  X«*  P    PO,  .  .  Prf        («  +  ft  =  r-  ]8  <  a) 

eine  nach  Art.  399  za  ermittelnde  kanonische  Form  von  Gr,  so  lassen 
sich  2w  —  r  Funktionen 

/OQ\  "Y*  T"        P  P 

(£0)  -A.a-f-1  *  •  -a-mi   «£/tf-f-l  •  •  +M 

so   bestimmen;   dafs   die  X,    P  die   rechten  Seiten  einer  BerQhrungs- 
transformation    darstellen  ?    d,  h.    dafs    eine   Identitiit  (26)   stattfindei 

y,  Weber,  X>a&  Pfaffscbe  Problem,  80 
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Drtickt   man   andererseits   die   M,   durch  die  Funktionen   (27)  aus,   so 
nimmt  die  Identitat  (25)  folgende  Form  an: 


-f 

i  i 


Subtrahirt  man  hiervon  die  Identitat  (26),  so  folgt: 


Denkt  man  sich  jetzt  fl  —  F,  A,  5*  als  Funktionen  der  2m  Va- 
riabeln  (27)  (28)  ausgednickt,  und  ist  a  <  m  (also  aucli  /3  <  w/);  so 
schliefsen  wir  aus  obiger  Identitat: 


was  nicht  moglich  ist.  Also  hat  man  a  =  m,  d.  h.  6^  enthalt  ein 
m-gliedriges  Involutionssystem",  was  zn  zeigen  war. 

403.  Die  in  den  Artikeln  398—402  entwickelte  Theorie  der  Funk- 
tionengruppen  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Integrationsmethoden  des 
vorigen  §  nicht  nur  auf  einem  nenen;  von  der  allgeineinen  Theorie 
des  Pfaff'schen  Problems  unabhangigen  Wege  zn  begrunden;  sondern 
gleichzeitig  in  einigen  wesentlichen  Punkten  zu  vervollstandigen. 

Werden  wie  im  vorigen  §  die  Integrate 

(29)  fl3/2?  .  .  A;/;+1,  A+a,  .  .  fr        (r  <2m-v) 

des  v-gliedrigen  Jacobi'schen  Systems 

(30)  (/!/•)  =  o,  .  .  (/;/)  =  o 

als  bekannt  vorausgesetzt,  so  konnen  wir  nach  Art  397  von  vorne- 
herein  annehmen;  dafs  die  Funktionen  (29)  eine  r-gliedrige  Funktionen- 
gruppe  Gr  definiren.  Diese  Gruppe  G  enthalt  die  ausgezeichneten 
Funktionen  f[  .  .  fv  und  aufserdem  noch 

T  =  f  —  2<J  —  V 

andere,  wenn  20  den  Rang  der  Matrix 
(31) 


bezeichnet.  Es  seien  wlyw%,..  w^  diese  (unbekannten)  ausgezeichneten 
Funktionen.  Ist  r  J>  m,  und  (3  =  r  —  m,  so  enthalt  Gr  ein  m-gliedriges 
Involutionssystem,  und  es  folgt  aus  Art.  402  (oder  auch  aus  395)  das 
Bestehen  einer  Identitat 

(32)        A&  +  F.df,  +  -  -  +  Frdfr  =Ac?^  +  .  .  +  pmdxnt. 
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Mithin  lafst  sich  die  Integration  des  gegebenen  Involutionssysfceras 

(33)  fl-(x1  .  .  X^P!  .  .  pm)  =  €,         (i  =  1  .  .  v) 

iiacli  Art.  396  durcli  eine  Quadratur  erledigen. 

Es  sei  jetzt  6  >  r  —  m.     Bestirnmen  wir  dann  nach  Art.  398  das 
v  -\-  T-gliedrige  vollst'andige  System,  welches  init 

(34)         (/;/•)  =  o,  .  .  (/;/)  =  o,  K/)  =  o,  .  .  («>,/•)  =  ° 

aquivalent  ist;  so  werden  wir  auf  das  System  (17)  (pag.  550)  des  vorigen 
§  zuruckgefiihrt.  Wir  wollen  dieses  System  zur  Abkurzung  mit  J 
bezeichnen. 

Nun  erinitteln  wir  wie  in  Art.  395  durch  eine  Operation 

(35)  2m  —  7,  —  r  —  r  =  2m  —  2r  +  2<s 

em  beliebiges,  von  f\*.fr  unabhangiges  Integral  fr+i  des  Systems  /; 
ein  solches  Integral  existirt  naturlieh.  dann  und  nur  dann;  wenn 
2m  —  v  —  r  >  r,  d.  h.  wenn  <?  >  r  —  M,  was  yorausgesetzt  wurde. 
Da  nun  /*v+t  .  .  /',+i  detn  System  (34)  (d.  L  dem  System  J)  genflgen, 
so  sind  aucli  alle  Funktionen 


naeh  dem  PoissotfscheTi  Theorem  Integrale  von  J7  und  es  ist  rnoglieJh; 
dais  man  solcherweise  neue  Integrate  erhalt;  ferner,  dais  diese  neuen 
Integrate  uuter  sich  und  mit  den  alten  kombinirt;  wiederura  neue 
Ldsungen  ergebeu  etc.  Solcherweise  erhalt  man  in  alien  Fallen  ein 
System  von  Funktionen: 

OWJ  fl  -  -  /v;   /v+X,    -  -    /r,   £  +  1,    •  -   fr,  fa  >  f), 

(lie  eine  ^-gliedrige  Gruppe  Gt  bilden.  Die  Funktionen  fl  .  .  f\,7 
wt  .  .  U't  sind  offenbar  auch  innerhalb  Gr1  ausgezeichnet.  Aufserdem 
aber  kann  (  noch  andere  ausezeichnete  Funktionen 


enthalten.    Die  Zahl  ^  wird  durch  Ermittelung  der  liangzahl  20X  der 
fj  —  v-reihigen  alternirenden  Matrix 


in  der  Form 

(37)  TJ  =rx  —  2^  —  i/ 

erhalten,  Wir  bilden  jetzt  das  v  +  %-gliedrige  vollstandige  System  Jlf 
das  zu  6?!  in  derselben  Beziehnng  wteht7  wic  J  zu  G,  also  mit  den 
Grleichungen 

30* 
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Equivalent  ist.  Dieses  System  umfafst  J  und  besitzt  die  i\  bekannten 
Integrale  (36).  Ist  nun 

2m  —  y  —  ^  >  rl}  d.  h.  ^  >  rx  —  w    (vgl.  die  Relation  (.37))  ; 
so  besitzt  Jx  wenigstens  ein  von  den  Funktioneu  (36)  unabhangiges 
Integral  ffl+i.    Dieses  wird  durch  eine  Operation 

2m  —  v  —  ^  —  rx  =  2w  —  2rx  -f  2^ 

gefunden.  Nnn  ist  aber  v  +  TX  +  rt  eine  gerade  Zahl,  und  >  als  die 
ebenfalls  gerade  Zahl  v  +  t  +  r  ,  also  Mgt  mit  Rucksicht  auf  (35): 
Die  Ordnung  der  Integrationsoperation,  durch  die  ffl+i  gefunden  wird, 
ist  um  eine  gerade  Zahl,  mindestens  aber  urn  zwei  kleiner  als  die  Zahl 
2w  —  2r  +  2<?. 

Die   Funktion   /r.-fi    giebt    nun;    ahnlich    wie   vorhin,    zu   einer 
Funktioneugruppe 

/;;../,1+1../;2        (r^rO 

Anlafs,  die  mit  (r2  bezeiehnet  werde;  auf  diese  konnen  wir  dieselbe 
Schlufsweise  anwenden?  wie  vorhin  auf  Gl  etc.  und  erhalten  solcher- 
weise  eine  gewisse  Serie  von  Funktionengruppen 

G,  &„  &s,  •• 

bezw.  mit  den  Grliederzahlen 


Zu  diesen  Gruppen;  von  denen  jede  alle  vorangehenden  enthalt; 
gehoren  gewisse  vollstandige  Systeme 


welche  bezw.  aus  v  -j-  t^  v  -f-  ^i;  •  •  Gleichungen  bestehen,    und  von 
denen  jedes  alle  vorhergehenden  enthalt;  ferner  hat  man 


Das  vollstandige  System  J/4  besitzt  aufser  den  rh  Funktionen  der 
Gruppe  Gh  noch  weitere  Integrale;  deren  Anzahl  gleich 

(38)  2m  ~  v  —  xn  —  rh  ^2m~~  2r&  +  2tfA 

ist?  worin  2^7i  den  Rang  der  alterniienden  Matrix 


bedeutet    Aus  den  Ungleichungen ,  denen  die  r  und  x  geniigen,  folgt, 
dafs  die  Anzahl  (38),  wenn  h  urn  eine  Einheit  wachst;  mindestens  urn 
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zwei?  immer  aber  um  erne  gerade  Zahl  abnimmt.  Also  mufs  es  einen 
Index  h  von  der  Besehaffenheit  geben,  dafs  die  Zahl  (38)  gleicli  null 
wird.  Wegen 

2m  —  v  —  th  —  FH  =  0 

folgt  dann  aus  der  Beziehung  (38) 


d.  h.  die  Gruppe  Grh  enthalt  ein  w-gliedriges  Involutionssystem  (Art.  402); 

und  die  Integration  des  urspriinglich  gegebenen  Involutionssystems  (33) 

erledigt  sich  durch  eine  Quadratur. 

Daraus  ergiebt  sich  nachstehendes  Theorem: 

Kennt  man  von  dem  v-gliedrigen  vollstmdigen  System 

(30)  (/;/•)  =  o,  ..(/;,f)  =  0 

die  Integrate 

(&)  fi*    •  -    fv,   fv+1    -  •    fr, 

die  tine  r-yliedrige  Funktioncngmppe  m?t  r  —  2  <?  aiisgezeichneten  Funk- 
tlonen  Widen,  so  erfordert  die  Integration  des  Involutionssystems 

(33)  /;  (JCL  .  .  Znpi  .  .  pm)  =  ct        (i  =  1,  2;  .  .  ?/) 

eine  Operation  der  Ordnimg 

2m  —  2r  +  20, 

aujserdcM  iw  unyioistiysien  FaJle  nocJi  jc  eine  Operation 
(3J))         2  m  -  2r  +  20  —  2,  2»*  —  2r  +  2<y  —  4,  .  .  4,  2, 

5ow?/c  ew6'  Quadratic;  doch  konnen  die  Operations  (39)  a^cA  ^aw^ 
^r/t?r  teilweisG  wef/fallen. 

404.  i<V  hat  noch  »wei  andere  Methoden  angegeben,  um  die 
Kenntnis  einer  Funktionengnippe  G9  die  aus  Losungen  des  Systems 
(80)  bestelit,  fur  die  Integration  des  vorgelegten  Involutionssystems 
(33)  xu  verwerteu. 

Die  ersto  derselben  komint  darauf  hinaus,  ztmachst  eines  der  in 
G  enthaltencn  r  —  0-gliedrigen  Inyolutionssysteme  zu  bestimmen.  Hat 
man  nSimlich  eines  dieser  Systeme  in  der  Form 

(40)    /;,  .  .  /;,  wl9  MS,  .  .  «v,  9?J;  9?2?  ..<pff       (r  —  r  —  20  —  v) 

ermittelt,  so  erfordert  die  integration  von  (33)  nach  der  verallgemeinerten 
zweiten  Jacobi'schen  Methode  noch  je  eine  Operation 

%m  —  2r  +  20;  2m  —  2r  +  20  —  2,  .  .  4,  2,  0. 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  (40)  geschieht  nach  der  Vorschrift 
des  Art.  401. 
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Die  andere  Methode  verlangt  nur  die  vorlierige  Ermittelung  aller 
in  G  enthaltenen  ausgezeichneten  Funktionen 

(41)  fift-fv,  w±,w*9  ••*>*, 

was  durch  die  Methode  des  Art.  398  erreicht  wird.  Daun  kann  man 
G  auf  die  Form 

fi,  ••  f*>  wi,  •  '  w*>  <»i>  ^  •  •   <**<> 
bringen.    Das  r-gliedrige  vollstandige  System: 

(42)  (ftf)  =  («?*/')  -  (a),/)  =  0   (i  -  1  .  .  v;  Jfe  =  1  .  .  r;  Z  =  1  .  .  20) 

besitzt  jetzt  die  r  —  2(3  bekannten  Integrale  (41),  und  die  Bestimminig 
einer  weiteren  Losimg  cpl  erfordert  sonach  erne  Operation  2m  —  2>-+2ff, 
Die  Funktion  ^  bildet  nun  mit  G  zusammen  eine  r  -f-  1-gliedrige 
Gruppe  6?^;  denn  ware  (pl  in  (r  entlialten,  so  ware  es  darin  aus- 
gezeichnet;  mitkin  durch  die  Funktionen  (41)  allein  darstellbar;  was 
nicht  der  Fall  ist. 

Die  Grruppe  6r(1)  besitzt  r  —  2tf+l  ausgezeiclmete  Funktionen, 
naimlicb.  ^  und  die  Funktionen  (41).  Bestimmen  wir  nun  mittels 
einer  Operation 

2r      20  —  2 


ein  nicht  in  Gf^  enthaltenes  Integral  <p%  des  vollstandigen  Systems; 
das  aus  (42)  durch  Beiftigung  der  Grleichung  faf)  ==  0  entateht,  so 
definirt  <p2  mit  (r(1)  zusammen  eine  r  +  2-gliedrige  Gruppe  G^  mit 
y  —  2<?  +  2  ausgezeichneten  Funktionen7  u.  s.  w.  So  gelangen  wir 
schliefslich  zu  einer  aus  Losungen  von  (30)  bestehenden  m  -f-  <?- 
gliedrigen  Gruppe  ^w~r+^  mit  m  —  or  ausgezeichneten  Funktionen; 
diese  enthalt  dann  nach  Art.  402  ein  m-gliedriges  Involutionssystero, 
und  die  Integration  des  vorgelegten  Involutionssysteins  (33)  verlangt 
nur  noch  eine  Quadratur. 

Beide  Methoden  sind  weniger  vorteilhaft  als  die  des  Art.  40;}  ,  da 
die  Bestimmung  der  ausgezeichneten  Funktionen  ;  bezw.  ernes  in  (r 
enthaltenen  r  —  tf-gliedrigen  Involutionssystems  gewisse  Integrationen 
erfordert,  die  nach  dem  Verfahren  des  Art.  403  nicht  notig  sind. 

§  3.     Homogene  Funktionengruppen. 

105.  Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  betrachten?  dafs  das  zur  Inte- 
gration vorgelegte  v-gliedrige  Involutionssystem 

(1)  fi(x&  -  -  0/njPift  ^  •  P**)  "=  ^  (i  =  1,  2,  .  .  V) 
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clem  Typus  y)  angehort  (Art.  353) ;  d.  h.  dafs  die  f,  Jiomogen1)  nullter 
Ordnung  sind.    Es  seien  wie  fruiter 

(2)  fl,   /2>    •  •   fry   fv  +  1    •  -   fr 

bekannte  Losungen  des  vollstandigen  Systems 

(3)  (/;/)  =  o..  (/;/)  =  o, 

und  es  werde  mit  (<p)  (statt,  wie  fruher,  mit  ^)0)  der  Ausdruck 


bezeiclinet.    1st  dann  2  0  der  Rang  der  Matrix 
ferner  20'  der  Rang  der  Matrix 

0(  -f         -f        \  ( •£         f\ 

\^l  r_|»  if  VJ^%J    .     .     \^/  V"}-tl  J'J} 

.,)  0  .    .     (f'+ifrl 


o 


o 

und  schreiben  wir  s  statt  0  -(-  mJ  so  gestattet  der  Pfaff'sche  Ausdruck 

d 

^     j?'i^i  H  ----  f-  jP/^v/i 
nach  Kap.  IX?  §  4  erne  Darstellung  der  Form 

J  -  -    (1&  +  F.df,  +  ••  +  Frdfr  +  ••  +  Fsdfs, 

oder  eine  Darstellung  der  Forai 

(6)  J      I\dt\  +  -  -  +  JP'rrf/;  +  •  •  +  F.df., 

je  nachdem  die  Zahl  <?'  gleich  6  -}-  1  oder  gleich  <y  ist.  Im  ersten 
Fall  sind  die  Funktionen  <£,  /j?  -  .  /i;  ini  zweiten  die  Funktionen  /^  .  .  /*, 
yon  einander  unabhangig. 

Iin  Falle  &f  =  o1  +  1  erfolgt  die  successiye  Bestimraung  der 
Funktionen  fr+i  .  ./i,  ii  clurcli  genau  dieselben  Integrationsoperationen 
wie  in  Art.  396;  ini  Falle  </  =  <y  dagegen  bietet  sich  folgende  Ver- 
einfachung  dar: 

Die  Funktionen  f\  .  .  /i  geniigen  nach  Kap.  IX,  §  4  dann  und  nur 
dann  einer  Identitat  (6);  wenn  die  fr^.i..f\  so  bestimmt  sind;  dafs 
der  Hang  der  Matrix 


1)   In  diesem  §  handelt  es  sich  stets  urn  Homogenitiit  in  Bezug  auf  die 
Tarialjeln  p   .  ,  p , 
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(i,  fc  =  v  +  1,  v  +  2, . .  s) 


ebeufalls  gleich  2<J  wird. 

BezeicL.net  man.  demnach  mit 


die  unabbangigen  Losungensysteme  der  linearen  Gleicbuugeii 

$(/*)  =  0        (A  =  v  -I-  1,  .  .  /); 

=0 


; 

und  schreiben  wir 

V=  «i-i^+iO  4-  •  •  + 

so  mufs  ffir  fr+i  ein  beliebiges,  von  /x  .  .  fr  uuabhangiges  Integral  ties 
Gleichmigensystems 

0..  (/•,/)  =  0,  Z;/=0     (A  =  l..r-  v-2<y+l) 


gewah.lt  werden.  Dieses  System  ist  nach  Kap.  IX;  §  4  vollstandig  mid 
r  —  2<f  +  1-gliedrig;  es  besitzt  ferner  r  bekamite  Losungen  /i-./r, 
und  die  Bestirnmung  eines  neuen  Integrals  geschielat  sonacli  durcli  einc 
Operation 

2m  —  2r  +  2<?  —  1. 

Ebenso  zeigt  man,  dafs  fr+%  einem  vollstandigen  System  zu  genfigen 
hat,  das  aus  (7)  durcli  Beifiigung  einer  weiteren  Grleichurig  entsteht 
und  die  Losungen  /i  .  .  fr+  1  besitzt  ?  etc.  Die  successive  Bestirnmung 
von  fr+i  .  .  fs  erfordert  demnach  je  eine  Operation 

2f»  _  2r  4-  2tf  —  1,  2w  —  2r  +  20  —  3,  .  .  3,  1, 

worauf  die  JP,  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  durcli  Auflosung  liuearer 
Gleichungen  folgen.  Da  jetzt  identisch 


so  lief  era  nach  Art,  393  die  Funktionen 

*,fi..f.9  JFV+1..JP. 
die  samtlichen  unabhangigen  Losungen  des  vollstandigen  Systems 

o 


wonaitdie  Integration  des  gegebenen  v-gliedrigen  In  volutionssy  stems  (1) 
erledigt  ist  (Art.  367). 
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1st  r  2>  m  und  (5  —  t  --  m,  also  s  =  r  ,  so  erfordert  demnach  die 
Integration  yon  (1)  iiberhan.pt  imr  gewisse  Eliminationen. 

406.  Nach  Art.  397  durfen  wir  auch  liier  wieder  annehinen,  dais 
die  bekannten  Integrale  (2)  eine  r-glieclrige  Grruppe  bilden;  clocli  lafst 
sich  im  gegenwartigen  Fall  das  Poisson'scihe  Theorem  folgendermafsen 
erganzen: 

1st  die  Fimldion  (p(x1  .  .x^Pi  -  -Pm]  homogm1),  und  ledeutet  ty  eine 
Losiuig  der  linearen  partiellen  Differentialgleiclmng 

(9f)  =  0, 

so  ist  cmcli  der  Aitsdruck  (if*)  eine  Losung  dieser  Glciclmng. 
Dieser  Satz  folgt  wie  in  Art.  271  ans  der  Identitat 

=  0. 


Da  namlich  <p  der  Annahine  nach  homogen  ist,  so  ist  (9?)  =  const.  % 
also  verschwinden  in  der  eben  hingeschriebenen  Identitat  der  erste, 
dritto  und  vierte  Terra,  und  infolgedesseii  auch  der  zweite,  was  zu 


zeigen  war. 


Im  gegenwartigen  Palle  7)  konnen  also  nicht  nur  durch  die  Klaminer- 
operation  (9?^),  sondeni  eventuell  auch  durch  die  Operation  (9)  aus 
den  bekannten  Integralen  neue  gewonuen  werden;  auf  diese  denken 
wir  uns  dasselbe  Verfahren  abermals  angewendet  etc.,  bis  durch  die 
genannteu  beiden  Operationen  kein  neues  Integral  mehr  erhalten  wer- 
den kann. 

Wir  werden  solcherweise  dazu  gefiihrt,  folgende  Definition  auf- 
zustcllen:  Bind  die  Funktionen  u^  u,^  , .  u,  cler  2m  Variabeln  a?/,  plt 
von  einander  imabhangig  und  gelten  Beziehungen  der  Form: 

(S)  (M/)     •  #/  (t%;  «g; . .  «,,)        (i  —  1,  2? . .  r), 

(9)  (lliUk}          1>fk(ul9  Wg,  •  •  Wr)  fe  ^  =  1,  2,  ,  .  f)/' 

d.  h.  lasseu  sich  samtliche  Ausdriicke  («/),  fw/w*)  durch  die  Funktionen 
w  allein  ausclrticken,  so  bezeichnen  wir  den  Inbegriff  aller  Funktionen 
9)(/^  . .  nr)  als  eine  ^liomogcnc  r-gliedrige  Funktionengruppe". 

Wir  wollen  nuninehr  die  wichtigsten  Eigenschaffcen  der  homogeuen 
Fimktionongruppen  axisemandersetzen. 

407.  Sind  9?,  ^  zwei  beliebige  Funktionen  der  homogenen  Grruppe  F, 
die  durch  -^  , ,  wr  definirt  wird,  so  gilt  dasselbe  offenbar  von  den  Aus- 
drticken  (9),  (^),  (9^);  wie  in  Art.  398  schlieiseu  wir  daraus,  dafs  F 
auch  durch  jedes  beliebige  in  ihr  enthaltene  System  von  r  unabhangigen 
Funktionen  clefinirt  werden  kann. 


1)  Vgl.  die  Aninerkimg  p.  567, 
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Die  Polargruppe  von  F  ist  offenbar  ebenfalls  homogen. 

Verscliwinden  alle  fa  auf  den  rechten  Seiten  yon  (8)  identisch, 
dann  und  nur  dann  sind  alle  %,  und  infolgedessen  iiberhaupt  alle 
Funktionen  TOE  F  nullter  Ordnung.1)  Die  Fanktionen  HI  bilden  dann 
ein  r-gliedriges  Involutionssystem.  In  der  That,  jeder  Klammerausdruck 
(^w*)  ist  einerseits  durch  die  u  darstellbar,  andererseits  von  der  Ord- 
nung —  1,  verschwindet  also  notwendig  identisch. 

Sind  dagegen  nicht  alle  fa  identisch  nul!7  und  bedeutet  /'  eine 
Funktion  von  F,  so  besitzt  die  lineare  partielle  Differentialgleichimg 


genau  r—1  unabhangige  Integrale;  d.  li.  JT  enthalt  r—1  unabhangige 
Funktionen  nullter  Ordnung.  Da  ferner  die  nichthomogene  Difl'erential- 
gleichung 


3%edenfalls  Integrale  besitzt?  so  folgt  der  Satz: 

Enthalt  die  homogene  Grruppe  F  nicht  lauter  Funktionen  nullter 
Ordnung,  so  lafst  sie  sich  stets  auf  die  Form 

(10)  Nlf  Ni}  .  .  Nr-i,  S 

briugen,  worin  H  eine  Funktion  erster  Ordnung,  die  Nt  Funktionen 
nullter  Ordnung  bedeuten.  Umgekehrt;  besitzt  eine  Grappa  F  die 
eben  hingeschriebene  Form,  so  ist  sie  offenbar  homogen. 

Ifberhaupt  ist  eine  r-gliedrige  Gruppe  immer  dann  homogen,  weuii 
sie  r  unabhangige  Funktionen  enthalt,  die  in  den  p  homogen  irgeud 
welcher  Ordnungen  sind. 

408.  Ist  20"  der  Rang  der  Matrix 

(11)  ||(M,«0||        (f,Jb=l,2,..r), 

so  besitzt  unsere  r-gliedrige  homogene  Gruppe  P  genau  9  ==  r  —  2  a 
unabhangige  ausgezeichnete  Funktionen 

(12)  w±,  w%  .  .  wQ9 

die  ein  Involutionssystem,  und  mithin  eine  p-gliedrige  Funktionen- 
gruppe  bilden.  Diese  Gruppe  ist  "homogen.  In  der  That,  erfflllt  eine 
in  F  enthaltene  Funktion.  f  das  vbllstandige  System 

-  0,  («/)==O..K/)==0, 


1)  Wir  sagen  im  Folgenden  ,,eine  FunMlon  i>tcr  Ordnung14  aiistatfe:   ,,eine 
Funktion,  die  Junsichtlich  der  pi  homogen  vter  Ordnung  ist", 


[409] 
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so  ist  sie  in  cler  Funktionengruppe  (12)  enthalten,  und  uingekehrt. 
Nach  Art.  407  durfen  wir  aber  sanatliclie  u\  als  homogen  voraussetzeu; 
aus  Art.  406  scbliefsen  wir  jetzt;  dais  alle  Ausdrucke  (w^)  ebenfalls 
dem  System  (13)  geniigen;  und  da  sie  in  f  enthalten  sind;  folgt  unsere 
Beliauptung  oline  weiteres. 

Nach  dem  vorigeu  Art.  enthalt  die  Gruppe  (12)  entweder  lauter 
Funktionen  nullter  Ordnung,  oder  sie  wird  von  einer  Funktion  erster 
und  Q  —  1  Funktionen  nullter  Ordnung  gebildet.  Offenbar  tritt  der 
erste  oder  cler  zweite  dieser  Falle  em,  je  nachdem  die  lineare  partielle 
Differentialgleicbung 

(14)  0  =  (/')  ~  =  (%)  ~  -| |~  (ur]  — 

i  r 

cine  Folge  der  parti ellen  Differentialgleicliungen 
(15) 

ist;  oder  nicht,  d.  L  je  naclidem  der  Rang  2<3f  der  Matrix: 


0 


i|  o^)  (to  ..  Ot,)  o 

gleich  2(T  oder  gleich  20  -f~  2  ist.  Ini  letztereu  Falle  stcllen  die 
Gleiohungou  (14)  (15)  ein  2a  -f  1-gliedriges  vollstaudiges  System  mit 
den  Indepeiidenten  i^  .  .  nr  dar;  seine  Integrate  sind  die  r  —  2^  —  1 
ausgezeiclineten  Funktionen  nullter  Ordnung. 

409.  Verstehen  wir  im  Falle  2a>/>  =  2<^  unter 


-  1,  2,  .  .  r  - 


1) 


irgend  r  —  2(5+  1  linear  unabhangige  Losungen  der  Gleichungcn: 
^0*1^0  +  •  *  +  ^(WrW*)  +  ^+iO«*)  =  0        (ft  =  1,  .  .  r) 
*i(<0     +.-  +  ^W  —  0, 

BO  bilclen  (lie  linearen  partiellen  Differentialgleicliungen: 

(17)    0  -  X/'-  -W(">n  +  ^+^        (A  -  1,  •  •  r  -  2tf  +  1) 


falls  tf>-r  —  w?  ein  r  —  2tf  +  1-gliedriges  vollstandiges  System  mit 
den  Independenten  ^  .  .  x^^  .  .^/w. 

Dieser  Sate  folgt  als  Korollar  aus  Kap.  IX  §  4,  und  zwar  ganz 
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unabhangig  davon,  dafs  die  u  eine  Gruppe  bilden;  urn  ilin  clirekt  zu 
beweisen,  bemerken  wir;  dafs  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(18)  (f)-0 
dann  und  nur  dann  eine  Folge  des  Systems 

(19)  (%/)==  0,.K/)==0 

ist,  wenn  alle  Funktionen  der  Polargruppe  T  nullter  Ordnung  sind. 
Dann  aber  bildet  die  Polargruppe  ein  2m  —  r-gliedriges  Involutions- 
system  (Art.  407),  d.  L  man  hat  2w  —  r  <£  m,  also  r  2>_M;  ferner  ent- 
halt  JT  samtliche  Funktionen  von  jf;  da  diese  ja  alle  in  JT  ausgezeichnet 
sind.  Demnach  ist  die  Zahl  r  —  2tf  der  ausgezeichneten  Funktionen 
von  r  gleich  2m  —  r,  d.  h.  man  hat 

0  =  r  —  m. 

Umgekehrtj  ist  dies  der  Fall,  und  hat  man  2 a  =  2<?'?  so  ist  die  Glei- 
chung  (18)  eine  Folge  von  (19);  denn  JTist  dann  mit  dem  Involutions- 
system  idenfcisch,  das  aus  den  r  —  2tf  ==  2m  —  r  ausgezeichneten  Funk- 
tionen von  F  besteht;  also  sind  alle  Funktionen  von  f  nullter  Ordnung. 
Setzen  wir  daher  6  >  r  —  m  und  2<?'=  2  <?  voraus,  so  sind  die  Grlei- 
chungen  (18)  (19)  linear  unabhangig,  und  dasselbe  gilt  dann  ofFenbar  auch 
von  den  Gleiehungen(17)3dadie  Groisensysteme  tt®  als  linear  unabhangig 
angenommen  warden.  Die  Gleichungen  (17)  werden  nun  ihrer  Ent- 
stehung  nach  erftillt  von  alien  Funktionen  fy  . .  ury  tind  offenbar  auch 
von  den  2m  —  r — 1  unabhangigen,  in  der  Polargruppe  enthaltenon 
Funktionen  nullter  Ordnung.  Die  letzteren  bilden  mit  den  ersteren 
zusammen 

r  +  (2m  —  r  —  1)  —  (r  —  20)  =  2m  —  r  +  2ti—l 

unabhangige  Losungen,  da  die  r  —  20  ausgezeichneten  Funktionen  den 
beiden  Grruppen  T,  F  gemeinsam  sind.  Das  System  (17)  ist  also  in 
der  That  vollstandig  (Art.  64). 

410.  Vermoge  einer  beliebigen  7ww00e»0&Berfihrungs transformation: 

(20)  xi  =  Xi  (^  . .  xmpi , .  jv);  p^  =  Pifa  . .  j>/n)      (i  =  1  . .  w) 

verwandelt  sich  jede  r-gliedrige  homogene  Funktionengrnppe  r(ut . .  wr) 
wiederain  in  eine  f-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  r'ty^.n/). 
Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dafs  jede  Funktion  Ater  Ordnung  ver- 
moge  der  homogenen  Beruhrungstransformation  (20)  in  eine  Funktion 
tibergeht,  die  hinsichtlich  der  p-  homogen  der  feteu  Ordnung  ist,  m. 
a.  W.,  dafs  vermoge  (20),  wie  man  leicht  verificirt;  die  Identitat: 
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stattfindet.  Die  Gruppe  JT';  in  die  F  vermoge  (20)  iibergeht;  besitzt 
augenscheinlich  wiederum  Q  =  r  —  2  a  ausgezeichnete  Funktionen,  die 
alle  oder  uiclit  alle  nullter  Ordnung  siad;  je  nachdem  dies  fur  F  gilt; 
oder  nicht.  Die  Gliederzahl  r  und  die  Rangzahlen  2<?;  20r  der  beiden 
Matrices  (11)  und  (1(J)  sind  denmach  Inyarianten  der  Gruppe  JTgegen- 
iiber  beliebigen  hoinogenen  Beruhrungstransforniationeu;  dafs  sie  die 
rinsigen  Inyarianten  sind,  zeigen  wir  ahnlich  wie  im  vorigen  §  dadurch, 
dais  wir  JT  auf  erne  kanonische  Form  bringen. 

Zu  diesena  Zwecke  verstehen  wir  unter  Xt  allgenaein  eine  Funktion 
nullter,  unter  Pt  eine  Funktion  erster  Ordnung,  und  nehrnen  zuniiehst 
an,  dafs  F  lauter  ansgezeiehnete  Funktionen  enthalte.  Sind  diese  alle 
nullter  Ordnun  so  hat  JT  an  sick  schon  die  kanonische  Form: 


, 


Im  entgegengesetzten  Falle  kann  F  die  kanonische  Form 
P1?  P9;..P,        (r£m) 

erhalten.    In  der  That,  ist  F  auf  die  Form  (10)  gebracht;  so  brauchen 
wir  nur  zu  setzen: 

P1  -  N^H,  .  .  P,_  L  .     Nf-,H;  P,  ~  H. 

Zweitens  ncliineu  wir  an,  diifs  jT  nicht  lauter  ausgezeichnete  Punk- 
tionen  eiitbalte.  Da  jetzt  die  Anzabl  der  letzteren  hochstens  r  —  2 
ist,  so  sind  nicht  alle  Funktionen.  NL?..Nt^.i  ausgezeichnet;  e>s  sei 
etwa  jiVt  nicht  ausgezeichnet.  Dann  gibt  es  stets  eine  Funktion  <5 
erster  Ordnung,  derart,  dafs  (^N^  -  1.  Dm  ein  solches  ®  zu  finden, 
schreiben  wir: 

*-     H.F(Nl,N,,..Nr-l). 
Man  hat  dann: 

r  —  1 


Die  Funktionen  (HN^),  H>(N/tN^)  verschwinden  nicht  alle  identiscli 
und  sind  nullter  Ordnung,  also  durch  die  N  allein  darstellbar.  Die 
Gleichung  (21)  ist  sonach  eine  liueare  nicht  homogene  partielle  Difieren- 
tialgleichung  erster  Ordnung  rnit  den  Independenten  JVJ;  .  .  JV/—  i,  besitzt 
also  jedenfalls  gewisse  Integrale  F.  Hat  man  solcher  Weise  $  be- 
stimint,  und  schreibt  man  XL  statt  JVi,  Pt  statt  ^;  so  bilden  die 
Gleichungen. 


ein  zweigliedriges  vollstandiges  System  mit  den  r  Independenten 
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und  r  _  2  Integralen  w8' . .  w/.  Die  Gruppe  T  ist  jetzt  durcli  die  fol- 
genden  r  Funktionen  definirt: 

Die  ur  sind  mit  X1  und  P1  in  Involution  und  bilden  fur  sicb  eine 
f-gliedrige  Gruppe  r';  diese  Gruppe  ist  homogen,  da  wegen  der  Hoino- 
genitSt  von  X±  und  P1  alle  Ausdriicke  («/)  ebenfalls  Losungen  des 
obigen  zweigliedrigen  Systems  sind  (Art.  406),  und  die  ausgezeichneten 
Funktionen  von  F  sind  mit  denen  von  JT  identiscb.  Wendet  man 
jetzt  auf  T'  dieselbe  Scblufsweise  an;  wie  soeben  auf  F  etc.,  so  gelangt 
man  scbliefslich  zu  folgender  Darstellung  von  JT: 

Dabei  ist  jede  der  Funktionen  (22)  mit  alien  andern  in  Involution, 
nur  die  Ausdriicke  (P^Xj^  sind  alle  gleicb  1;  die  u  sind  also  die  aus- 
gezeicbneten  Funktionen  von  F.  Je  nacbdern  die  letzteren  alle  millter 
Ordnung  sind  oder  nicbt,  konnen  wir  Xa+(  oder  Pff+t  stattw,  scbreiben, 
und  baben  damit  den  Satz  bewiesen: 

Eine    r-gliedrige    bomogene  Funktionengruppe   mit  r  —  2tf   aus- 
gezeicbneten  Funktionen  kann  auf  die  kanoniscbe  Form: 

oder  auf  die  kanoniscbe  Form: 

gebracbt  werden?  je  nachdem  alle  oder  nicbt  alle  ausgezeichneten  Funk- 
tionen von  der  nullten  Ordnung  sind.  Dabei  sind  alle  Xt-  von  cler 
nullten,  alle  P/  von  der  ersten  Ordnung,  und  es  verscbwinden  alle 
Klainmern  (XfP^\  (XiX^),  (P^Pa),  mit  Ausnabme  cler  <J  Ausdrficke 
(PrtXi!),  die  der  Einbeit  gleicb  sind. 

411.  Ist  in  der  kanonischen  Form  (23)  die  Zabl  r  —  2  a  >  0,  so 
lassen  wir  aus  F  die  ausgezeicbnete  Funktion  Xa+l  fort;  die  andern 
Funktionen  (23)  bilden  dann  eine  bomogene  r  —  1-gliedrige  Gruppe 
Ji,  deren  (ebenfalls  homogene)  Polargruppe  F/  die  Funktion  X«+i 
als  nicbt  ausgezeicbnete  Funktion  entb'alt.  Nacb  Art.  410  gibt  es  also 
in  der  Gruppe  iy  eine  Funktion  Pff+1  erster  Ordnung,  derart  dais 
(Pa+iXa+i}  =  1.  Die  Funktionen  (23)  definiren  jetzt  mit  Pff+l  zu- 
samrnen  eine  r  +  1-gliedrige  bomogene  Gruppe  mit  r  —  2<?  —  1  aus- 
gezeicbneten  Funktionen;  auf  diese  Gruppe  konnen  wir  dieselbe  Schlnfs- 
weise  wie  soeben  auf  r  anwenden,  etc.,  und  erbalten  solcberweise 
2r  —  2(3  unabbangige  Funktionen 
(25)  ^..Z^?P1;..P_ff 

welcbe  die  Funktionen  (23)  umfassen  und  die  kanoniscbe  Form  einer 
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homogenen  2r  —  2  ff-gliedrigen  Gruppe  ohne  ausgezeichnete  Funktionen 
darstellen.  1st  jetzt  r  —  <5  <  m,  so  besitzt  die  Polargruppe  von  (25) 
wenigstens  eine  Funktion  nullter  Ordnung  X-<?+i;  da  diese  mit  (25) 
zusammen  eine  2r  —  2<?  +  1-gliedrige  Gruppe  mit  der  ausgezeichneten 
Funktion  Xr-a+i  definirt;  so  gibt  es  nach  dem  vorigen  eine  Funktion 
erster  Ordnung  Pr—a+i  derart;  dafs 

Durch  Wiederholung  dieser  Schlufsweise  gelangen  wir  schliefslich  zu 
dem  Eesultat:  Stellen  die  r  Funktionen  (23)  die  kanonische  Form 
einer  y-gliedrigen  homogenen  Gruppe  dar;  so  lassen  sich  stets  2m  —  r 
weitere  Funktionen  P/,  X&  so  bestirninen,  dafs  die  Gleichungen  (20) 
eine  homogene  Berflhrungstransformation  der  2m  Vaiiabeln  #;  p  de- 
finiren. 

412.  Wir  betrachten  nunmehr  zweitens  die  kanonische  Form  (24). 
1st  r  —  2<5>0;  und  lassen  wir  P0+i  aus  (24)  fort,  so  entsteht  eine 
r  —  1-gliedrige  homogene  Gruppe  Fv  deren  2m  —  r  -f-  1-gliedrige 
Polargruppe  JT/  die  Funktion  erster  Ordnung  Pa+i  als  nicht  aus- 
gezeichnete Funktion  entluilt.  Es  gibt  dann;  behaupten  wir;  in  I1/  eine 
Funktion  nullter  Ordnung  X0+i  derart,  dafs  identiscL 

(Pa 4-  1X04.1)  EE  1. 

In  der  That;  bringen  wir  JT/  nach  Art.  402  auf  die  Form: 

N   N.>     .  JWo  _     P  4.1 

und  bedeutet  F  eine  Funktion  der  N,,  so  sind  in  der  linearen  par- 
tiellen  Ditferentialgleichung : 

2m  —  r  rt  „,. 


die  Koefficienten  (P0+iNk)  als  Funktionen  nullter  Ordnung  der  Gruppe 
F/  (lurch  die  Nt  allein  ausdriickbar  und  nicht  alle  identisch  null;  es 
gibt  also  eine  Funktion  F  der  2m  —  r  Variabeln  Nf,  welehe  diese 
Gleichung  erftillt;  was  zu  xeigen  war. 

Wahlt  man  fur  Xff+i  eine  solche  Funktion  F,  so  konnen  wir  auf 
die  Gruppe;  die  aus  F  durch  Beifiigung  von  Xt>+\  entsteht;  die  gleiche 
Schlufsweise  anwenden,  etc.,  und  gelangen  so  schliefslich  zu  einer 
2r  ~  2^-gliedrigen  homogenen  Gruppe  (25)  ohne  ausgezeichnete  Funk- 
tionen.  Wie  im  vorigen  Artikel  sehlieisen  wir  jetzt:  Stellen  die  Funk- 
tionen (24)  die  kanonische  Form  einer  homogenen  r-gliedrigen  Gruppe 
dar;  so  lassen  sich  stets  2*»  —  r  weitere  Funktionen  Ph  X&  so  be- 
stimmen;  dafs  die  Gleichungen  (20)  eine  homogene  Beruhrungstrans- 
formation  darstellen. 
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Ganz  ahnlicli  wie  in  Art.  400  folgt  hieraus:  1st  erne  svelte,  elen- 
falls  r-gliedrige  homogene  FunUionengruppe 

(F')  W/«afe   •  •  <&'&'  •  •  #!<)          (i  ^  *;  2;  •  •  0 

vorgdegt,  md  sind  die  BangzaUen  20,  20'  fiif  F'  dieselben  wie  filr  F, 
50  msfeW  sfefe  erne  liomogene  SeruUrungstransformation  (20),  ?r<?fc/KJ  rfrV 
Grmppe  F  in  F'  uberfilhri 

Die  ZaUen  r,  20,  2  a'  sind  also  die  einsigen  Invarianten  eincr  Jto- 
mogenen  FunUionenc/ruppe  yegemiber  alien  homogenen  SeriiJinmystMiis- 

formationen. 

413.  Eine  r-gliedrige  homogene  Punktionengnippe  P  mit  r  —  "20 
ausgezeickueten  Funktioaen,  die  alle  nullter  Ordnung  sind,  enthalt  not- 
wendig  r  —  ff-gliedrige  Inyolutionssysteme  nullter  Ordnung;  ein  seiches 
1st  z.  B. 

.A^j    jL^y  .  .  -A-r — <j; 

wenn  (23)  eine  kauoiiisclie  Form  unserer  Grruppe  bedeutet.  Uingekehrt 
kann?  wie  man  ieiclit  einsieh.t?  eine  homogene  r-gliedrige  Gruppe  F7 
fur  welcte  die  Matrix  (11)  den  Rang  2<?  besitzt^  nur  dann  ein 
r  —  cr-gliedriges  Involutionssystem  nullter  Ordmmg  enfclialten;  wenn 
auch  die  Matrix  (16)  den  Rang  2tf  besitzt;  d.  L  wenn  alle  ausgezeich- 
neten  Funktionen  von  P  nullter  Ordnung  sind.  Das  allgerneinste  in  F 
enthaltene  r  —  (S'-gliedrige  Involutionssysfcem  nullter  Ordnung  wird  ganx 
ahnlicb  wie  in  Art.  401  dureli  je  eine  Operation 

r  _  2e>  —  13  r  —  20  —  2, . .  2, 1;  20  —  3;  2<?  —  5, . .  3,  1 

gefunden?  indem  man  znerst  die  ausgezeictneten  Funktionen  bestimmt; 
anch  erkennt  man  sofort;  dafs  P  unter  den  gemachteii  Annahmen  kein 
mehr  als  r  —  er-gliedriges  Inyolutionssystem  enthalten  kann.  Soil  F 
ein  w-gliedriges  Involutionssystem  nullter  Ordnung  uiafassen7  so  muls 
r  ^  m  und  6  =  r  —  m  sein;  es  ist  dies  der  kleinste  Wert?  den  a  or- 
reichen  kann.  DemnacL.  konnen  wir  sagen: 

Demit  die  r-gliedrige  homogene  Gruppe  %  . .  ur  ein  ni-yliedriyw 
Involutionssystem  nullter  Ordnung  enfhalte,  ist  notwendiy  und  ldnrcichendy 
dafs  r  ^  m  sei,  und  die  Matrices  (11)  und  (16)  die  leide  den  limy 
2r  —  2m  besitzen. 

Ferner  gilt  die  Thatsache: 

Damit  die  Funktionen  %  . .  %r  einer  r-gliedrigen  liomogenen  (iruppn 
r  eine  Identitdt  der  Form 

(26)         £7"^%  +  U^dUi  +  •  -  Urdur  —p^  H 1- pmdccm 

lefriedigen,  ist  notwendig  und  Unreichend,  dafs  F  m-glieirige  Involutions- 
systeme  milter  Ordnung  enthalte. 
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Dieser  Satz  ergibt  sich  mit  Rftcksicht  auf  den  vorangehenden  un- 
mittelbar  aus  Kap.  IX ,  §  4;  wir  wollen  ihn  indes  auch  noch  direkt 
begninden. 

Enthalt  JT  eiu  m-gliedriges  In  volution  ssy  stein  X1  .  .  Xm  nullter  Ord- 
nung,  so  besteht  nach  Art.  278  erne  Identitat 

(27)  P.dX,  +  •  -  +  P7)ldXm  =  Pldx,  +  •  •  +  pnfa,,, 

mithin,  da  die  Xt  sich  durch  die  w/t  ausdriicken  lassen,  auch  eine  Iden- 
titat (2G).    Uragekelirt,  ist  letzteres  der  Pall,  mid  bedeutet 
(28)  Xi,X,..Xa-Pl)Pt)..Pp        («  +  /J-r) 

eine  kanonische  Forni  von  JT;  so  lassen   sicli  nach  Art.  411  nnd  412 
2m  —  r  weitere  Punktionen 

(29)  Xa^i}    X«_{-2j  •  •  Xm;    Pp+l,    Pp  +  2  '  •  Pm 

ao  beatimmen,  dafs  die  Identitat  (27)  stattfindet;  also  hat  man: 

(30)  If^n,  H h  Urdu,  =  P^dXi  -\ h  P^dXw . 

Denken  wir  uns  die  U7  u  als  Punktionen  der  2m  Variabeln(28)(29) 
ausgedniekt,  nnd  ware  a  <  m}  so  hiitte  man,  da  die  n  dann  von  Xfn 
nicht  abhingen,  aus  (30)  durch  Vergieichung  der  beiderseitigen  Koef- 
fizienten  von  dXM: 

0  =  Pw, 

was  nicht  der  Pall  ist.    Also  ist  a  =  m,  was  zu  zeigen  war. 

414.  Wir  wollen  nnnmehr  das  Integrationsverfahren  des  Art.  405 
durch  Heranxiehung  der  Theorie  dor  homogenen  Funktionengruppen 
in  ahnlicher  Weise  vervollstandigen,  wie  wir  es  im  vorigen  §  bei  der 
Methode  des  Art.  396  gethan  haben*  Bs  sei  wiederuin 

(31)  /K^i^2  -  •  XnPiP*  -  -  Pf»)  =  *'<        ty  =  1,  2, . .  v) 

mi  beiiebig  vorgegobenes  Involutionssystem  vom  Typus  7)  (Art.  353\ 
ferner  soien 

(32)  /•1,../;,,/;.+1,../; 

r  bekainitc  Losungen  des  Jacobi'schen  Systems: 

(33)  (/!/')  =  o,  (/;/•)  =  o,.. (/;/•)  =  o. 

Nach  Art.  40G  kfmnen  wir  dann  annehmen,  dafs  die  Funktionen 

(32)  eine  r-gliedrige  Jiomogene  Qruppe  F  definiron.    Sind  alle  //  nullter 
Ordnung,  so  ist  die  Integration  von  (31)  auf  diejenige  des  r-gliedrigen 
In  volu  tionssy  stems : 

(34)  fi  =  Ci..fr  =  cr 

vom  Typus  7)  zuriickgefiihrt?  erledigt  sich  also  durch  je  eine  Operation: 
2w-    2r-  17  2«w  — 2r—  3, . ,  II,  1. 

v.  Weber,  Das  Pfaffsohe  ProWero,  37 
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Sind  alle  Funktionen  von  F  ausgezeichnet,  aber  nicht  alle  imllter 
Ordnung,  so  ist  das  Involutionssystem  (34)  voin  Typus  /3)  (Art.  353)? 
und  seine  Integration  erfordert  je  eine  Operation: 

2m  —  2r,  2m  —  2r  —  2,  .  .  4,  2,  0. 

Es  sei  jetzt  allgemein  20*  der  Rang  der  Matrix  (4).  Ist  dann 
2tf  +  2  derjenige  von  (5);  so  gebrauchen  wir  das  Integrationsverfaliren 
des  Art.  403.  Dabei  lassen  sich  jetzt,  wenn  die  Funktion  fr+i  be- 
stimmt  ist;  niclit  nur  auf  Grand  des  Poisson'sclien  Theorems,  sondern 
eventuell  auch  mit  Htilfe  der  Operation  (<p)  (Art.  406)  neue  Integrate 
finden,  und  dasselbe  gilt  naturlich  auch  bei  alien  folgenden  Schritten 
des  citirten  Verfahrens;  ein  anderer  Vorteil  lafst  sich  dagegen  aus  clem 
Urastand,  dafs  P  Tiomogen  ist;  unter  der  gemachten  Annahme  nicht 
ziehen, 

Es  sei  jetzt  zweitens  der  Eang  der  Matrix  (5)  ebenfalls  gleich 
2<?;  m.  a.  W.  samtliche  r  —  2<?  ausgezeichnete  Funktionen  von  F  seien 
von  der  nullten  Ordnung.  Ist  dann  r  ^  m,  und  G  —  r  —  w?  so  ent- 
halt  F  w-gliedrige  Involnfionssysteme  nullter  Ordnung,,  d.  h.  es  besteht 
eine  Identitat 


womit  das  Integrationsproblem  (31)  nach  Art.  405  erledigt  ist. 

Ist  ferner  r<mf  oder  r^m  und  <?>r  —  m,  dann  bestimmen 
wir  nach  Art.  405  mittels  einer  Operation 

2m  —  2r  +  2tf  -  1 

ein  von  /"t  .  .  fr  unabhangiges  Integral  fr+t  des  1.  c.  deflnirten  vollstiin- 
digen  Systems  (7);  das  wir  mit  J  bezeichnen  wollen;  durch  wieder- 
holte  Auwendung  der  beiden  KHammeroperationen  (9?^)  und  (cp)  er- 
halte^  wir  in  alien  Fallen  eine  gewisse  Zahl  von  Funktionen 

fi  -  •  fr,  •  •  fn        (ri  >  r\ 

die  alle  dem  vollstandigen  System  (33)  genfigen,  und  eine  ^-gliedrige 
homogene  Grruppe  rx  bilden.  Bezeichnen  wir  mit 

(35)  ^  .  .  fV9  wI9  w^  .  .  w*        (r  =  r  —  20  —  v) 

die  unabhangigen  ausgezeichneten  Funktionen  von  JT,  die  unserer  Vor- 
aussetzung  nach  alle  nullter  Ordnung  sind,  so  sind  die  Funktionen 
(35)  auch  innerhalb  F1  ausgezeichnet.  In  der  That  umfafst  ja  das 
vollstandige  System  J,  wie  man  aus  seiner  Entstehung  und  aus  Art.  398 
sofort  erkennt;  u.  a,  die  Gleichungen: 
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uncl  da  die  ?r,  honiogen  sind,  so  sind  nach  dem  Theorem  des  Art.  40G 
nicht  nur  /^  .  .  /)._j_i,  sondern  aucli  alle  hieraus  durch  die  Operationen 
(cpip>)  und  (<p)  entsteheuden  Funktionen  init  den  w-t  involutorisch. 
Aufser  den  Funktionen  (35)  kann  nun  FA  noch  andere  ausgezeichnete 
Fnnktionen  ?/0r+i?  •  •  ?rri  enthalten.  1st  2^1  der  Bang  der  Matrix 

||  (/•/,)  ||        (•/,£  =  *  +  !,»  +  2,..^), 

BO  ist  die  Zahl  tl  definirt  durcli  die  Gleichung: 
(30)  r±  =  rx  —  2^  —  v. 

Wir  behaupten  nun:  Alle  ausfjegeiclMwten  Fwildionen  w  F:  sind 
vmi  der  nullten  Ordmmg. 

In  der  That,  die  Gruppe  F  besitzt  eine  kanonische  Form  (23), 
and  es  gibt  nach  Art.  411  ein  System  von  2w  —  r  anderen  Funktionen 

•*•(>  +  !?  *  *      3"5   ^r  —  ff-f-lj   •  •   -^-m; 

die  init  (23)  zusammen  die  rechten  Seiten  einer  homogenen  Be- 
riihrungstransformation  bildcn.  Die  Polargruppe  von  F  hat  also  die 
kanonische  Form: 

.  Ar_(ij  A./.—  <}-|-i  .  .  A7H;  -rr-«0_|.i?  .  .  J  w/. 


Nun  gemigen  dem  System  /  alle  Funktionen  von  F  und  alle  in 
der  Polargruppe  von  1"  enthaltenen  Funktionen  nullter  Ordnnng 
(Art.  409  );  in.  a.  \¥.  das  allgemeine  Integral  von  J"  hat  die  Form: 

,„,  rf>  t  Y        Y     P        P       r~~(*+1         m 

(Oi)  W  (  A1?  .  .  Aw,  11?  .  .  1  o?  -  S  -  ;  ---  p 

\  £  m  J~ 

Diese  Form  hahen  also  aueh  alle  Funktionen  von  Fx;  denn  fr+\ 
hat  cliese  Form,  und  durch  Anwendung  der  beiden  Klammeroperationen 
((p^)  ^nd  (<p)  auf  die  Funktionen  (23)  und  irgond  welche  Ausdriicke 
(37)  erhiilt  man  augenscheinlich  immer  wieder  Fnnktionen  der  Form  (37). 
Soil  aber  die  Funktion  0  innerlialb  Ft  ausgexeichnot  sein;  so  mufs  sie 
sich  jedenfalls  mit  Xl}.,X0  in  Involution  befinden,  also  hat  man 
identisch  : 

(®Xi)  =  0        (A  =  1,  2,  .  .  tfj. 

Ftihrt  man  hierin  statt  der  x,  p  die  2w  Funktionen  Xf,  Pi  als 
none  Independente  ein  (Art.  276)?  so  folgt: 


d.  h.  <P  enthiilt  P17.  .  J30  nicht,  i«t  also  in  der  That  nullter  Ordnung. 

Darnach  ist   Ft  eine  homogene  Funktionengruppe  derselben  Be- 

schaffenheit  wie  F,    Wir  bilden.  jetzt  das  voUstandige  System  J^  das 
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zu  l"i  in  derselben  Beziehung  steht  wie  J  zu  JT;  dieses  System  J} 
enthalt 

(38)  *!  +  v  +  1  -  rx  -  20X  +  1 

Gleichungen,  and  umfafst  offenbar  das  System  J".  Es  besitzt  fernei 
die  ^  unabhangigen  Integrale  /i  .  .  /^  ,  und  die  Ermittelniig  einer 
weiteren  Losung  frL+i  gesehieht  durch  eine  Operation 

(39)  2m  —  TJ  —  v  —  rt  —  I  —  2w  —  2^  +  20A  —  1. 

Nun  ist  T!  +  ^  +  PI  wegen  (38)  eine  gerade  Zahl,  uud  grofser  als  die 
ebenfalls  gerade  Zahl: 

r  +  v  4-r  =  2r  —  20. 

Darnach  ist  die  Zahl  (39)  um  eine  gerade  Zahl;  mindestens  aber  uin 
zwei  Einheiten  kleiner  als  die  Zahl  2m  —  2r  -f-  20  —  1. 

Die  Punktionen  f±  .  *fri-\-i  geben  nun  in  ahnlicher  Weise  zu  einer 
homogenen  Gruppe  F%  Anlafs;  deren  Gliederzahl  n  >  t\  ist;  und  deren 
ausgezeichnete  Punktionen  alle  nullter  Ordnung  sind;  u.  s.  w.  f.  Wir 
erhalten  so  eine  gewisse  Serie  von  homogenen  Funktionengruppen 

r,^,^,.. 

bezw.  mit  den  Gliederzahlen  r,  rvr^y  .  ,  und  man  hat  r  <  rx  <  r$  <  .  . 
Die  Punktionen  aller  dieser  Gruppen  sind  Losungen  des  vollstandigen 
Systems  (33),  und  jede  Gruppe  enthalt  alle  vorangehenden.  Die  Zahl 
der  ausgezeichneten  Punktionen  von  J/,  ist  D  +  ^h]  sie  sind  alle  nullter 
Ordnung;  und  man  hat  T  <[  ^  <!  T2  .  .  .  Zu  jeder  Gruppe  Ph  gehort  ein 
vollstandiges  System  Jh,  das  alle  vorangehenden  Systeme  J9Jt  ..  Jh^t 
umfafst  und  aus: 

(40)  T,  +  a/  +  l=n  —  20,+  l 
Gleichungen  besteht;  dabei  ist  201/,  der  Rang  der  Matrix: 


Jh  hat  u.  a.  alle  Punktionen  ft  .  .  f,h  von  JTi  zu  Integralen.  Die  Be» 
stimmung  eines  weiteren  Integrals  von  Jh  erfordert  aonach  eine  Operation 
(41)  2m—  2r*  +  20A  —  1. 

Ein  solches  Integral  existirt  naturlich  nur,  solange 

tin  >  n  —  ^- 

Nun  nimmt  aber  beiin  "Ubergang  von  h  zu  h  -f-  1  die  Zahl  (41)  um 
eine  gerade  Zahl,  mindestens  aber  um  zwei  Einheiten  ab;  wie  aus  (40) 
und  aus  den  TJngleichungen  ?  denen  die  vk  und  rh  genugen;  sofort 
hervorgeht. 

Ist  nun  A  der  kleinste  Index  derart;  dafs  die  Zahl  (41)  negativ 
wird?  so  ist  dh  notwendig  gleich  rh  —  m,  da  ja  <th  nicht  kleiner  sein 
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kann  als  diese  Zahl.  Nach  Art.  413  enthalt  also  Th  m-gliedrige  In- 
.  volutionssysteme,  woinit  die  Integration  des  vorgelegten  Integrations- 
problems  (31)  geleistet  ist  (Art.  405  imd  413). 

Wir  haben  dernnach  folgenden  Satz  bewiesen: 

Ist  ein  v-gliedriges  Inwlutionssysten  der  Form: 

(42) 

&ur  Intei/ration  vorgelegt,  Jcennt  man  ferner  von  deni  vollstandiyen  System  : 

(/if)  =  0,..  (/;/)  =  0 

ein  System  von  Inteymlen 

II  >  '  }  A'>   A'-M>  •  •  A; 

die  cine  r-gliedrige  Jiomogene  Gmippe  P  definiren,  und  lesitst  die  leMere 
r  —  2$  imubhihujige  auscjefteiclmete  Funlrthnen,  stimtlich  von  nullter 
j  so  erfordert  die  Integration  von  (42)  cine  Operation 


wid  aufserdeui  im  'iingilnstigsten  Fall  noch  je  cine  Operation: 
2m  —  2r  +  2<y  —  3,  2m  -  2r  +  2(7  —  5,  .  .  5,  3,  1. 

Dock  lionnen  diese  letztereh  Operationen  ganz  oder  teilweise  iveyfallen,. 

Unter  den  Voraussetzuugen  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes 
lassen  sich  noch  zwei  andere  Integrationsmethoden  entwickeln?  die  den 
in  Art.  404  angedeuteten  ganz  analog  sind,  und  von  denen  die  eine 
die  Ermitteluug  eines  in  F  enthaltenen  r  —  o'-gliedrigen  Involutions- 
systems  nullter  Ordnung,  die  andere  dagegen  nur  die  Bestimmung 
aller  ausgezeiclineten  Funktionen  von  F  erfordert.  Beide  Metlioden  sincl 
indes  wenigcr  vorteilhaft  als  das  soeben  geschilderte  Verfahren. 

§  4.    Anwendung  der  Thoorie  der  Funktionengruppen  anf  partielle 
Diiferentialgleiclinngen,  die  &  explicite  enthalten. 

415.  Urn  die  Theorie  der  Funktionengruppen  auch  fur  Integrations- 
probleme  voiu  Typus  a)  nutzbar  xu  inachen  (Art.  301  u.  f.)?  mussen 
wir  diese  Problenie  zunachst  auf  den  Typus  y)  zuriickfiilireii  (Art.  378). 
Warum  sich  die  Theorie  der  Gruppen  nicht  ohne  weiteres  auf  den 
Fall  a)  iibertragen  Iafst?  ist  uninittelbar  ersichtlich;  es  existirt  in  diesem 
Fall  kein  dem  Poisson'sohen  Theorem  analoger  Satz.  In  der  That, 
die  Jfo/tfr'sche  Iclentitat  (Art.  271) 

[WF] 
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lehrfc,  dafs  der  aus  zwei  Losuugen  #  und  *P  der  liueareu  partiellen 
Differentialgleicbung 


gebildete  Ausdruck  [&  ?P]  kem  Integral  dieser  Gfleiclmng  lieferfc,  es  sei 
denn;  dafs  er  identisch  verschwindet,  oder  dais  F  von  s  nicht  abliaugt. 
Der    Ubergang    von   einem    Involutionssysteni    in    deii    2w  -f-  1 
Variabeln: 

(2)  £,%,.  .a™,  #!,••#/« 

zu  einem  Involutionssysteni  voin  Typus  y)  vollzieht  aich  nacli  Art.  37«^ 
durch  die  Substitution: 

(3)  *  —  xm+i  ;  ^  =  —  —  -    (i  =  1,  2,  .  ,  H*)- 

uw-j-i 

Verinoge  dieser  Substitution  verwandelt  sicli  jede  Funktion  $>(;<\..})m) 
der  2^i  +  1  Variabeln  (2)  in  eine  Fnnktion  nullter  Ordiiimg1)  der 
2m  +  2  Variabeln 

^4:J  X'l  ;   i^g  ;  •  •  Win  4-  1  ;   ^/l  ?   !/2  ;  *  *  ffw  ~f"  ^  ? 

die  wir  folgendermafsen  bezeiclinen: 


Bezeichnet  ^  *P*  irgend  ein  zweites  in  diesoni  Sinue  zusaiumou- 
gehoriges  Paar  von  Funktionen  der  Variabeln  (2)  bezw.  (4),  KO  bat 
man  nacb  Art.  378  verraoge  (3)  identisch: 

(5)  (^w)=~-^ 

'•lm+1 

wean  gesetzt  wird: 


Ferner  hat  man: 

(6)  (fl,  fe+  x  y)  =  2w 


416.  Die  soeben  erhaltenen  Identitaten  gestatten  mehrere  wichtige 
Folgerungen.    Den  Ausdruck 


1)  Als  Funktion  ster  Ordnung  bezeichnen  wir  in  diesem  §  jede  Funktion  der 
2w  +  2  Varialoelu(4),  die  hinsichtlich  der  #  honiogen  ^r  Qrdnung  1st, 
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worm  W  irgend  eine  Funktion  der  Variabeln  (2)  bedeutet,  definirten 
wir  in  Art.  267  als  das  Symbol  einer  infinitcsimalen  Beriihnmgstrans- 
formation  der  2m  ~f-  1  Variabeln  (2);  die  Funktion  W  bezeichnen 
wir  als  die  »clmraUeristische  Fiinktion"  dieser  infinitesiinalen  Trans- 
formation. Verstehen  wir  imter  ii  eine  Funktion  erster  Ordimng  der 
2m  +2  Variabeln  x,  j,  so  stellt  der  Ausdruck 


nach  Art.  268  eine  infinitesimale  homogene  BeriiJinmgstnmsformatum  der 
2m  -f  2  Variabeln  (4)  dar;  Si  heifst  die  charakteristische  Funktion 
dieser  inf.  Transformation.  Die  Identitat  (6)  zeigt  jetzfc:  Vermoge  der 
Substitution  (3)  verwandelt  sicli  das  Symbol  der  infinitesimalen  ]3e- 
riihningstraiisforniatioii  mit  der  char  alder  Istisclien  Funldlon  W  (0  .  .  jMm) 
in  das  Symbol  der  inflnitesimalen  liomogcnen  BeriiJminystraiisformation 
mit  der  HtfcraJderistisehen  Funktion  —  ffm+i-  W,  mid  umgekehrt. 
Bosteht  die  Identitat: 

X-F—  [WF\  —  W  g^=0, 
so  sagen  wir:  die  partielle  Difforentialgleichung  1.  Ordnung: 

(9)  F(z>$i  -  *  MM,  Pi  -  *^//0  =  const. 

gestattet  die  intinitesirnalo  Beruhrangstransformation  mit  der  cliarak- 
teristisclien  Funktiou  W  (Art.  55);  dann  gestattet  uaturlich  aucli  die 
homoyene  partielle  Ditferentialgleiclaiing: 

(10)  Ffa,  ;^,  .  . 


die  homogene  infinitesimale  Benihrungstransfonnation  mit  der  charak- 
teristiscben  Funktion  —  flV-M  •  W,  d.  li.  man  hat  dann: 


417.  Es  seien  jetzt  <&  und  W  zwei  Integrale  der  linearan  partiellen 
Diifereiitialgleiclning  (1),  worin  I/Teine  gegebene  Funktion  der  Variabeln 
(2)  bedeutet.  •  Dann  sincl  wegen  (5j  auch  $  und  W  Integrale  der 
Gleichung; 


un«l,infolgeclessen  ist  nach  dem  Po^ow'sohen  Theorem  auch  (®W)  ein 
Integral  dieser  Grleichung.  Dieser  Ausdruck  ist  eine  Funktion  —  ller 
Ordnung;  ist  sie  also  nicht  identisch  null;  so  ist  ihr  reziproker  Wert 
die  charakteristische  Funktion  einer  homogenen  infinitesiinalen  Be- 
ruhrangstransformation;  clie  partielle  Difierentialgleichung  (10)  gestattet 
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offenbar  diese  Transformation,   und  aus   dem  vorigeu  Art.  folgt  jefczt 
del*  Satz: 

1)  Bind  0  ivnd  3P1  #wei  Integrate  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

(1)  [Ff]  -  0, 

und  ist  [<&  W]  nicht  null9  so  gestattet  die  $artielle  Bifferentialgleielwny 


inf.  BeriiJinmgstransformation  mit  der  cliaraUeristiseJten 

i 


Bs  sei  jetzt  0  erne  Losimg  von  (1),  ferner  gestatte  dio  partielle 
Ditferentialgleichnng  (9)  die  inf^  Berfihrungstransformation  mit  der 
char.  Funktion  W.  Dann  sind  $  und  qm+1  *  W  wegen  (5)  und  ((5) 
LSstmgea  der  linearen  Differentialgleichung  (I'),  also  ist  auch  der 
Ausdnick  (0,  g^+i  IF)  ein  Integral  dieser  Gleichung.  Dieser  Ausdruck 
ist  von  der  nnllten  Ordnung,  liefert  also  yermoge  (3)  ein  Integral  tier 
Grleichung  (1).  Demnach  folgt  aus  der  Identitat  (6)  der  Satz: 

2)  Ist  3>  eine  Losimg  der  Gleichung 

(1)  [Ffl  -  0 

und  gestattet  die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c  die  inf.  Hcriihnoiy$- 
transformation  mit  der  char.  FunUion  W,  so  ist  der 


iviedenim  ein  Integral  von  (1). 

Bndlich  nehmen  wir  an;  die  partielle  Differentialgleichung  F  ==  c 
gestatte  die  boiden  infinitesimalen  Berilhrungstransformafcioucu  W^  laid 
W^  dann  sin«d  qm+i  "W^imd  qm+lW^  und  infolgedessen  auch  der  An«- 
druck  (^/»+1TP1;  fo+iTT2)  Losungen  von  (!');  der  zuletzt  genannte 
Ausdruck  ist  von  der  ersten  Ordnttng,  also  die  char.  Funktion  einer 
inf.  homogenen  Bertihrungstransforrnation;  die  Identitat  (7)  liefert  jetzfc 
den  Satz1) 

S)  Gestattet  die  partielle  Diff'crentialgleielmng  F=e  die  infinite- 
simden  SeruJmmgstransformationen  mit  den  char.  FwMoneu  Wi  mid 
W^  so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimals  Seriiknmystmmformation  mit 
der  charaltferistisc'hen  Ftmktion 

(ii)  m 


1)  Lie  II,  Kap,  15. 
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Dieser  Satz  ist  im  Wesentlicbeu  gleicbbedeutend  mit  dein  fol- 
genden:  Setzt  man 

XJ=  [WJ\  -  W,  f|;  X,f=  \WJ\  -  W2  %, 
so  hat  mail  die  Identitat: 

x.x.f-  x,xj~  [s/-]  -  SB  ff 

Die  Riclitigkeit  dieser  Formel  wird  am  leicbtesten  erkannt,  wenn  man 
auf  die  drei  Funktionen  f,(im^riW1,qmjriW2  die  Jacobi'sche  Identitat 
(Art.  270)  anwendet,  und  die  drei  Gleichungen  (5)  (6)  (7)  beacbtet. 

Die  Satze  1)?  2);  3)  lassen  sich  ancb  sebr  leicbt  inittels  der 
Mayor'sclien  Identitat  beweisen. 

418.  Wir  sagen;  ein  v-gliedriges  In  volutionssy  stern 


(jestattet  die  infinitesimale  Beriibrungstransformation: 


wenn  alle  Ausdriicko  XFf  identiscli  null  sind.  Kennt  man  nun  yon 
dein  y-glieclrigeu  vollstandigen  System 

(13)  [I\f]  =  0,  [F,f]  =  Q..[F,.f]  =  0 
gewisse  Integrale 

(14)  Fl,..F,,Fr+1,..Fl        (A>»+1), 

so  sind  entweder  alle  aus  (14)  zu  bildemlen  eckigen  Klanimerausdrucke 
null,  und  die  Integration  von  (12)  kommt  auf  die  des  Z-gliodrigen 
Involutioussystems  F^  ==  ct  .  .  I*';.  =  Ci  binaus;  oder  der  Satz  1)  erlaubt 
infinitesimale  Beriibrungstransforinationen  aufzustellen,  die  das  gegebene 
Involutionssystein  gestattet.  Nebmen  wir  nun  allgemein  an;  dais  aufser 
den  Integralen  (14)  nocb  gewisse  inf.  Beriibrungstransforinationen  be- 
kannt  seion,  die  das  System  (12)  gestattet,  und  die  bezw.  die  charak- 
teristiscben  Funktionen 

(15)  W,,  W,,  .  .  W, 

besitzen  mogen.    Betrachten  wir  dann  eine  Funktion  der  Form: 

(16)  0(Fi,F»..Ft,  Wt,  W,,..  Wf\ 

so  folgt  aus  den  Beziebungen: 
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?,]  ==  Wi 
die  Identitat: 


Sehliefsen  '  wir  daher  den  Fall  aus,  dais  alle  -F,,  von  ^  frei  shul, 
so  konnen  wir  den  Safe  aussprechen: 

Eine  Funktion  der  Form  (16)  genilgt  daim  uud  imr  dann  clem 
vollstandigen  System  (13),  wenn  sie  in  den  Wh  homogen  nullter  Orel- 
mmg  ist.  Das  Involutionssystem  (12)  gestattet  dann  uud  nur  claim 
die  infinitesimale  Berdhrungstransformation  init  der  cliarakteristischen 
Funktion  (16),  wenn  diese  Funktion  in  den  Wh  lioinogen  erstor 
Ordnung  ist. 

419.  Indein  wir  jetzt  auf  die  bekannten  Fnnktionen  (14)  (15)  die 
drei  Satze  des  Art.  417  wiederholt  aiiwenden,  gelangen  wir  nacb  einer 
endlichen  Zahl  von  Operationen  zu  einem  System  von  Funktionen 

(17)  Fi9  F,,  .  .  Fv,  Fv+l  .  .  FQ,  W19  W»  .  .  W0 

von  folgenden  Eigenscliaften: 

a)  alle  Q  -(-  o1  Fnnktionen  (17)  sind  unabhangig; 

b)  alle  Ausdriicke  der  Form: 


SF 
[F,  jy;  [WkFi\  -W/t         \Wk  Wt]  +W,--  Wk  '- 


sind  dureh  die  Funktionen  (17)  allein  ausdrflckbar. 

c)  Die  Ft  sind  Losungen  des  vollstandigen  Systems  (13),  die  Wh 
charakteristische  Funktionen  von  infinitesimalen  Berillirungstransfor- 
mationen,  die  das  Involutionssystem  (12)  gestattet. 

Die  Zahl  <5  ist  ^  1;  andernfalls  waren  alle  \F(Fk\  null,  was  wir 
ausschliefsen  wollen,  ocler  durcli  Fl  .  .  f\  allein  daratellbar  uncl  infolge- 
dessen  Integrale  von  (13),  was  nacb.  Art.  415  nur  inoglich  isfc,  wenn 
das  Involotionssystem  (12)  nicht  dem  Typus  a)  angeborfc.  Ist  6  ^  2, 
so  sind  die  Ausdrucke: 


W^    W^  "    W1 

nacb  Art.  418  Integrale  des  vollstandigen  Systems  (13);  daher  konnen 
wir  uns  das  Funktionensystem  (17)  irnmer  auf  die  Form: 

(is)  *;,*;,..  #-1,  w 
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gebraclit    denken.     Diese   /  Funktionen   sind   unabhangig   und   es  be- 
stehen  offenbar  Identitaten  der  Form: 


r  - 


SF. 
[WF,]  -  W-^  =  sr,^  .  .  F,-j    (i  -  1,  .  .  ,  -  1). 

Die  Sake  1)  2)  3)  des  Art.  417  konnen  zusammen  als  Analogon 
dew  Poisson'sclien  Theorems,  eiu  Funktionensystem  (18)  von  der  so- 
eben  geiuuinten  Beschaffeuheit  als  Analogon  einer  r-gliedrigeu  Funk- 
tioneugruppe  betrachtet  werden.  Der  Zusammenliang  mit  den  Bnt- 
wickeluugeu  des  vorigen  §  ist  uninittelbar  evident:  Besitzt  eiu  Funk- 
tioiieusystem  (IS)  die  oben  erwahnten  Eigenschaften,  so  bilden  die 
Fuuktionen  : 


einc  f-gliedrige  homogene  Funktionengmppe  init  den  2m  -j-~  ^  Variabeln 
is,  q9  und  zwar  erscheint  diese  Fuuktionengruppo  in  der  rednmien 
Form,  die  in  Art.  407  unter  (10)  angegeben  wurde;  die  Umkehruug 
dieses  Satzes  ist  offenbar  ebenfalls  richtig. 

Ist  demnach  ein  f-gliedriges  Iiivolutionssystein  (12)  zur  Integi-ation 
vorgclcgfc,  und  kennt  man  von  vorneherein  gewisse  infinitesimale  Be- 
rfilirungstransformatiouen^  die  das  gegebene  System  gestattet,  und  ge- 
wis«e  Integrale  des  zugehorigen  vollstandigen  Systems  (13);  so  leliren 
die  Entwiekelimgen  dieses  uncl  des  vorigen  §;  wie  man  aus  clen  ge- 
nannten  Uinstanden  fur  das  gegebene  Integrationsproblein  clen  grofst- 
indgliclien  Vorteil  ziehen  kann. 

420.  Geliort  das  Involutionssystom  (12)  dom  Typus  /3)  an  (Art.  353), 

O    ft 

so  gestattct  es  die  infinitesimale  Transformation  -^~,  m.  a.  W.:  die  in- 

finitesimale Beriihrungstrauslbrmation  mit  der  charakteristi.schen  Funk- 
lion  •—  1.  Sind  in  diesein  Falle  0  und  '*F  zwei  Losungen  des  v- 
gliedrigen  vollstandigen  Systems  (13),  so  gilt  iiacli  Nr.  415  und  417 
dasselbe  von  den  drei  Ausdriicken: 


gestattet  feraer  das  System  (12)  erne  infinitesimale  Beruhrungstrans- 
formation  mit  der  cliarakteristisclien  Funktion  W,  so  ist  W  ein  In- 
tegral von  (13),  und  umgekehrt.  Kennt  man  also  von  vorneherein 
gewisse  Integrale  des  vollstandigen  Systems  (13j,  so  gelangt  man 
(lurch  wiederholte  Anwendung  der  Klammeroperation  [3>?Er]  und  der 
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o 

Operation  5-  in  alien  Fallen  zu  einem  System  von  unabhangigen  In- 

C  St 

gralen : 

/1  Ci\  *fF  TP      77  Tji 

^y;  r1? , .  xv,  ^/v-j-i . .  -r/— •  i 

von  der  Eigenschaft,  dafs  identisch: 


Sind  alle  ^  null,  so  bilden  die  J?/  im  Sinne  von  §  2  erne  r  —  1- 
gliedrige  Funktionengruppe  in  den  2m  Variabeln  X7  jp,  und  lassen 
sich  Bach.  der  daselbst  entwickelten  Theorie  fur  die  Integration  von 
(12)  verwerten.  Im  entgegengesetzten  Falle  kann  das  System  (19), 
wie  man  leiclit  erkennt;  dureh  ein  anderes  von  der  Form: 

<513  *2?  ..  *r_a,  H 

ersetzt  werden,  worin  die  $/  von  g  frei  sind  und  fitr  sich  eine  r  —  2- 
gliedrige  Funktionengruppe  im  Sinne  von  Art,  397  bilden,  vahreud  H 
die  Form: 


besifczt,  und  r  —  2  Identitaten  der  Form: 

[H9t]  =  Vfa,  0>2,  .  .  0_2)        (i  -  1,  .  .  r  ~  2) 

befriedigt,  Die  Verwertung  dieses  Funttionensystems  fur  die  Integration 
von  (12)  erfolgt  dann  wie  oben  durch  den  tJbergang  zii  der  zugehorigen 
homogenen  Funktionengruppe  in  den  2m  +  2  Variabeln  x,  q. 

Im  Falle  y)  gestattet  das  Involutionssystem  die  infinitesiinale  Be- 
riihrangstransformation  mit  der  oharakteristischen  Funktion  je?;  in  der 
That  hat  man  ja  in  diesem  Fall: 


Man  verifizirt  sofort?  dafs  aucB.  bier  die  Verwertung  bekannter  In- 
tegrale  des  Systems  (13)  unmittelbar  auf  die  Theorie  des  vorigen  § 
zuruekfuhrt. 

421.  Ein  Involutionssystem  vom  Typus  /3)  ist  nach  deni  Vorigen 
dadnrch  charakterisirt,  dafs  es  die  Mnitesimale  Beruhrungstransfor- 
mation  mit  der  charakteristisehen  Funfction  1  gestattet,  ein  System. 
vom  Typus  y)  dadurch,  dafs  es  aufserdem  noch  die  Beriihrungstrans- 
formation  mit  der  charakteristischeE  Fuuktion  t  gestattet.  Auf  diese 
Weise  erklaren  sich  die  Integrationsvereinfacliungen,  welche  die  ge- 
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nannton  Falle  dem  allgeineinen  Fall  a)  gegeniiber  darbieten.  In  der 
That,  ist  das  gegebene  Involntionssystem  (12)  von  0  frei,  dann  und 
nur  dann  bilden  die  Funktionen: 

F19  FS,  ..  Fv,  qM+l 

eine  v  +  1-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  in  den  2m  -f-  2  Va- 
riabeln  oc,  q,  und  zwar  ein  Involutionssysteni;  dessen  Integration  nach 
Art.  414  je  eine  Operation 

2m  +  2  —  2(i/  +  1),  2m  -f  2  —  2(v  +  1)  —  2  etc. 

d.  h.  also  die  Operationen  2m  —  2>';  2m  —  2v  —  2  etc.  erfordert. 
Im  Falle  y)  und  nur  in  diesein  bilden  die  Funktionen 


oder;  was  dasselbe  sagt;  die  Funktionen 


eine  v  +  2-giiedrige  homogene  Funktionengruppe,  deren  ausgezeichnete 
Funktionen  F^  .  .  J?,,,  alle  nullter  Ordnung  sind.  Nach  Art.  414  er- 
fordert also  die  Integration  des  Involutionssystems  (12)  in  diesem  Falle 
je  eine  Operation 

2  w  +  2  —  2  (v  +  2)  +  2  —  1  =  2m  —  2  v  —  1;  2m  —  2  v  —  3,  ,  .  3,  1; 

was  mit  den  Ergebnissen  von  Kap,  XIII  abereinstimmt. 

422.  Die  vorstehenden  Resultate  sind  Spezialfiille  der  beiden  folgen- 
den  Sat'/e: 

Gestatiet  an  v-gliedriges  Involutiomsystem 

(12)  Fi(ss,  %  .  .  XM,  pt,  .  .  pm)  =  cf        (i  =  1?  .  .  v) 

eine  brkwwtc  infinitesimals  BcrilJmmgstnmsformfdion,  so  erfordert  seine 
Integration  je  cine  Operation 

2m  —  2v,  2m  —  2v  —  2,  .  .  4,  2,  0. 

Gesfattet  cs  wei  infinitesimale  Benlhrungstransformatlonen  mit  den 
charakterktisclim  Fmldionen  Wi  und  W$9  und  ist  der  Aitsdruck 


nwU  nutty  so  erfordert  die  Integration  des  Systems  (12)  je  eine  Operation: 

2m  —  2v~l,2m~2v  —  3,,.  3,  1; 

versehwindet  dagegen  der  Ausdruck  (20)  identisch,  so  verlcmgt  diese  In- 
tegration nnr  je  eine  Op&raUon: 

2m  —  2v  —  2,  2m  —  2v  —  4,  .  .  4,  27  0, 
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Die  Richtigkeifc  der  letzten  Behauptung  erkennt  man  sofort  durch 
die  Betrachtung  der  v  +  2  -gliedrigen  homogenen  Funktionengrnppe: 

F19  .  .  Fv,  qm+i  W1}  qm+i  TF2, 

welche  tmter  der  gemachten  Annahme  ein  v  +  2-gliedriges  Involutions- 
system  bildet;  die  tibrigen  Satze  fliefsen  mirnittelbar  aus  Art.  419. 
Enthalt  beispielsweise  erne  partielle  Differentialgleichnng: 

(21)  Ffay,*,]?*^)***  const. 

irgend  cine  der  Variabeln  x,  y,  0  nicht,  so  gestattet  sie  eine  der  infini- 
tesimalen  Berfthrungstransformationen  —}  —>  ^~7;  deren  cbarakter- 

istische  Funktionen  bezw.  gleich  p,  q}  —  1  sind;  ilire  Integration  er- 
fordert  also  je  eine  Operation  2  und  0;  enthalt  sie  irgend  zwei  der 
Variabeln  x3  y,  $  nicht;  so  verlangt  ihre  Integration  nur  eine  Quadvatnr 
(vgl.  Art.  370). 

423.  Als  weiteres  Beispiel  betrachten  wir  diejenigen  partiellen 
Differentialgleichnngen  der  Form  (21)  ?  welche  die  infinitesimale  Be- 
riilirungstransforrnation  init  der  cliarakteristischen  Funktion 


gestatten.    Diese  infinitesimale  Transformation  hat  die  Form: 
'  ~  1  /    d£   ,       Sf       a  A 

^  Sx    q  '*y  ~  w  ' 


die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Xf  =  0  besitzt  die  Integrale 

p,  q,  %  +  p0,  y  +  %$. 
Soil  also  XF—0  sein,  so  mufs  (21)  die  Form 

(22)  F(p,  q,  x  +  j)g,  y  +  q#)  =  e     r) 
liaben.     Schreibt  man 

(23)  rt  =  <%qz  —  %^  rs  =  x^ql  —  x^  rs  EE  x^  —  *•«&, 

so  lafst  sich  die  Gleichung  Jr=  c?  die  aus  (22)  durch  die  Substitution 

(24)  «-«i;y-^;^-ai;p-^;  2  -  ~^s- 
heryorgeht;  in  folgender  Form  schreiben: 

&>  ffa,  *i,  ra,  rs)  =  «; 


1)  Die  Gleichungen  dieser  Art  warden  zuerst  von  Abel  Transon  betrachtet 
Journal  de  1'ficole  polyl,  cab.  38,  Bd.  22.  (1861);  vgl.  Lie-Scheffers7  Geometrie 
der  Berfihrungstransformationeu  I,  p.  278,  676  ff. 
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worm  die  Funktion  3>  hinsichtlich  der  6  Variabeln 


hornogen  nullter  Ordnuug  ist.     Die   (5  Grofsen  (26)  sine!  dabei   durch 
die  Identitat 


(27)  11  I.--  qir,  +  ff8ra  +  ffsrs  =  0 

an  einauder  gekniipft.  Umgekrfirt  flihrt  jede  Gleichimg  der  Form 
(25);  dereu  linke  Seite  hinsichtlicli  der  6  Variabeln  (2G)  hoinogen 
nullter  Ordnung  ist;  veraoge  der  Substitutionen  (23)  imd  (24)  zu 
einer  Relation  der  Grestalt  (22)  ziirfick. 


Die  Funktionen  <5  und  ff3]/l  +  -^  +  ~^?  oder;  was  dasselbe  be- 

'  ffs  "         ch  " 

sagt;  die  Funktionen 

*  und  Q  ~=  q^  +  ft2  +  ffs» 

bilden;  wie  aus  Art.  417  oder  aucli  dureh  direkte  Reebnung  leiclit 
iblgt;  ein  ssweigliedriges  Involutionssystem  init  den  G  Variabeln  ,r,-;  q-t] 
nacli  Art.  o54  verlangt  also  die  Integration  der  Grleiclnmg  (25  j  zu- 
nachst  die  Bestiininung  eiues  von  <5  und  von  Q  unabliangigen  Inte- 
grals des  zweigliedrigen  Jacobi'sclien  Systems: 

(28)  .. 
^     J 

(29)  0. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleicliimg  (29)  1st  eine  arbitrare 
Funktion  der  G  Grrofsen  (26);  unser  ProWem  kommt  also  darauf  liin- 
aus7  von  der  Gleichung  (28)  ein  Integral  zu  bestiiumen,  das  nur  von 
den  G  Variabeln  (2G)  abhangt;  aber  nieht  durcli  die  Funktionen  <P;  Q,  R 
tillein  ausdrflckbar  ist.  Untor  der  Aimalune,  dafs  f  nur  von  den  Va- 
riabeln (2Q)  abhangt,  schreibt  sicli  aber  die  Gleiehung  (28)  folgender- 
inafsen  : 

(30)  <> 
und  man  hat: 


und   die  4   analogen  Gleichungen  ;   die   hieraus   durch   cycliscbe   Yer- 
tauschung  der  Indices  entstehen.  Die  Koeffisdenteu  der  Gleichung  (30) 
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hangen  also  ebenfalls  nur  von  den  Variabeln  (26)  ab;  und  wir  konnen 
unser  Integrationsproblem  so  formuliren  :  man  sucht  ein  nicht  clurch 
3>7  Q,  R  allein  ausdriickbares  Integral  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung  (30),  in  der  jetzt  die  6  Variabeln  qt)  rf  als  ebensoviele 
Independent?,  betrachtet  werden  dtirfen.  1st  jetzt  die  Determinante 


(31) 


9* 


vermoge  R  —  0  nicht  null,  so  sind  die  drei  Funktionen  $?  Q,  R  Inn- 
sichtlich  der  Variabeln  q1q%q$  unabhangig.  Ist  dann  q^q^q^rfr^r^ 
eine  Stelie,  au  der  diese  drei  Funktionen  bezw.  die  Werte  <£°,  $°,  0  an- 
nehmen,  und  an  der  $  regular  ist,  so  kann  man  in  die  partielle 
Differentialgleichung  (30)  die  Variabeln  <$,  Q,  R  statt  der  qt-  als  neye 
Independente  einfuhren,  und  die  Koeffizienten  der  transform irten  Glei- 
chung  werden  an  der  Stelie 


regular.    Man  hat  nun: 

(*  <?) 


Aber   der  Ausdruck   (^$)   ist   null,  und,   wie   die   Ansiwhnung 
lehrtj  auch  (JB*);  die  Relation  (30)  erhalt  also  die  Form 


(33)  (*0        H-(*r,)        +(*r.)        =  0. 

Die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  sind  Funktionen  von  0,  Q,  It, 
r^rZf  und  an  der  Stelie  (32)  regular.  Sie  verseliwinclen  nicht  alle 
vermoge  R  =  0,  da  andernfalls  auoh  die  Determinante  (31)  vermoge 
E  =  0  null  ware;  wir  durfen  daher  annehmen,  dafs  sie  insbesondere 
an  der  Stelie  (32)  nicht  alle  verschwinden. 

Man  kann  jetzt  mittels  einer  Operation  2  ein  Integral 

aCtf^ftfn^fj) 

der  Gleichung  (33)  augenscheinlich  immer  so  bestimmen,  dafs  es  an 
der  Stelie  (32)  regular  ist  und  wenigstens  eine  der  Variabeln  n  wirk- 
lich  enthalt,  auch  wenn  R  darin  durch  Null  ersetzt  wird.  Substituirt 
man  fur  die  Ausdrucke  n  ihre  Werte  (23),  so  reduzirt  sich  fi  nicht 
auf  eine  Funktion  der  5  Gr5fsen  0,  Q,  xly  x%7  ^  allein,  d.  h.  die  drei 
Funktionen  0,  Q,  &  sind  hinsichtlich  q^q^  unabhangig.  Driickt  man 
nunmehr  mittels  der  Belationen: 
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die  qt-  als  Funktionen  von.  x^^cc  c"  aus;  und  substituirt  die  erhaltenen 
Werte  in  den  Ausdruck 


so  verwandelt  sich  dieser  in  eiu  exaktes  Differential  dV(xlx^ccf  c'f] 
und  V  wircl  dureh  eine  Quadratur  gefunden  (Art.  369).  Die  Gleickung 
£  =  F  +  const,  ist  em  vollstandiges  Integral  der  partiellen  Differen- 

r1  ff 

tialgleichung  (2f>);  wenn  darin  unter  den  qf  die  Ableitungen  ^  ver- 

0  tC  ' 

stamlen  werden;  nacli  Art.  314  erhalt  man  liieraus  ohne  weiteres  ein 
vollstandiges  Integral  der  Gleichung  (25)  ina  Sinne  der  zweiten  1.  c. 
gegebenen  Definition. 

1st  die  Determiuante  (31)  verinoge  JB  =  0  identisch  nnll?  so  darf 
man  3>;  ohne  die  AUgeineinheit  zu  beschranken;  als  eine  homogene 
Funktion  nullter  Ordnung  der  vier  Grofsen  Y~Qy  rlf  r2;  rs  voraussetzen; 
dann  bilden  die  drei  Funktionen  0?  ii?  i\2  -f-  r^  -(-  r$*  ein  dreigliedriges 
Involutionssystoin;  und  die  Integration  von  (25)  geselneht  mittels  einer 
Quadratur.  Eine  Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  dais  aufser  (31)  auch 
noeh  alle  droi  Funktionen  (<&>*/)  vermoge  II  ==  0  verschwinden.  Daun 
aber  kann  die  Gleiehuug  (25)  auf  die  Form 

(34)  r^  +  !j!±J}L=  const. 

gtibracbt  werden  ;  und  die  drei  Funktionen 


bilden    ein    dreigliedriges   Involutionssystoin    nullter    Ordnung,  woniit 
die  Integration  von  (fU)  nacb  Art.  309  eiiedigt  ist.1) 

§  o.     Die  Backlund'sche  Theorie. 

424.  Durch  die  Entwickelungeu  des  Kapitels  XIII  ist  die  Frage 
nacb  den  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  Integral-  Mw  mehrerer  be- 
liebig  vorgegebcuer  Grleiclumgen 

(  Ij         FiQs,  $„  x^  .  .  xm,  PI,PZ,  .  .  jow)  =  0        (i  =  1,  2,  .  .  r) 
vollkommen  erledigt.    In  diesem  §  wollen  wir  untersuchen?  auf  welch  e 


1)  Weitere  Beispiele  von  partiellen  Differential gleichimgen  erster  Orclnung 
mit  "bekannten  infinitesimalen  Transformationen  s.  in  dem  pag.  590  stitirten  Buch 
von  Lie-Schotters,  Kap,  13  u.  14, 

v,  Weber,  J)as  Pfaffscho  Problem.  38 
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Weise  man  iiberhaupt  die  gemeinsamen  Integralmannigfaltigkeiten 
eines  gegebenen  Gleichungen  systems  (1)  ennitteln  kann,  m.  a.  W.:  wir 
wollen  fur  jede  Zahl  v  der  Reihe  1,  2,  .  .  «w  entscheiden,  ob  die  ge- 
gebenen Gleichungen  (1)  gemeinsame  ^fach  ausgedehite  Integral- 
mannigfaltigkeiten besitzen  konnen,  oder  nicht,  mid  im  ersteren  Falle 
die  Gesamtheit  der  Integral-  Mv  aucli  wirklich  bestimmen. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  gesehieht  im  Wesentlichen  durch 
einen  von  A.  V.  BMlmd*)  auf  synthetischern  Wege  gefundenen  Sat*/, 
der  sich  uns  als  einfache  Folgerung  aus  der  allgemeinen  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems  darstellen  wird.  Dieser  letztere  Umstand  reelit- 
fertigt  auch  die  Einordnung  dieser  Untersuchung  in  das  vorliegende 
Kapitel  uber  Funktionengruppen;  beiden  Theorien  liegen  nilmlicli  die- 
selben  analytischen  Thatsachen  zu  Grunde;  und  zwar  die  Satze  von 
Kap.  IX,  §  4 

Im  Hinblick  auf  die  grofse  Anzahl  der  sich  hier  darbietenden 
Moglichkeiten  erscheint  es  nicht  thunlich,  das  eben  genannte  ail- 
gemeine  Problem  mit  der  Ausfuhrlichkeit  zu  behandeln,  die  wir  in 
Kap.  XIII  dem  Spezialfall  v  ===  m  m  teil  werden  lielsen;  wir  be- 
schranken  uns  daher  auf  die  Hervorhebung  der  wichtigsten  Resultate, 
wahrend  wir  die  genauere  Ausfuhrung  derselben  und  zuin  Teil  auch 
die  Verifikationen  dem  Leser  iiberlassen. 

425.  Vorab  erinnern  wir  auch  hier  wieder  daran?  dais  wir  uns 
das  Grleichungssystein  (1)  von  vorneherein  auf  eine  Form  gebraeht 
denken,  in  der  es  hinsichtlich  der  2m  +  1  Yariabeln 

(2)  *,  %!,  •  •  %m,  Pi,  •  •  Pm 

den    Bedingungen    des    Art,   40    genugt.     Wir    bezeichnen    nun    wit« 

friiher  mit 


die  Variabeln   (2)   in   irgend   einer  bestimmten   Eeihenfolge.     Setzen 
wir  noch 

r  -|-  s  ==  2m  +  ^ 

so  durfen  wir  annehmen;  dafs  die  Relationen  (1)  in  der  Form: 
(4)  A.+*-9*(^^.-*.)        (»-l,2,..r) 

auflosbar  seien.    Der  Pfaff'sche  Ausdruck: 


verwandelt  sich  dann,  wenn  man  die  Grofsen  ^^4.7,  durch  ihre  Werte 
(4)  ersetzt;  in  einen  PfaiFsehen  Ausdruck 


1)  Bftckhrnd  I 
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^0  E?  o^  -  •  A,)  d  AX  H h  «*  (*i  •  •  ^)^o 

welclier  nach  Art.  236  die  Klasse 

(5)  %Q  =  tf  +  <3r  -f  2m  +  1  —  2r 

besitzt;  dabei  bedeuten  2tf  nnd  2</  die  Rangzahlen,   die  den  Matrices 


(B,) 


0 


vermoge  des  Grleickungensystems  (1)  zukommen. 

1st  zimachst  KO  =  0,  so  verschwindet  z/0  identisch ;  d.  h.  die 
Qleicliuugen  (1)  stelleii  an  sich.  schon  eine  Element- Jf2w 4. i_r  deft 
Ran  ins  JR^^i^^  ,  .  a?/w)  dar;  naturlicli  mufs  dann  r^w-j-1  seiu. 
Man  hat  jetzt 

(>  =  O1'  —  1  =  r  —  Wi  —  1 , 

nnd  das  Problem,  alle  geraeinsaraen  Integralraannigfaltigkeiten  des 
Systems (1)  xn  finden,  wird  trivial;  man  brauclit  ja  zn  diesem  Zweck  nur 
den  Gleichnngen  (1)  beliebige  weitere  Relationen  kinzimifiigen.  Es 
sci  noch  daran  erinnert,  dais  im  Falle  r  !>  m  +  1  die  Zahl  r  —  m  —  1 
der  Minimahvert  ist;  den  <7  annehmcn  kann,  wenn  die  gegebenen  Grlei- 
chnngon  (1)  wirklich  ein  r-gliedriges  Gleichnngensystem  im  Sinne 
von  Art.  40  darstellen  sollen  (Art.  243). 

Bs  sei  zweitens  XQ^I*  Da  <?'  entweder  gleich  (3  oder  gleich 
c?  -j-  1  ist,  so  folgt  aus  (5),  dafs  die  Pfaff'sclie  Gleiclmng  z/0  ==  0  in 
alien  Fallen  auf  eine  reduzirto  Form 

(6)  rfg  —  ^d^ ^-i^t-i  ==  0 

gebraeht  werden  kann,  wenn  man  mifc  %  die  Zalil 

•t  =  0  *j-  m  -|-  1  —  r ; 

nnd  init  g?  ar/;  |/  gowisse  2r  —  1  tmabhangige  Funktionen  der  Varia- 
beln  iit  l%i  *  *  ^  bezeichnet. 

Die  Herstellung  der  rednzirten  Form  (C)  erfolgt,  wie  man  mit 
IHilfe  von  Ivap,  IX,  §  4  leieht  erkennt,  dnrch  je  eine  Integrations- 
operation 

2*  — 1,  2t  — 3,  ..  3,  1. 
Es  seien 

%(*)%<*>  . .  fy.w        (fc  —  1,  2, . .  r  —  2  tf) 

die  linear  unabbSngigen  Losungen,  die  das  Gleiclrangensystern 
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%[MJ  +  ,JM]  +  •  -  +  Vr[FrFf]  ~  0  (/-!..  f) 

vermoge  (1)  besitzt.    Setzt  man  dann 


substituirt  man  ferner  in  den  Koeffizienten  der  GHeichungen 


fttr  die  i^  .  .  AS^+I  ibre  Ansdriicke  (4)  und  lafst  die  mit 

Sf  8f 

8i*H-i     8**«*-M 

multiplizirten  Terme  fort,  so  entstebt  ein  r  —  2<3>-gliedriges  voll- 
standiges  System  /  nait  den  unabhangigen  Variabehi  A1;  AS;  ..  A«;  die 
2r  —  1  Funktionen  g;  %;  |,  bilden  ein  System  unabliangiger  Losungen 
desselben,  und  zwar  kann  z,  B,  fur  |t  ein  beliebiges  Integral  von  J 
gewablt  werden. 

426.   Die  Relationen  (1)  definiren  zusammen  mit  den  folgenden: 

(7)  t  =  <?5  li  =  ^i?  •  -  l*-i  =  Cr-i 

T-fach  unendlich  viele  gemeinsame  Integral  -Mm^0  der  vorgelegten 
Grleiebungen  (1);  jedes  gemeinsame  Flachenelement  dieser  Gleicliungen 
ist  im  allgemeinen  auf  einer  und  nur  einer  derartigen  Element-  JUm—u 
enthalten.  Wir  bezeicbnen  die  Gresamtbeit  der  durcb  (1)  (7)  definirten 
Integral  -M^-a  als  ein  ,,vollstandiges  Integral"  der  gegebonen  Glei- 
cbungen  (1). 

Die  Integral  -Mm-a  eines  vollstandigen  Integrals  sind  also  da- 
dureb  charakterisirt,  dafs  sie  zusammen  alle  oo2"1^1—  ^  Flacbenelemente 
nmfassen,  die  durcb  die  Relationen  (1)  definirt  werden. 

Die  allgemeinste  Integral-  Jfm^ff  des  Systems  (1)  wird  erbalten, 
indem  man  naeli  den  Regeln  von  Kap.  VII  die  Pfaff'scbe  (ileicbung 
(6)  durch  T  Eelationen  zwiscben  den  Variabehi  g;  |;  %  befriedigt  Der 
tJbergang  von  einem  bestimmten  vollstandigen  Integral  m  einem  be- 
liebigen  andern  vollstandigen  Integral  vollziebt  sicb  wie  in  Art.  318 
durcb  eine  Beriibrungstransformation  der  2r—  1  Variabeln  &\. 

TJm  alle  weniger  als  m  —  ^-facb  ausgedehnten  Integralmannig- 
faltigkeiten  der  gegebenen  Gleicbungen  zu  finden;  hat  man  der 
Pfaff'schen  ftleiebung  (6)  durcb  ein  System  von  mebr  als  *  Relational 
in  allgemeinster  Weise  zu  geniigen;  nacb  Kap.  VII,  §  2  entsteben  da- 
durcb  Gleicbungensysteme,  die  aufser  den  Variabeln  g;  &,  X(  aucb  nocb 
ii  .  ,  ks  explicite  entbalten  k5nnen, 

427.  Die  Relationen 
f  —  c,  &  =  d,  %  -  Vi    (i  «  1,  .  .  tr  _  i;  c?  c.?  v.  arbi  Konstante) 


[428]  §  5.     Die  BacMimcVsche  Tlieorie.  597 

definiren  unter  der  Annahme  r  >  2tf  mit  (1)  zusammen  ein  System 
von  oo3*~1-fach  imeudlich  vielen,  r  —  2(?-fach  ausgedehnten  Integral- 
mannigfaltigkeiten  von  (1);  welche  wir  als  ?;Charakteristiken"  oder 
?,charakteristische  Mr~-*0f<  des  gegebenen  Gleichungensystems  (1)  be- 
zeichnen  wollen.  Diese  Charakteristiken  sind  auch  definirt  durch  die 
Relationcii: 

worin  die  linkeu  Seiten  ein  System  unabhangiger  Losungeu  des  vorhin 
definirten  vollstaudigen  Systems  J  darstellen  (Art.  425). 
Wir  nennen  das  Wertsystem 

(8,)  0°#J;  -  •  ^4,  j>J; .  .j/Jt 

eiu  niclitsingutiireti  Fliiehenelement  des  gegebenen  Gleichungensystems 
(1);  wenn  folgende  Bedingungen  erfiillt  sind: 

1)  alle  Funktionen  Fiy  . .  Fr  sind  an  der  Stelle  (8)  regular  und 
verschwinden  daselbst. 

2)  Es  verschwinden  an  der  Stelle  (X)  weder  alle  2^-reihigen  De- 
termiuanten  der  Matrix  (JBr)  noch  auch  alle  f-reihigen  Determinanlen 
des  Schemas: 

.1^;        n<\    g^    r^        9  if 


r*' 


Ein  Wertsystem  (8)7  das  zwar  die  Bedingung  1);  nicht  aber  2) 
erfullt,  wird  ein  sinr/idares  Flachenelement  genaimi  Unter  einer  sin- 
ynlfimi  Intwjmlmmnlyfaltlykeit  verstehen  wir  dem  entsprechend  eine 
seiche,  die  aus  luuter  singularen  Flacheneleinenten  besteht.  Dies  vor- 
ausgeschicktj  erkennt  man  leiclit  die  Richtigkeit  folgender  Satze: 

Jcdtis  nicktsinfj'idare  FlaeJwmlement  des  Systems  (1)  ist  auf  einer 
uud  nttr  einer  ckaraftteristischen  Mr^.^>0  cnthalten. 

L'mjen  givel  lenaeJibarte  nicM  singiddre  FUiehenelemente,  die  dem 
System  (1)  geniiyen,  verdnigit*,  so  liegen  die  be%w.  von  ihnen  ausgehenden 
charaJtteristischen  Mr-*n  ihre/r  gansen  Ausdehnung  nacli  vereinigi 

EntMlt  eine  nicht  singular®  Integral-Mm^a  ein  yewisses  Fldchen- 
clement  (H);  so  enthalt  sie  aueJi  die  game  von  ihm  ausgeJicnde  Charwfa 
Iwistik,  m.  a.  W*:  Jede  nicht  singulare  IntegralrMm—a  ist  von  cx)"*"^*7 
cliarahteristisclien  Mr^.^ff  erizeugt. 

428.  Aufser  den  in  Art.  426  genannten  Integralaquivalenten,  welche 
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mit  Hiilfe  einer  reduzirten  Form  (6)  durch  Gleichungensysteine  in 
%,%&,  dargestellt  warden,  kann  das  gegebene  System  (1)  nur  noch 
singulare  Integralaquivalente  besitzen  (Kap.  VII,  §  2). 

Diese  inussen,  so  feme  sie  uberhaupt  existiren,  aufser  (1)  aucli  noch 
diejenigen  Relationen  erfflllen,  die  durch  Nullsetzen  aller  20- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (J?r)  oder  aller  /--reihigen  Dc- 
terminanten  in  dem  Schema  (9)  erhalten  warden;  ihre  Ermittelung 
kommt  darnach,  wie  man  leicht  einsieht,  in  alien  Fallen  clantuf  hinaus, 
alle  gemeinsamen  iiichtsingularen  Integralmannigfaltigkeiten  eines  Glei- 
chungensystems  zu  finden,  das  aus  (1)  durch  HinzufSgung  gewisser 
Relationen  enfcsteht, 

Von  besonderem  Interesse  ist  die'  Frage  nacli  den  etwa  vorhaii- 
denen  mehr  als  m  —  6-facli  aiisgedelmten  Integralinannigftiltigkeiton, 
die  nach  Art.  191  notwendig  singular  sind;  dieser  Frage  wollon  \vir 
uns  jetzt  zuwenden. 

429.  Sollen  die  Gleichungen  (1)  eine  Integral- Mm-.,>  geinein  hubcn, 

wobei 

m  —  Q  >  m  —  tf;  also  g  <  <? 

angenornmen  wird;  und  m  —  9,  wie  sich  von  selbst  verstohi,  nicbt 
grofser  als  2m  -j-  1 — r  sein  darf;  so  mufs  es  nach  Art.  243  em 
Grleichungensystem 

(10)  F1  =  0,    .  .    Fr  =  0,   Fr  +  i  =  0,    .  .    Fn  +  q+i  =  0 

geben,  vermoge   dessen   der  Eaug    der  Matrix   (Bm+Q+1')  gleich   2(> 
wird.    Eine  geineinsaine   Integral -Mm^.^  cles  gegebonen  Gleichungen 
systems  (1)  mnfs  demnach  auch  alle  diejenigen  Relationeu  orfllllen,  die 
durch  Nullsetzen   aller  2  9  +  2-reihigen  Hauptunterdetenninanten   der 
Matrix  (Br)  entstehen.    Da  2<p<2<??  wo  2<?  den  Rang  von  (Ji)  bo- 
deutet?  so  erhalt  man  auf  dieseni  Wege  sicher  neue  Relationen,    Diese 
fiigen  wir  dem  System  (1)  binzu,   und   denken  ims   das   entstehende 
Gleichungensystem  auf  eine  Form  gebracht;  in  der  es  den  Festsefeaungen 
des  Art.  40  geniigt.    Auf  das  so  erhaltene  Relationensystem 
(11)  F,  =  0,  . .  Fr  =  0,  Fr+l  =  0,  .  -  Fr+,,  -  0 

wenden  wir  dieselbe  Sehlufsweise  von  neuem  an;  d.  h.  wir  seken  alle 
2 Q  +  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (JRr-f-x)  glcichnull?  und 
fiigen  die  erhaltenen  Relationen  dem  System  (11)  bei?  u.  s.  w. 
Auf  dieseni  Wege  erhalten  wir  nach  einer  endlichen  Anzabl  von 
Schritten  notwendig  entweder 

1)  ein  mehr  als  m  +  1  +  p-gliedriges  Relationensystem  zwischeu 
den  Variabeln  09  xh  ph  und  das  gegebene  System  (1)  besitxt  dann 
iiberhaupt 
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oder  2)  ein  m  -f  1  +  p-gliedriges  Gleichungensystem  (10),  ver- 
moge  dessen  in  der  zugehorigen  Matrix  (Bm+Q+1}  alle  2p  -f-  2-reihigen 
Hauptunterdeterminanten  verschwinden,  das  also  eine  m  —  p-fach  aus- 
gedehnte  Elementmannigfaltigkeit  darstellt;  diese  1st  clann  die  einzige 
gcmeinsame  Integral- Mm-q  der  gegebenen  Gleichungeii  (1); 

oder  3)  ein  weniger  als  m  -f  Q  +  1-gliedriges  Gleictungensystem 
(11),  vermoge  dessen  der  Rang  von  (Br+/)  nicht  grofser  als  2^  ist. 
Die  gegebenen  Grleicliungen  besitzen  dann  unbegrenzt  viele  Integral- 
Hm-.Q,  die  nacli  der  Vorachrift  cles  Art.  426  gefunden  werden. 

Dnrch  dicsen  Ansatz,  der  das  Verfahren  des  Art.  351  als  Spezial- 
fall  (p  =  0)  enthjilt,  ist  das  in  Itede  stehende  Problem  vollkommen 
erledigt. 

Wir  bemerken  noch;  dafs  sich  den  liesultaten  dieses  §  zwei  ganz 
analogc  Tlieorien  an  die  Seite  slellen  lassen;  die  eine  bezieht  sicli  auf 
die  Amuihme,  dais  die  Gleicliungen  (1)  von  $  nicht  abhaugen;  die 
amlere  auf  den  Fall?  dais  die  Gleicliungen  (1)  anlserdem  noch.  hin- 
sichtlich  der  ^;  homogen  sind. 


Kapitol  XV. 

Obersieht  fiber  die  historische  Sntwickelung  tier  Theorie  des 
Pfarsehen  Problems.1) 

430.  J.  |\  Pfaff;  (5.  P.  (tanss.  Ubcr  den  Instorischen  Ausgangs- 
punkt  der  Theorie  des  Pfajff'sohen  Problems  wurde  bereits  in  der  Ein- 
U'itnng  bericlitei  Es  soli  hier  auf  den  Inhalt  der  Pfaff'schen  Abhandlnng 
f[|  mit  kurzen  Worten  eingegangen  werden. 

Das  wesentlich»te  Ergebnis  dieser  Abhandlung  besteht  in  clena 
Saize,  dais  jcdor  Pfaff 'schen  Gleichung  in  2v  oder  2v  —  1  Variabeln 
durch  i/  Relationen  zwischen  dieseu  Variabeln  geniigt  werden  kann. 
Den  Beweis  dieses  Sates  fiihrt  Pfaff  mittels  seines  Beduktionsvorfabrens 
(Kap.  IVj  §  l)7  tmd  zwar  durcli  vollstandige  Induktion,  nachdem  er 
zuvor  die  Spezialf alle  v  =  2,  3,  4,  5  eingelaend  behandelt  bat.  Damit 
erhalt  er  gleichzeitig  eine  Integrationstheorio  der  partiellen  Differen- 


1)  Die  in  f  J  boxw.  in  ( )  beigeftigten  Citate  beziehen  sich  auf  das  Litteratur- 
versseichnis  am  SeMusse  dieses  Kapitels,  reap,  auf  die  Kapitel  und  Artikel  dieser 

Vorlesungen, 
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tialgleichmigeu  erster  Orduung  mit  einer  Unbekamiten  iincl  belicbig 
vielen  Independenten,  auf  Grand  einer  Uberlegung,  die  schou  111  der 
Binleitung  dargelegt  wtirde. 

Pfaff  giebt  nnter  der  Annahme  eines  bedingungslosen  Differential- 
ausdrucks  mit  gerader  Variabelnzahl  auch  das  allgemeine  Bildungsgesetz 
cles  bei  der  ,,geraden  Reduktion"  (Art.  108)  zu  benutzenden  Hiilt's- 
systems  gewohnlicher  Differentialgleichungen,  m.  a.  W.  die  Definition 
der  Pfaff'schen  Aggregate  (Art.  18),  natiirlich  ohne  Heranziehung  syni- 
bolischer  Bezeichnungen.  Auf  den  Fall  ledingter  Differentialausdriicke 
geht  Pfaff  nicht  naher  ein,  sondern  bemerkt  in  dieser  Hinsicht  nur, 
dafs  eine  Pfaff  'sche  Grleichung  mit  2v  —  1  Variabeln  durch  Einfilbrung 
neuer  Veranderlicher  nur  dann  auf  eine  Gleichung  mit  weniger  uls 
2i/  —  1  Variabeln  reduzirt  werden  kann,  wenn  ihre  Koeffizienten  eine 
gewisse  Bedingungsgleichnng  erfiillen  (wenn  namlich.  die  zugehorigo 
Determinante  (B)  des  Art.  96  verschwindet;  vgl.  aucb.  Art.  11(5). 

Gauss  [I]  betont  in  seinem  Referat  fiber  die  Pfaff  'sche  Arbeit 
die  unmittelbar  aus  Pfaff'  s  Analyse  folgende  Thatsacbe,  dais  jeder 
Pfaff  'sche  Awsdntck  in  2v  oder  2z/  —  1  Veranderlichen  auf  cine  Form 
mit  nur  v  Differentialeleinenten  gebracht  werden  kaim;  er  erliiutert 
insbesondere  die  ;;iingerade  Pfaff  'sche  Reduktion"  (Art.  109),  und  be- 
merkt zum  Scblufs  [1.  c.  p.  1037],  dafs  die  Annalime  eines  ;;bcdingteu^ 
Pfaff'schen  Ausdrucks  der  Anwendung  von  Pfaff's  Reduktionsverttiliron 
keinerlei  Schwierigkeit  entgegenstellt. 

Die  Pfaff'sche  Abhandlnng  ist  nach  zwei  Richtungen  hin  grand- 
legend  geworden.  Furs  erste  macht  sie  zum  ersten  Male  linearo  totalo 
Differentialgleichungen  und  -Ausdrlicke  zum  Gregenstand  der  Unter- 
suchung,  wahrend  noch  yon  L.  Eider  [I;  Bd.  3;  p.  7f,|  cine  nicht 
exakte  lineare  total  e  Differentialgleichung  als  absurd  bezeichnet  worden 
war;  und  G-.  Monge  [II,  p.  535]  demgegenQber  nur  ganz  kur/j  liervoi*- 
gehoben  hatte,  dafs  eine  derartige  Gleichung,  falls  sie  n  Variabeln  enfc 
halt,  immer  durch  gewisse  n  —  1,  eventuell  auch  (lurch  weniger  lie- 
lationen  zwischen  den  n  Variabeln  erfullt  werden  konne. 

Zweitens  aber  lehrt  die  Pfaff'sche  Arbeit  die  Zuriicldulming  der 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  rait  beliebig  vielen  In- 
dependenten  auf  gewohnliehe  DiflFerentialgleidbungssystcme,  em  Problom, 
das  X  L.  Lagrange  [I,  III]  nur  erst  fur  den  Fall  zweier  ludependenten 
erledigt  hatte.  Als  Ansatz  yon  weittragender  Bedeutung  erwies  sich 
dabei  insbesondere  die  Auffassung  der  Integrate  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung als  der  Integralaquivalente  einer  gewissen  Pfaff'schen 
Grleichimg,  ein  Gedanke;  den  spater  Lie  (Art.  436)  in  seiner  vollen 
Allgemeinheit  wieder  aufgegriffen  hat. 
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431.  A.  Canchy;  C.  G.  J.  Jaeobi.  Im  Jalire  1819  zeigte  A. 
dais  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  I.  0.  mit  m  Inde- 
pendenten  auf  diejenige  eines  einzigen  Systems  gewohnlicher  Differen- 
lialgleiclmngen  zuruckkommt  (Art.  342);  dieses  System  ist  mit  dem 
ersten  nacli  Pfaff's  Methode  zu  integrirenden  Hiilfssystein  identisch. 

Demgegeniiber  begniigte  sich  Jacobi  [II]  noch  im  Jabre  1827 
mit  einer  blofsen  Herleitung  dieses  ersten  Hiilfssystenis  (vgl.  Art.  343, 
Sehluis\  nach  einer  Methode  ?  die  keineswegs  unmittelbar  erkenuen 
lafst,  dais  die  Integration  desselben  die  der  partiellen  Differentialglei- 
cbung  I.  0.  nach  sich  zieht1)  Erst  nacbdem  W.  R.  Hamilton  [I]  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  der  Dynamik  auf  die  Erinittelung 
eines  vollstandigen  Integrals  einer  einzigen  partiellen  Differentialglei- 
chiuig  L  0.  znriickgefuhrt  hatte,  erkannte  JacoU  [III]  ini  Jabre  1839 
durch  Umkehrung  des  Hamilton'sehen  Gedankengangs;  dafs  der  PfafFsche 
Atisdrnek  in  2m  Variabeln,  anf  den  sich  d$  —  Pifl%i  —  -  —  Pmtfxm  ver- 
moge  der  gegebenen  Differentialgleichung  reduzirt,  durch  Einfiihrung 
der  Hauptintograle  des  ersten  Pfaffschen  Hiilfssystems  sogleicb  eine 
Form  mit  der  Minimalzahl  von  Differentialelementen  annimmt3);  wir 
wissen  (Art.  342  )?  dais  dieses  Resultat  rait  dem  Caucby'scben  voll- 
kominon  aquivalent  ist/1) 

Von  clern  Reduktionaverfahren,  das  Pfaff  lur  beliebige  bedingungs- 
lo.se  Diftcrontialausdriicke  mit  gerader  Variabelnzahl  aufgestellt  hatte? 
giht  Jttcobi  |  II]  eine  vereintachte  Darstellung  unter  Gebrauch  cles 
Symbols  (1,  SJ?  .  .  2i>)  fiir  das  Pfaff'sche  Aggregat  2vtor  Ordnung 
(Art.  IS),  und  ubertnigt  [in  III]  anf  diesou  allgemeineren  Fall  nicht 
nur  seine  Metliode  der  Ilauptintegrale,  sondern  auch  das  Hamilton'scbe 
Theorem,  wonach  ein  vollstandiges  Integral  einer  gewissen  partiellen 
DiftVreniialgleichung  I.  0,  die  allgemeinen  Integralgleicbungen  des  zu- 
geliorigen  kanonischen  Systems  (Kap.  XIII;  §  5)  ohne  weiteres  aufzu- 
stellen  (^rlaubt. 

Diese    Ubertragung    liefert   den    Satz:   ,;Ist    ein    bedingimgsloser 


1  1  Die  foetr,  Kz'^Slnzunff  der  Jacoln'nchcn  Methode  gibt  L.  Boltxmann  [I  |. 

2)  Die  fur  die  Dynamik  benonders  wichtigc  Hcratcllun^  oinos  vollBtiindigon 
ls  ^OH<ihioht  b(*i  Jacohi  durch  Eliminationen,  die  nicht  in  alien  Fallen  aus- 

IVihrbar  hind  (Art.  312);  dieser  Unintand  veranlafnte  ssahlreiche  Untersuchungen, 
die  cine  Erganxung  den  Jacobi*achen  Verfabrens  bezwockcn  [K.  J3.  Mayer  II,  Ber- 
trand  III,  J)arboux  III,  Farkas  I].  Die  nahelit^ende  Ausdehnung  der  ernten 
Methodo  Jacobi's  anf  Tnvolntionssysteme  particller  Diifgl.  T.  0.  (vgl  Art.  3681)  gebcn 
Morera  |II]  und  Saltikow  [I,  II];  die  Vcrallgeraeinening  der  Cauohy'schen  Methods 
fi'ir  JnvolutionsBysteme  (Art.  367)  rfihrt  von  Lie  [V]  ber. 

3)  vgl.  hiessu   die   Bemerkungcn  von    Caucby  [II  p    *i8(J   uncl  p.  Comptes 
Hendug  14  p.  881  1. 
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Pfaffscher  Ausdruck  d  in  2v  Variabeln  auf  die  Form  F^f\  -\ |-~  I\  <lfv 

gebracht,  so  bilden  die  f,  und  die  Verhaltuisse  der  F,  zusammen 
2 y  —  l  unabhangige  Losungen  des  Pfaff'schen  Hfilfssy stems,  oder, 
was  dasselbe  besagt;  der  zu  J  gehorigen  parfciellen  Differentialglei- 
chung  V  (Kap.  V,  §  1)." 

In  der  Arbeit  V,  §  20;  worm  JacoU  auf  jenes  Hiilfesjstem  die 
Theorie  seines  Multiplicators  (Art.  56)  anwendet,  fiudet  sicli  ein  Ansatz 
[Werke  Bd.  4;  p.  424],  der  dein  Wesen  der  Saclie  nach  auf  die  in 
Kap.  IV  §  3  angegebene  Reduction  eines  bedingungslosen  J  init  un- 
gerader  Variabelnzahl  hinaustommt,  und  fur  den  Fall  dreier  Variabeln 
vollstandig  durchgeffihrfc  wird;  wir  haben  aus  diesein  Gninde  die  ge- 
nannte  Eeduktion  als  ;;Jacobi'sche"  bezeichnet.  In  dem  von  JacoU 
betrachteten  Spezialfall  w«=3«  =  2A— 1  bangt  diese  Eeduktion  ab 
von  der  Integration  der  zu  ^/  gehSrigen  Diiferentialglei chung  F  (Kap.  V), 
von  der  Jacobi  zeigt;  dafs  sie  den  Multiplicator  1  besitzt  (Art.  IBS  I 

Die  Resultate,  zu  denen  Jacobi  in  dem  folgenden  g  21  der  citirtou 
Arbeit  (Werke  Bd.  4  p.  426—439)  gelangt,  lassen  sicli  unter  Gebrauch 
unserer  bisherigen  Bezeiclinungsweise  kurz  so  zusammenfassen:  Kann 
eiu  Pfaff'seher  Ausdruck  z/^^^4"  '  *  4"  rt«^«  in  ^  Variabeln  auf 
eine  Form  F^fa  +  •  •  Fmdfm  gebracht  werden,  worm  n^>2m  ist,  so 
verschwinden  alle  2m  -f-  1-reihigen  Determinanten  der  zu  z/  gelu'Irigiui 
Matrix  (A}  (Art.  96);  verschwinden  nun  nicbt  alle  2^-reihigen  Deter- 
minanten dieser  Matrix,  so  bilden  die  totalen  Differentialgleielnmgen 

(1)          aidt 

in  den  m  +  1  Variabeln  f,  x±  . .  %n  ein  2w-gliedriges  unbeschriinkt  in- 
tegrabeles  System,  das  also  2m  Integrate,  insbesondere  2?M  —  1  von  t 
unabhangige  Integrale  besitzt;  diese  Integrate  sind  die  f\  und  die  Ver- 
lialtnisse  der  Ft  (die  Gleichimgen  (1)  verwandeln  sicli  nach  Elimination 
von  dt  in  das  zu  V  adjungirte  System  totaler  Differentialgleichuugou; 
vgl.  Art.  140). 

Die  Scltlufsworte  dieses  §  der  Multiplicatorarbeit  (Werke  Bd.  4 
p.  438  u.  £)  lassen  vermuten,  dafs  Jacobi  schon  damals  (1845)  ffir  be- 
liebige  Pfaffsche  Ausdrticke  dasjenige  Eeduktionsverfahreu  besals, 
welches  die  Aufsuchung  je  eines  Integrals  successive!*  vollstUndiger 
Systeme  veiiangt  (Kap.  VI  und  IX).  Dies  ist  um  so  wahrscheinlicher, 
als  er  schon  seit  1836 x)  im  Besitze  seiner  ,,zweiten  Methode"  war 
(Kap.  XIII),  also  desjenigen  Spezialfalls  der  allgemeinen  Theorie,  welcher 

1)  Vgl.  den  Brief  an  Encke  vom  29.  Nov.  1836,  Journ.  f.  Math.  Bd.  17, 
p.  68  =  Werke,  Bd.  4.  p.  41,  bes.  p,  52  ff. 
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sicli  auf  das  zu  einer  partielleu  Ditfereutialgleichung  erster  Ordnuug 
geliorige  PfafFsehc  Problem  bezieht;  wir  wissen  iiberclies,  wie  man  von 
diesem  Spezialfall  ausgehend  zu  der  analogen  Eeduktionsmethode  ftir 
beliebige  Pfaff  sche  Ausdriicke  gelangen  kann.1)  Jacobi's  zweite  Metliocle 
wurde  erst  nach  seinem  Tode  ausfiitrlich  publizirt  [VI,  IX,  X];  unter- 
dessen  liatten  W.  F.  Donldn  [I],  J.  Lioumlle  [I]  imd  E.  Sour  [I,  II] 
die  Hauptsatze  dieser  Theorie  unabhangig  von  Jacob!  aufgefunden. 

432.  L  Xafaiii.  Die  TJhertragung  des  Jacobi'schen  Grundgedankens 
auf  beliebige  Pfaff  sche  Ausclriicke  blieb  L.  Natani  und  A.  Olebsch  vor- 
behalten.  Wir  geben  zunachst  eine  Ubersicht  fiber  die  Hauptresultate 
der  J\Yffrwy'Jschen  Abhandlung  [I]. 

Der  erste  Teil  derselben  [p.  301—306]  enthalt  eine  beinerkens- 
werte  Ausdehiiuug  der  Theorie  der  Hauptintegrale  auf  unbeschrankt 
intograble  Systeme  totaler  Difterentialgleicliungen  (es  1st  dies  dieselbe 
Methode,  die  in  Art.  84  dieses  Buchs  dargelegt  wurde),  sowie  den  Satz 
des  Art  75;  die  Variabeln,  die  wir  damals  xp+it  flSp+s,  .  .  #p-fs  genannt 
haben,  und  von  denen  angenommen  wurde,  dafs  sie  sicli  aus  dein 
gegebenen  unbeschriinkt  integrabeln  System  vollstandig  eliminiren  lassen, 
bczeichnet  Natani  als  ;;Indices"  dieses  Systems. 

Es  lolgt  [p.  30G  —  312]  eine  Darstellung  des  Pfaffschen  Reduktions- 
verfahrens  fur  ciii  bedingungsloses  -^  mit  n  =  2v  Variabeln,  Auf 


p.  31211  behandelt  Natani  den  Fall  eines  beclingungslosen  A  mit 
Variabeln  in  der  Weise,  dais  or  eines  der  v  +  1  Difierentialelemente 
in  der  zu  suchenden  v  +  1-gliedrigen  reduzirten  Form  willkiirlich 
(==:  il(f)  anniinmt,  den  Ausdruck  zJ  vermoge  der  Relation  9  —  const. 
auf  einen  Ausdruck  z/'  in  2v  Variabeln  reduzirt,  und  auf  diesen  die 
Pftitfsche  Methode  anwendet.  Statt  des  Pfaffschen  Htllfssyatems  JET, 
das  zu  J'  gehorfc,  betraclitot  aber  Natani  dasjenige  System  H  gewolin- 
liclier  Differentialgleichungen  in  xl  ..Xzr+i,  welches  die  Losuugcn  voii 
Mf  und  aulserdem  nocli  cp  w.  Integralen  hat.2j 

Bei  der  Erorterung  der  Beclingungen  dafur,  dais  ein  Ausdruck  A 
inifc  n  Variabeln  sich  auf  die  Form  F^df\  +  •  •  +  Fmdf]Mn  ^-  MJ 
roduziron  hisse,  geht  Natani  nicht  fiber  das  von  Jacobi  geleistete  hin- 
aus;  wie  dieser  zeigt  or;  dafs  dazu  das  Verschwinden  aller  %m  -f"  1" 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  (^L)  (Art.  96)  iiotwendig  ist,  mid 
behauptet  ohne  geniigende  Begriindung?  dafs  diese  Bedingung  auch  liin- 

1)  Vgi  waiter  untcn  Nr.  433  und  Kap,  XI,  §  3  dieses  Buehea. 

2)  Die  m  II  adjungirtc  Hnearc  partielle  Differential  gleichung  wird  erlialtcn, 
iiuluni  Bum  die  Dcterminantc  (B,)  des  Art.  211  gleich.  null  sctzt,  und  9  Iiir  /'n 
f  fur  fa  suLfltifcuirt  ,  ist   also    in   der   Bezeichnungswoise    von   Kap.  IX,  §  2  mit 
der  (ileichung  fy/"|  =  0  i<lentisch. 
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reiche;  dafs  ferner  die  /*,  und  die  VerbSltnisse  der  Ft  die  unabhangigen 
Losungen  desjenigen  Systems  8  totaler  Differentialgleiclmngen  seien, 
das  aus  den  Relationen  (1)  der  vor.  NT.  durch  Elimination  von  <tt 
hervorgelifc,  und  dafs  somit  S  unter  den  gemachten  Annahinen  ein 
2m  —  1-gliedriges  mibeschrankt  integrables  System  darstellt.  Wie 
man  siekt,  ffthrt  Natani  hier  still  set  weigend  die  Annahme  ein,  dais 
nioht  alle  2m-reihigen  Determinanten  von  (A)  verschwinden,  dais  also 
d  die  Klasse  2m  besitzt,  eine  Annahme,  die  auoh  weiterhin  festgehalten 
wird.  Das  vorhin  genannte  System  8  ist  jetzt  in  unserer  Terminologic 
das  adjuugirfce  des  zu  J  gehorigen  vollstandigen  Systems  V  ( Kap.  V,  §  1 ). 

Fiir  die  Eeduktion  des  Pfaffschen  Ausdrucks  auf  eine  Form  mil 
der  Minimalzalil  von  Differentialelementen  gibt  jetzt  Natani  zwei 
Metboden,  Einmal  fuhrt  er  [p.  318]  die  2m  —  1  Hauptintegrale  von 
8  als  nene  Variable  in  4  ein,  wodurch  dieses  in  einen  bedinjfung«- 
losen  Ansdruck  mit  2m  Variabeln  flbergeht  (Art.  135),  der  nacii  Pfaffs 
Methode  weiter  behandelt  wird.  Zweitens  aber  [p.  ;519ff.|  enhviekelt 
er,  in  Ausffihrung  des  Jacobi'sclien  GFedankens,  geradezu  die  ;;explicite" 
Metliode  von  Kap.  IX;  freilich  immer  unter  der  stillschweigenden  Vor- 
aussetzung  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  gerader  Klasse ;  und  austiihr- 
licher  nur  fur  den  Fall  eines  bedingungslosen  zt  mit  gerader  Variabeln- 
zahl;  auch.  ist  zu  betonen;  dafs  Natani  die  successive!!  Systeine  Fl7  V2 .. 
des  Kap  IX  zwar  wirklich  aufstellt,  aber  ihre  Vollstandigkeit  ehenso 
wenig  nachweist,  wie  diejenige  des  Systems  V. 

Die  Anwendung  dieser  Theorie  auf  partielle  Difterentialgleichungen 
erster  Ordnung  [p.  325]  fiikrt  den  genannten  Autor  zu  einer  Ableitung 
beider  Jacobi'scher  Methoden;  und  zu  einer  Ubertragung  der  xwoiten 
dieser  Methoden  auf  den  Fall,  dafs  die  gegebene  partielle  DifFerenfcial- 
gleichung  die  Unbekannte  0  explicite  enthalt,  d.  L  zu  einer  V<»mll- 
gemeinerung  der  Lagrange'schen  Methode  (Art.  368). 

433.  A.  Clelbsch.  In  der  Abhandlung  [II]1)  stellt  sicli  Cklsch  die 
Aufgabe,  Jacobi's  zweite  Metliode  auf  beliebige  Pfaffsche  Ausdriicko 
zu  iibertragen.  Die  Grrundlage  fur  seine  Untersuehungen  bildet  die 
ohne  Beweis  als  ricttig  angenomniene  Thatsache:  Ist  I  die  Minimal 
zahl  von  Differentialelementen,  auf  die  ein  Pfaffscher  Ausdruck  J  mit 
n  Variabeln  reduzirt  werden  kann;  und 

(2)  F,df,  +  . .  +  Fidfr 

eine  solche  reduzirte  Form,  so  sind  die  Funktionen  Fh  f]  entweder  I) 
von  einamler  unabh'angig,  oder  II)  durcli  eine  Relation  verknttpft  Im 

1)  Die  Note  [I]  enthalt  eine  Voranzeige  zu  [II], 
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letzteren  Fall  nimint  Glebsch  (wiederum  ohne  eigentlichen  Beweis)  an; 
dafs  obige  Form  durch  eine  einfacliere 

(3)  W  +  Fidfl  +  ..  +  Fi-idfi-l 

ersetzt  werden  konne,  worin  die  2/1—1  Funktionen  f,  F  nuninehr 
unabhiingig  sincl.  Im  iibrigen  1st  der  Gedankengang  demjenigen  analog., 
tier  in  Art.  290  dieses  Buchs  auseinandergesetzt  wurde.  Clebsch  be- 
trachtet  die  allgemeinste  Noraalform 

®id<Pi  H  ----  h  <M?u  bezw.  <%  +  #i^9>H  ----  h  ^-1^-1 
von  z/;  er  zeigt  (freilich  niclit  mit  genugender  Stringenz),  dafs  fiir  (p1 
iin  Falle  1)  eine  beliebige  Funktioii  der  Grofsen: 

r'4\  ii..l3    /'    /'       /; 

\^/  Jy'  Jfy1    ?    /I?    /a?   '  '/^> 

im  Falle  II)  eine  solclie  der  Grofsen 


gewablt  werden  konne,  reduzirt  z/  verinoge  der  Relation  <pi—  const. 
auf  ehien  Ausdruck  /J(i^  niit  «  —  1  Variabeln?  der  sich  als  Surarae 
von  A  —  1  Termen  danstellen  liilst;  ebenso  z/a>  vermoge  einer  Relation 
g,a;  ......  consk  Ut  K>  w^  wje  jn  xaj)w  xi;  §  3  auseinandergesetzt  wurde. 

Die  wiclitigste  Leistung  von  Clclsc/i  ist  nun  die  Darleytmy  ties 
Zusanmwnlumys  ztrhcheii  dm  F7  f  emer  Norwalfor-m  ehwrsvits,  tmd 
den  Fwtldionen  afj  atk  (tndcrcrseits  (Xap.  V;  §  1  u.  2).  Aus  diesein 
Zusammenbang  luitte  er  vor  allem  die  notwendigen  Bodingungen  fur 
das  Eintreten  der  Piille  I)  und  II)  ablesen  konnen;  docli  sind  die 
clarauf  bezfiglichon  Anfstellungen  von  Glebsch  weder  vollstandig  nocli 
iiberliaii])t  richtig. 

Dagegeix  erhsilt  Glefoch  auf  diesein  Wege  fur  die  oben  genannte 
Funktion  g>u  die  bisher  mir  als  arbitriire  Funktion  der  Grofsen  (4) 
bezw.  (5)  definirt  war,  ein  System  linearer  homogener  partieller 
Dift*ereutialgleichungeu;  deren  Koeffizienten  nur  YOB  den  rt/;  aik  ab- 
hangen;  na.  a,  W,  das  vollstandigo  System  V  und  dainit  seine  erste 
Keduktionsmethode  (Kap.  VI;  §  1).  Im  Falle  II)  gibt  Clebsch  [p.  224  1 
noch  eine  zweite  Metbode  an;  indem  er  (pi  einer  arbitraren  Funktion 
(]er  2  1  —  1  Grofsen  J7,  f  in  der  Normalfonn  (3)  gleicbsetzt;  demnacli 
als  beliebige  Losung  des  zu  ^  gehorigen.  vollstandigen  Systems  W 
definirt  (Kap.  V;  §  2),  und  ^  yermoge  9?^  =====  const,  auf  einen  Ausdruck 
mit  n  —  1  Variabeln  reduzirt;  dessen  Nbraalform  I  —  1  Differential- 
elemente  enthalt  (Art.  161). 

Die  weiteren  Entwickeluugen  von  Glebscli  bezieten  sich  aus- 
scklielslich  auf  den  Fall  ernes  bedingungslosen  A  mit  n  =  2v  Varia 
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beln.  Fur  diesen  Fall  wird  die  Serie  der  partieUen  Differentialglei- 
chungen  V,  7^\  V®  .  .  (vgl  Kap.  VI,  §  2)  aufgestellt  [p.  228—232J, 
sodann  durch  eine  aufserst  bescLwerliche  Rechnung  [p.  232-242]  der 
tfbergang  von  der  irnpliciten  zu  der  expliciten  Reduktionsmethode  ge- 
wonnen.  Es  werden  die  KJatomersymbole  (/%  (bei  Clebsch:  •  /';)  niul 
imcl  (<pf)  (bei  Clebsch:  [g>/])  definirt,  und  die  Formen  angegebeu,  in 
die  sie  flbergehen,  wenn  man  die  F,  f  als  neue  Independents  oinfiihrt 
(Kap.  X,  §  3).  Auck  zeigt  Clebscli,  dafs  fur  jede  andere  Nonnalform 
®id<fi\  ----  1-  <W«P*  die  Bedingungen  (y/)0  =  (y,  9*)  =  0  eriulit 
sind;  er  steUt  schliefslicli  die  Identitaten  (39)  p.  369  und  (43)  p.  370 
dieses  Buches  auf,  und  zeigt,  wie  man  mit  ilirer  Hiilfe  axis  2  l>ez\v.  :>  be- 
kannten  Losimgen  der  Gleichung  000  =  0  neue  ableiten  kaun  (Art,  272). 
Die  Abhandlnng  [III]  von  Clebsdi  erganzt  die  in  [II]  fur  oin  bo- 
dingungsloses  A  mit  2v  Variabeln  gewonnenen  Resultate.  Es  wird 
aunachsfc  die  Nonnalform  der  Klammersymbole  (/)0  und  (q*f)  durcli 
die  in  Kap.  X,  §  3  angegebeiie  Redmung  direkt  abgeleitet,  und  liier- 
aus  sofort  gefolgert,  dafs  die  Herstellung  einer  Norrnalform  von 
auf  die  Ermittelung  je  einer  Losung  der  successiven 
Systeme 


hinauskommt.  Auch  gibt  Clebsdi  [p.  151  -—154]  eiuen  direktvn,  st»liv 
eleganten?  auf  der  Kompositionstheorie  der  Detenninanton  IxM-uluMiden 
Beweis  des  Satzes^  dafs  zum  Bestehen  der  Identitiit 

^  =  2?!^+"  +  ^^ 

das  Erfulltsein  der  Bedingungen  (//)0  =  0  (fifk)  =  0  nicht  nur  not 
wendig,  sondern  auch  hinreichend  ist, 

Der  ubrige  Teil  der  Abhandlung  [III]  enthalt  verachiedeno  RSitKo 
fiber  die  Anwendung  der  Jacobi'scheu  Multiplikatortheorick  auf  (las 
erste  Hulfssystem,  fiber  die  Ableitung  neuer  Losungen  des  vollst. 
Systems  (6);  falls  einige  Losungen  bereits  bekannt  sind?  und  ill>er  die 
Verwertung  des  Jacobi'sclaen  Integrationsverfahrens  (Art.  (57)  filr  voll- 
standige  Systeine  der  Form  (6). 

Jf.  Hamfatrger  [I]  vergleicBt  die  Resultate  von  Clebsch  und  Nahml, 
mid  weist  insbesondere  darauf  hin;  dafs  die  Hauptergebnisse  von 
Clebsch  bereits  durcb  die  Natani'&che  Abbandlung  antizipirfc  sind;  fernor 
erganzt  er  diese  letztere  durch  wirtlicbe  Aufstellung  der  successiven 
vollstandigen  Systeme  Vv  und  Wv  fiir  ein  bedingtes  ^/;  untl  «war 
auch  in  der  Determinantenform,  die  ungefahr  gleichzeitig  von  6f.  Fro- 
lenius  [I]  angegeben  wurde  (vgL  die  tibernacbste  Nr.). 

434.  I.  Grassmaun.   Den  wichtigsten  Fortschritt  Hat  die  Theorie 


Kap.  XY.    Historiache  tlbersiclit.  607 

des  Pfaff'schen  Problems  H.  Gmssmann  [I]  zu  verdanken.  Dieser  Port- 
scliritt  besteht  in  dem  strengen  Nachweis  des  Satzes,  dafs  jede  PfafFsclie 
Gleichung,  fur  welclie  der  Rang  der  zugehSrigen  Matrix  (J5)  (Art.  9(5) 
gleich  2  A  ist,  auf  eine  reduzirte  Form  mit  A  und  niclat  weniger 
Differentialelementen  gebraeht  werclen  kaun.  Diesen  Nachweis  erbringt 
Gmssmcwn  clurcli  die  in  Kap.  IV,  §  2  auseiuandergesetzte  Ubertraguug 
von  Pfaffs  Reduktionsmethode  auf  ledingte  Differentialausdriicke, 

Bezuglicla  der  Einzelnheiten  der  Grrassmanrisohm  Untersuclmng 
verweisen  wir  auf  die  vortreffiieke  Note  EngeVs  (im  Anliang  m.  Grass- 
mann's  Werken  I;  2ter  Teil  p.  482— 495).  Es  sei  liier  nur  bemerkt?  dais 
Gmssmann  im  Wesentliclien  uur  Pfaffsche  Gkichmgen  betraclitet?  und 
demgemiiis  die  Uuterscheidung  der  Fiille  %===2A  und  %  =  2A  —  1  nicht 
besonders  betont;  obwolil  er  die  Tkeorie  der  drei  fundamentalen  Ma- 
trices (A)  (-B)  (0)  des  Art.  9G  vollstandig  beherrscht  In  WirkKch- 
keit  laasen  sicli  aber  aus  seiner  Darlegung  alle  in  Art.  114—119 
dieses  Bodies  entwickelten  Siitze;  insbesondere  auch  das  von  uns  so 
gcnannte  ;7Gra$smann'$clie  Theorem"  (Art.  118)  oline  weiteres  ablesen. 

Leider  bliebon  die  Urassmann'sclien  Untersucliuugen,  wolil  liatipt- 
sachlicli  wegen  der  seliwer  zugUnglicheu  Bezeichnungsweiso;  bis  in  die 
jtingste  Zeit  vollkommen  unbeaclitet. 

4;>5.  (jf.  Frobenins.  Das  Fundanientaltheorem  der  Theoric  dos 
Pfaffschen  Problems?  deni  (rrasxntann,  wie  wir  geseLen  haben;  bereits 
aufser<)rd<Jiitlich  nahe  gekommen  war;  ward  erst  im  Jahre  1870  un- 
gefithr  gieichzeitig  von  (1.  Probcnhis  [I]  uml  8.  Lie  [Xl]?  nnd  xwar 
auf  gair/  verseliiodenen  Wegen  nacligewiesen. 

Bezuglich  der  Abhandlung  von  Frohenius  konnen  wir  uns  ganz 
knra  fassen;  da  wir  die  von  dem  Aquivalenssproblem  ausgelieiule 
algebniiscJie  "Dberlogung,  tlurcli  die  Frolwiins  m  seiner  lieduktions- 
ineihode  gelangt?  in  Ivap.  IX;  §  3;  die  Reduktionsmethode  selbst  in 
§  I  doHselbcu  Kupitek  aiwfdhrlich  dargelegt  Iiaben.  Die  successive!! 
vollstandigeu  SyHteme  rr  und  Wv  warden  von  Frobenius  lediglicli  in 
Determinantcnfonn,  olnic  Bejiufeung  der  Pfaffschen  Aggregate  und 
der  Klammersyjnbolo  von  Kap.  IX  §  2  aufgestellt;  sie  waren,  wie  wir 
wissen,  im  Wesentlichen  bereits  von  Olebsch  und  insbesondere  von 
Nafcani  angegeben  worden.  Der  Sehwerpunkt  der  Frobenius'selien 
Deduktion  liegt  demgegenliber  in  dein  direkten  NacJiweis  der  Vott- 
stfindij/Mt  jener  Syst&ne,  ein  Beweis^  der;  wie  wir  aus  Kap.  IX  §  1 
wissen,  denjenigen  des  Fundamentaltheoreins  nach.  sich  ziebt,  Es  sei 
noch  liervorgelioben,  dafs  Frolenius  zuerst  die  Invariant  der  Zahl  x 
und  ilberhaupt  das  Aquivalenzproblem  (Kap,  III)  ausdrticklich  fonnn- 
lirt  hat, 
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In  der  Abliandlung  [II]  entwickelt  Frobenius  die  Satze,  die  wh- 
in Kap.  Ill,  §  2  sowie  in  Art.  235  wiedergegeben  haben. 

436.  S.  Lie.  Lies  Beweis  des  Fundamentaltheorems  [XI]  stimmt 
der  Hauptsache  nach  mit  demjenigen  iiberein,  den  wir  in  Art.  295  an- 
gegeben  haben;  er  beruht  auf  zwei  Hiilfssatzen  (Art.  294),  die  Lie  der 
Cfe&s^'schen  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  entniinmt,  Es  ranis 
aber  betont  werden,  dafs  diese  beiden  Satze  von  ClebscJi  in  Wirklieh- 
keit  nicht  bewiesen  warden,  aber  allerdings  selir  leiclit  aus  Lics 
Theorie  der  Bertihrungstransforaiationen  gefolgert  werden  konnen 
(Art.  288  und  292). 

Die  Herstellnng  der  Normalfonn  erfolgt  bei  Lie  nach  der  Methode; 
die  wir  in  Kap.  VI,  §  4  auseinandergesetzt  haben;  sie  beruht,  wie  wir 
1.  c.  gesehen  haben,  darauf,  dafs  der  Pfaff'sche  Ausdruek  A  mit  ilur 
Klasse  x  durch  eine  einfache  Substitution  auf  einen  bedingungslosen 
Ausdruek  A  mit  %  Variabeln  reduzirt  wird,  aus  dessen  Nornmlform 
die  von  A  durch  Differentiationen  und  Bliminationen  (bei  ungeradem 
%  noch  durch  eine  Quadratur)  hergestellt  werden  kann;  dais  ferner 
A  nacli  der  ersten  Methode  von  Clebsch  reduzirt  wircl,  und  auf  den 
hierdurch  entstehenden  Pfaff'schen  Ausdruek  init  x  —  1  Variabeln  und 
der  Klasse  u  —  2  obige  Substitutionsmethode  neuerdings  angewendet 
wird;  u.  s.  w. 

In  einer  friiheren  Abhandlung  [X]  hatte  Lie  das  soeben  goschil 
derte  Verfahren  auf  den  Fall  eines    bedingungslosen  A  mit  gorader 
Variabelnzahl  angewendet. 

Die  von  Lie  um  dieselbe  Zeit1)  geschafienen  Begrifte:  Flachen- 
elernent,  Blementverein,  Beruhrungstransformation  (Kap.  V1J7  "\rlll 
und  XI)  stehen  mit  dena  Pfaff'schen  Problem  in  aUerengstem  Zusam- 
menhang:  denn  erstens  ist  die  Theorie  der  Beruhrungstransformationcn 
selbst  ein  Spezialfall  der  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  (Kap.  XI, 
§  1,  2),  und  umgekehrt  gestattet  eine  direkte  Begriinclung  der  ersfceren 
auch  die  letztere  vollstandig  aufzubauen  (Kap.  XI,  §  3);  zweitens  lioferu 
jene  Begriffe  die  Erledigung  der  von  Clebsch  nur  gestreiften  Fra^» 
nach  dern  allgeineinsten  Integralaquivalent  einer  beliebigen  Pfatfsehen 
Gleichung  (Kap.  VII)  und  nach  dem  Ubergang  von  einer  spessiellon 
Normalform  zu  einer  beliebigen  andern,  sowie  die  Losung  des  Aquiva- 
lenzproblems  zweier  Pfaffscher  Ausdrftcke  (Kap.  VIII);  drittens  ermog- 
lichen  sie  es;  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 

1)  Seit  1870  in  verscMedenen  (bes.  norwegischen)  AUhandlungcn;  vgl,  die 
ausammenfassenden  Darstellungen  YI,  VII,  VIII  und  besonders  II  und  IV  ° 
A.  Mayer,  IX,  X-  GK  Darbonx  I,  If, 
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Ordnung  von  den  Beschiiinkungen  der  alteren  Methoden  zu  befreien, 
und  im  Sinne  des  ursprfinglichen  PfafFsehen  Ansatzes  der  allgemeinen 
Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  als  Spezialfall  einzuordnen  (Kap. 
XII,  XIII). 

487.  6r.  Darboux;  P.  Eugel.  Wir  haben  zum  Schlusse  noch  einer 
Untersucliungsriclitimg  zu  gedenken,  die  in  den  letzten  Jalirzehnten 
fur  unsere  Theorie  von  Wicbtigkeit  geworden  ist?  wir  meinen  die 
Theorie  der  mit  einem  Pfaff'schen  Ausdruck,  bezw,  einer  Pfaff'schen 
Gleichung  invariant  verJmiipften  Gebilde.  Das  wichtigste  dieser  Gebilde^ 
die  bilineare  Kovariante,  wurde  von  Frobenms  [I]  in  den  Mittelpxmkt  der 
Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  gestellt  (Kap.  1X;  §  3);  durch  kon- 
seqnente  Durchfiihrung  dieser  Auffassungsweise  gelangt  Darboux  [II] 
zu  einer  eleganten  und  libersichtlichen  Darstellung  unserer  Theorie; 
die  wir  ihren  Hauptziigen  nach  in  Kap.  X;  §  2  wiederzugeben  versucht 
ha1)en.  Doch  macht  Davbouw  keinen  Gebrauch  von  dem  Begriff  der 
mit  elnem  Pfaff'schen  Ausclruck  invariant  verknupften  ScJiaaren  infinite- 
shadier  Transform ntionciL  Dieser  Begriff  wurde  schon  im  J.  1873  von 
Lit*  |iu  der  Abh.  IX  p.  155]  gelegentlich  gestreift;  welcher  Nutzen 
aus  ihm  fur  die  Darstellung  und  Losung  des  Pfaff'schen  Problems  ge- 
zogen  werden  kann?  hat  1\  "Enyel  [IIIJ  gezeigt  (vgl.  auch  Lie  XII). 


V*  Weber,  Das  Pfafifoolie  Problem, 
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Anm.    Die  arabisclien  Ziffern  beziehen  sich,  wo  nicht  anders  bemerkt,  auf  dio 

Artikelnummern 

Abkteungen :    Btrf.  =  Beruhrungstransformation;    D.  =  Differentialgleichung ; 
Mann.  =  Mannigfaltigkeit;  p.  =  partiell;  Pf.  A.  =  Pfaff' scher  Ausdruck;  Pf.  Gl. 

=  Pfaff  sche  G-leichung. 


Abbildung  eines  n - diniensionalen 
Raums  auf  einen  andern  45;  einer  p. 
D.  1.  0.  332,  333;  e.  Involutionssystems 
365. 

Abluingigkeit,  lineare,  von  GrrcJfsen- 
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chungen  9,  15;  A.  von  Funktionen  39. 

Atljungirfce  S  c  li  a  r  in  finitesimaler 
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A  d  j  u  n  g  i  r  t  e  s  System  gewohnlicher 
D  eu  r/Ai  einer  linearen  homogenen  p. 

.D.  1.0.  48;  a  S.  linearertotalcrD.on  72. 

An  de  rung  der  Klasse  eines  Pf.  A.  bei 
Addition  eines  exakten  Differentials 
102,  145,  146;  bei  Multiplication  mit 

jiineni  Faktor  U9,  100,  142—144. 

Aquivalente   Normalformen   eines 

.Pf.  A.  20G,  207, 

A  q  u  i  v  al  e  n  x  linoarer  Gleichungensy- 
steme  10;  von  Gleiehungensystemen 
iiberhaupt  42;  von  Formenpaaren  225, 
233 ;  von  Pf.  Ausdriicken 95, 125, 209, 225, 
234;  von  Pf.  Gleichungcn  101, 120,208, 

Aggrcgat,  Pfaff sches  16—19. 

Allgemeinc  Integralgleichungen 
eines  Systems  gewobnlicher  D.en  48; 
eines  Systems  cxakter  Gleichungen  83. 

Allgemeine  Lage  eines  Punktes  hin- 
Hicfitl.  e,  lin.  horn.  p.  D.  53;  hins, 
eines  Systems  lin.  horn.  D.en  57. 

Allg-em eines  Integral  einer  homo- 
gcnen  linearen  p.  D.  1.  Orel.  46;  eines 
unbeschriinkt  integrabeln  Systems  8.^ ; 
einer  p.  D,  1.  0.  315-317,  321,  322, 
324,  340;  eines  Involutionssystems  355, 
365. 

Alternirende  Bilinearforxn  76,  80, 
225—233. 

A 1  tern  irendeDe  terrain  ante  16— -24. 

Auf  Id  sung  eines  linearen  homogenen 
GleichungensystemsS,  11 ;  eines  linearen 


nichthornogenen  Grl. systems  14;  eines  r- 
gliedrigen  Gleichungensys terns  in  n 
Variabeln  40. 

Ausdruck,  Pfaff'scher  s.  d. 

Ausgangselenient  eines  charakt. 
Streifens  325,  327. 

Ausgangsmannigfaltigkeit  Gin  0s 
Integrals  53,  338,  339. 

Ausgezeicnnete  Funktion  einer 
Funktionengruppe  398;  einer  homo- 
genen F.gruppe  408,  409. 

Backlund,  A.  V.,  Einleitung,  424 

Backlund'sche  Theorie  424—421). 

B  ah  n  k  u  r  v  e  n  einer  eingliedrigen  Gruppe 
54. 

Bahnstreifen  einer  inf.  Transfor- 
mation 337. 

Bedingter,  bedingungsloser  Pf.  A. 
97. 

Bert  rand,  J.  126,  343,  pag.  601,  Anm:  2. 

Bertrand'sche  Methods  126,  136. 

Beruhrungstransformation  in 
2'/n  +  1  Variabeln  193—200;  281—286; 
in  Es  xind  in  der  Ebene  199;  B.  der 
Form"  z  =  $  +  Z7(#»  P),  &/  =  ^(^i  P) ; 
pf'***Pf(xp)  201,  290—292;  Btrf,,  die 
die  Variabeln  xp  fur  sich  transformirt 
201,  293;  s.  auch  homogene  B.,  infini- 
tesimale  B. 

Bewegxingsgleichungen  387. 

Bilineare  Ko  variant  e  225. 

Bilinear  form,  alternirende  s.  d. 

Boltzmann,  L.,  pag.  601  Anm.  1. 

Boole,  G.,  74. 

Bouquet,  M.,  pag.  110  Anm. 

Btischel  von  Eichtungen  71. 

Oauchy,  A.,  342,  431. 

Cauchy's   Methode    ssur   Integration 
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einer  p.  D.  342 — 344;  verallgemeinerte 
C.  M  359—367,  376,  391. 

Cayley,  A,  18, 

Charakteristik  einer  linearen  p  D. 
53,  311;  eines  vollst.  Systems  69;  einer 
p  D.  325;  analytische  Barstellung  326, 
327;  Darstellung  mittels  e.  vollst.  Int 
340;  Ch.  der  homogenen  p.  D.  341; 
eines  Involutionssystems  356 — 361,  375; 
vereinigte  Lage  zweier  Ch.  s.  d  ;  Ver- 
halten  bei  Brtrf.  346,  348,  349,  357; 
Ch.  eines  beliebigen  Systems  p.  D  en 
1.  0.  427. 

Charakteristische  Funktion  einer 
inf,  Beruhrungstransforination  416 

Charakteristische  Kurve  einer  li- 
nearen homogenen  p.  D.  53,  311. 

Charakteristische  Mannigfaltig- 
keit  einer  linearen  horn.  p.  D.  53; 
einer  p.  D.  1.  0.  334,  338. 

Clairaut'  sche  Gleichung,  verall- 
gemeinerte 347. 

Clebsch,  A.,  63,65,148—162,272,433. 

Clebsch'sche  Reduktion  152. 

Cylinder,  Cylindrische  Punkt- 
mannigfaltigkeit  177. 

Darboux,  G-.,  324,  pag.  601  Anm.  2, 
pag.  608  Anm.;  437. 

Deahna,  F,  74. 

Definitionsgleichungen  einer 
Punktmann.  des  Htl  43;  eines  Element- 
vereins  177,  184,  241,  243,  245;  der 
homogenen  Btrf  278;  der  nichthorao- 
genen  Btrf.  286. 

Belassus,  fi.,  365. 

Determinanten,  r-reihige,  einer  Ma- 
trix 1;  alternirende  D.  16—24;  Kom- 
position  pag.  42  Anm 

Differential,  exaktes  92,  93 

Bifferentialelemente,  Minimalzahl 
in  einem  Pf.  A.  oder  e.  Pf.  Gl.,  Ein- 
leitung,  119,  211. 

Bifferentialgleichung,  lineare  ho- 
mogene  I  Ord.  46;  lineare  nichtho- 
mogene  I.  0.  49;  partielle  B.  I  0. 
Einleitung,  301;  hpmogene  partielle  B. 
341;  tptale  B.  Einleitung;  B.en  der 
Bynamik  387;  s.  auch  System. 

Bimensionszahl  einer  Punktmann. 
des  En  43 ;  eines  Elementvereins  177, 184. 

Bynamik  387. 

Ebene,ebenePunktmannigfaltig- 
keit  des  En  43;  E,  eines  Flachen- 
elements  176,  182,  183. 

Eigentliehe  Bertihrungstransfor- 
naation  198. 

Eingliedrige  G-ruppe  von  Punkt- 
transformationen  54;  von  Beriihrungs- 
transformationen  269,  337,  388;  e.  G-., 


die  einen  Pf.  A.,  eine  Pf.  Gl.  invariant 

lafst  269. 

Einhiillende  Flache  324. 
Elementarkegel  178,  331. 
Elemente  einer  Matrix  1;  kanonische 

E.  eines  dynamischen  Problems  300. 
Elementkoordinaten  176;  homogene 

182—184. 
Elementmannigfaltigkeit,      Elo- 

mentverein  177,  184;  241,  243—245; 

Verhalten  einer  E.  bei  Btrf.  107,  200. 
Elimination  41. 
Engel,  F.7  26,  60,^  437. 
En  twi  eke  lung  einer  Funktion  in  eine 

Potenzreihe  37. 
Enveloppe  324. 

Euler'seher  Multiplikator  94. 
Exakte  Gleichung  81,  JM),  01,  24i>; 

Systerne  exakter  Gleichungen  7i. 
Exaktes  Differential  02,  ys, 
ExistenzderLDsungen  einer  linearen 

nicht  homogenen  p.  B.  49;  eines  vollst. 

Systems   62;    einer  p.  B.  317;    eines 

Involutionssystems  365. 
Explicite  Eeduktionsmethode  iill 

—224,  297. 

Farkas,  J.,  p.  601,  Anm.  2. 
Flache  des  MtL  43,  177. 
Fliichenelement  im  J2/w_|_1  17l>,  182; 

im  J?8  178,  183;  singuHires  einer  p.  D. 

316;  einer  homogenen  p.  D.  341;  eines 

Involutionssystems  350 ;  eines  beliebigen 

Systems  p.  B.en  I.  0.  4*27. 
Fliichenschar  324. 
Folge;   Befinition   dor  Aunsa^e:    eine 

Gleichnng  ist  e.  Folge  anderer  tii.cn  40; 

fiir  lineare  Gl.en  0. 
Formenpaar,    best,    aus    e.   linearen 

und  e.  bilinearen  F.  225;    Klasae  des- 

selben  231. 
Probenius,  G.,  1—15;  25—30;  35;  76, 

79,  80;  90—105;   211—218;   225-235, 

435. 
Frobenius'sche    Methode   zur    Re- 

duktion  eines  Pf.  A.  211—218,  225—  235. 
Fundamental  theorem  124,  167,  435; 

1.  Beweis  124;    2,  Bew.  147;    3.  Bew. 

155—160;   4.  Bew.  216—218;    5.  Bew. 

295. 
Funktion  von  n  Variabeln  37;  F.,  di^ 

eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet  55. 
Funktionaldeterminante,- matrix 

39. 
Funktionengruppe  307;    invariante 

Eigenschaften  gegenuber  Btrf.  399,  400, 
Funktionensystem  37,  39. 

Gauss,  C.  F.,  430. 
Gerade  des  E    43, 


Wort-  und  Sachregister 


619 


Gleiehungensystem  in  n  Variabeln 

40;  liquivalente  IT,  e,  4*2;  lincare  s  <L; 

G. ,    das    c.    einglicdrige   Gruppe   ge- 

stattet  55.  f 

Goursat,  E.,  67,  74;  pug.  107  Anm. 
Grassmann,    II.,    25—34;    114 — 119- 

139;  211,  258. 
Grassmann's  lieduktion  sine  th  ode 

114-119;  139,  258 5  G 's  Theorem  118, 

119,  211,  215,  434. 
Gruppe  s.  cingliedrige  G.;  Funktionen- 

gruppe. 

Hamburger,  M,  433. 

Hamilton- Jacob! 'sche  Tli  eorie  380 

—390 
Hainilton'sche  F  u  n  k  t  i  o  n  387 ; 

H.'sehes  Prinzip  387. 
Hauptintegrale    einer   linearen    ho- 

mogonen  p.  D.  46;   eines  Jacobi'solien 

Systems  02. 

Hauptunterdeterminante  22. 
II  onio  gene      Beriih  rung's  trans  for- 
mation 202,  203,  273—280. 
II omo gene  Diffcrentialgleicbung 

I.  0.  30-2,  303. 
Homogene      Klementkoordinaten 

182,  183. 
H  om  og  en  e  F  unk  ti  o  n  ongr  up  p  e  406 ; 

invariante  Eigenschafton  410—412. 
Homogener  Pfaff  scher  Ausdruck 

104,  105;  l.  Grades  235;  2.  Grades  in 

3  Variabeln  105. 

Jdentischcs    Versehwinden    einer 

Punktion  38. 
Identitiit,  Jaeo]>f,$che;270;  Mayer'sche 

271;  Vivanti'sche  22,  24. 
IniplieiteReduktionsmethodelCO, 

297. 

Imsclienetzky,  V.  G.,  371. 
Infiniiesimale    Berfihrungstrans- 

formation  267,  260,  337,  338;  homo- 

gwie  268,  209;  i.  II,  (lie  eine  p   D., 

eia  InvolutionsHystem    in,    sieh    fiber- 

fiihrt  430,  418. 
Infinitesimal  e  Transformation  54; 

auf  einen  Pf.  A,  ausgeiibt  77;    i.  Tr., 

die  e,  Pf.  A,,  e.  PC  Gl.,  e.  System  Pf. 

Gl.en    invariant    Mst    78,    247—251; 

i.  Tr.}   die  e.  Pf.  A.  urn  ein  exaktes* 

JJiff.  ilndert  252,  253. 
fntegrabilit'at,  unbescnrilnkte,  eines 

Systems  totaler  D.en  74,  76,  78,  80. 
Integrable  Kombination  mehrerer 

Pf.  Glen  74, 
Integral  e   lin.  homog.  p.  D.  46;    e. 

Systems  gew.  D.en  48;  e.  Systems  Pf. 

Gl.en  74,  82;  e,  p.  D.  I  0.  Einleitung, 

2%— 303;    e.  Involutionssystems  355; 

gemeinsames  I.  mehrerer  lin,  horn,  p. 


Ben  I.  0.  57,  58;  mehrerer  p.  D.  I.  0. 
.'151,  424—429;  mehrerer  homogener 
Glen  353. 

Integral&quivalent  eines  Systems 
Pf.  Gl.en  82;  der  Pf.  GL  dg  -  2ptdxt 
174,  175,  177,  242—244;  der  Pf.'  Gl 
Sptdx(*=Q  180,  181,  184,  241,  246; 
einer  beliebigen  Pf.  GL  185— 1942;  239 
240,  242. 

Integralfltiche  einer  linearen  p.  D. 
I.  0.  53;  eines  vollsi  Systems  69,  86; 
einer  p.  D.  I.  0.  298;  eines  Inv.systems 
•363. 

Integralfunktion  einer  linearen nieht 
horn.  p.  D.  I.  0.  49;  e.  gewissen  Sy- 
stems p.  D  en  mit  inehreren  Unbek. 
49;  e.  p.  D.  I  0.  317,  e.  Inv.systems 
365;  s.  Existenz  d.  Losungen,  Integral. 

Integralgleichungen,  allgemeines.d. 

Integralkonoid  331,  365. 

Integralkurve  e.  lin.  hom  p.  D  1   0 
53. 

Integralmannigfaltigkeit  e.  p.  D. 
1.  0.  299—303;  genieinsame  1  en  meh- 
rerer p  D.en  1.  0.  351,  424—429. 

Integration,  Integriren  e.  p.  D. 
Einleitung. 

Integrationsopcration  der  Ord- 
nung  v  51. 

Invariant  verkniipfte  Sohar  infini- 
tesimaler  Trsf.  73,  255;  i.  v.  vollst. 
System  134,  141,  437. 

Invariante  e.  Pf.  A,  96,  98,  125;  e. 
Pf.  Gl.  101,  120;  simultane  I.  eines 
Pf.  A.  u.  e.  inf.  Til  73;  L  einer  Fimk- 
tionengruppe  399,  400,  412. 

Invarianz  einer  Pf.  Gl. ;  eines  Pf.  A. 
gegemiber  e.  endlichen  Trf.  210. 

Inversion,Inversionenzahlpag.  22. 
Anna. 

Involutionssystem  351,  352;  seine 
Integrate  355,  365;  Verhalten  bei  Btrf. 
357,  358;  homogenes  I  353:  I.  in  einer 
JTunktionengruppe  401;  I.  nullter  0. 
in  e.  hom.  Fimktionengr.  413. 

Involutorisohe  Funktioncn  352. 

Jacobi,  C,  Gr.  I,  18,  49,  50,  56,  59, 
65,  67,  105,  121—123,  259,  270,  307, 
308,  342,  368,  369,  371,  380—390,  431, 

Jacobi'scher  Multiplikator  56. 

Jacobi's  erste  Methode  307,  308, 
342;  zweite  M.  368,  369,  371,  388; 
verallgemeinerte  zweite  M.  391. 

Jaeobi'sche  Identitat  270. 

Jacobi'sche  Reduktion  121— -123, 
259. 

Jacobi'sches  System  59,  65—68. 


Kanonische  Eleniente  eines  dyna- 
namischen  Problems  390. 
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Kanonisehe  Form  e,  Funktionen- 
gruppe  399;  e.  horn.  F.  410. 

Kanonisches  System  gew.  B.en 
380—390. 

Klarnmersymbol  (X{  XA)  57;  Ver- 
haltenbei  Variabelntrf.  60;  K-(qp]f),  (/), 
220;  Normalform  262;  Invarianz  bei 
Btrf.  276;  Klammersymbol  [yf],  [f]s 
222:  Normalform  263;  Yerhalten  bei 
Btrf.  283;  K.  {<?/>},  {f}s  223;  Nor- 
malform  264;  Invarianz  von  (go)  bei 
Btrf.  410;  Identitaten  zw.  d.  Ken 
224,  270,  271;  Beziehung  zw.  den  K.en 
(tpf)  und  [tpf]  378,  415. 

Klasse  96,  97,  103;  Invarianz  der  K. 
98;  Anderung  bei  Mult.  m.  e.  Faktor 
99,  100,  142-144;  bei  Addition  e. 
exaktenDiff.  102,  145,  146;  Reduktion 

d.  K    vermoge   e.   Eelation  zw.    den 
Yariabeln  152,  vermoge  bei.  Relationen 
236,  238—243;  K  e,  Formenpaars  231. 

Kolonne  1. 

Komposition  der  Determinanten  pag. 
42  Anm. 

Kongruente  lineare  Transforma- 
tion zweier  Variabelngruppen ,  k. 
lineare  Formen  pag.  307  Anm. 

Kontinuirliche  Gruppe  54. 

Konvergenzbereich,  -bezirk  37, 

Koordinaten    eines    Punktes  im   En 

42;  eines  Flachenelements  176;  horn- 
gene  182,  183;  K.  e,  Flachenelements 
im  JRS  178;  e.  Linienelements  der 
Ebene  179. 

Kovariante,  bilineare,  eines  Pf.  A.  225, 
437. 

Kovariante  Scharen  von  inf.  Trf.  255. 

Kovarianz  der  vollst.  Systeme  V  und 
W  134,  141,  255. 

Kraftefunktion  387, 

Kronecker  L.,  7. 

Kurve  des  Un  43. 

Lagrange'  sche  Differentialgleichungen 

der  Bewegung  387. 
L  a  gr  an  g  e '  sche  Methode  zur  Integration 

e.  p.  D.  I.  0.  370. 
Lie,  S  ,  40—45;  51,  53—55,  62,  63,  69, 

70,    71-73,    86,    171—173,    174-184, 

193—203, 267—269, 273—293, 373—379 ; 

pag.  543  Anm.;    397—404;   406—423, 

j>ag.  ^601  Anm.  2;  435—437. 
Lie's    Methode    zur    Integration    e. 

Inv.systems  373—377;    zur  Reduktion 

e.  Pf.  A.'s  171—173. 
Lie'scher  Multiplikator  63. 
Lineare    Grleichungen,    homogene, 

in  n  Dnbek.  3—13;  nichthomogene  14; 
m.  schiefsymm   Matrix  25,  31—34. 
Lineare  homogene  partielle  Dif- 


ferentialgleichung  L  0.    46,   311, 

331;  1.  nicht  homogene  D.  49. 
Lineare  Kombination  linearer  Glei- 

chungen  4. 
Lineare      Punktmannigfaltigkeit 

des  En  43 
Lineare       Unabhangigkeit       von 

Grofsensystemen  4, 15 ;  von  Gleichungen 

9,  15;  von  Richtungen  71. 
Linienelement   der  Ebene  179,  182. 
Losung  s.  Integral,  Integralfunktion ; 

Existenz 
Losungensysteme  linearer  horn.  Glen 

3_lg.    linearer   nichthom.   Gl.en   14; 

von  Gl.en  mit  schiefaymm.  Matrix  25, 

31—34. 

Mannigfaltigkeit,  cylindrische  177; 

von  Punkten  s.  Punkimann. 
Mansion,  P.  18. 
Matrix  1;  M.  e.  linearen  Gl  systems  3; 

M,,  deren  Elemente  Funktionen  sincl 

15;  die  3  Matrices  (A)  (B)  (0)  96;  die 

M.  (Br)  211;  die  M.  (OJ  218 
Mayer,  A.,  63  (pag.  82  Anm.,  pag.  84 

Anm,);    pag.  107  Anm.,  85,  #13  pug. 

601  Anm.  2;  pag.  COS  Anm, 
Mayer 'sche  Identitat  271,  415. 
Mayer'sche  Transformation  85,  i)(), 

91,  92,  374;   bei  der  Keduktion  e.  Pf. 

A.'s  169,  170;    bei  der  Integration  e. 

Inv.systems  372—374. 
Mechanik,  D.en  der,  387—390. 
Me  ray,  Ch.?  pag.  81  Anm. 
Minimalzahl  v.  Differentialelemenlen 

in  e.  Pf.  Gl.  Einleitimg,  111),  211;    M. 

der  Gleichungen  im  Integraliiquivalent 

e.  Pf.  Gl.  240,  242. 
Minor  en   einer   schiefsymm.  Deter  mi- 

nante  21,  23. 

Morera,  G.,  S63,  pag.  601  Anm.  2. 
Multiplikation    der    Determinanten 

pag.  42  Anm. 
Multiplikator    Eulcr'scher    iM;    Ja- 

cobi'scher  56;  Lie'scher  63. 

Natani,  L.,  75,  432. 

Normalform  e.  Pf,  A.'s  124,  127,  130, 
148-467,  211—218;  analytische  Be- 
schaffenheit  167;  allgemeinBte  N.  W&. 
207;  N.  der  Zlammersymbole  a02—264. 

Operation  der  Ordnung  v  51,  88;  0. 
null  92. 

Partielle  Differentialffleichunjr, 

s.  Diffgl.  * ' 

Pfaff,  J.  F.,  Einleitung,  107—112,  430. 

Pfaff's  Integrationsmethocle  e.  p. 

D.  I.  0.  305,  306,  430. 

Pfaff'sche  Gleichung,    Einleitung; 
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Integral  iiquivalente  174—192;  Bang  d. 

Pf.  GL  101,  120;  Sy steme  Pf.  Glen  72  ff. 
Pfaff  sche  Reduction  106—112,  258. 
Pfaff  sober  Ausdruck  Einleitung; 

Aquivalenz  zweier  Pf.  A.e.  95,  125,  209, 

225,  234;    bedingungsloser,   bedingter 

P.  A.  97;  liomogener  Pf.  A   1   Grades 

235;     2.  Grades    in  3  Yariabeln  105; 

Pf.  A.  in  3  Variabeln  126,  133.  153, 

154. 

Pfaff'sches  Aggregat  16—19. 
Pfaff  sches  Problem  Einleitung. 
Poissou'sclies     Klammersymbol 

262. 

Poisson'sches  Theorem  272, 897, 415. 
Polargruppe    398;    kanonische  Form 

400. 

Potenzreihe  37. 
Prinzipalfunktion  387. 
Punkt  in  En  43 ;  eines  Flacbenelements 

177. 
Punktmannigfaltigkeit  43;  P.,  an 

die   sich  ein  Klementverein  anscliliojst 

177;  cylindrische  P    177. 
P u n kttrans  formation    des    J?^    45 ; 

erweiterte  P.  198,  199. 

(J  u  ad  rat  ur  92. 

Rang  oiner  Matrix  2,  7;  e.  schie&ymm. 
Matrix  25;  e.  Matrix^  deren  Elemente 
Fnnktionen  sincl  15;  Andenmg  des  R.s 
bei  Weglassung  einer  Reibf3  10;  R. 
tiiner  alternirenden  Bilinearform  220; 
ciner  Pf.  GL  101,  120. 

Raum  von  n  Dimensionen,  Tin  43. 

Ranmkurve  43. 

Reduktion  der  Klasse  vermoge  e.  Re- 
lation 152;  vermoge  inehrerer  Rela- 
tionen  230;  R.  der  Variabelnzahl  in 
e.  Pf.  A.,  e.  Pf.  Gl.  135—137,  260,  261. 

R  (uUi  k  t  i  on  w  m  e  t  h  o  d  e ,  Clebscb'scbe 
148—102;  296,  297;  explicate  211— 224; 
Verailgemeinerung  ders.  237;  Fro- 
beniuH'sche  211  —  218,  234;  Qrass- 
mann'ache  114—118,  139;  implicite 
II.  148—162;  Jaeolri'sche  121  —  123, 
259;  Lie'scho  171  —  173;  Pfaff 'sche 
100-112;  258. 

Redtr/.irte  Form  einer  Pf.  GL  112, 
118,  US),  1G1,  1G8;  r.  F.,  wenn  ge- 
wisse  Diiferentialelemente  bel.  vor- 
geBchrieben  sind  2U7;  allgemeinste  r. 
F,  205. 

Regularer  Pnnkt  e.  Punktmann,  43. 

Regulari tat  e.  Funktion  37;  der 
Funktionen  i,  d.  Normalform  e.  Pf. 
A.'s  167. 

Reihe  i.  e.  Matrix  1, 

Eelationen,  identische,  zwlschen 
Fmktionen  39» 


Reziproke  Funktion  385. 
Richtung  im  Rn  71. 

Saltikow,  N,,  pag.  601  Anna.  2. 

Schar  infinitesimaler  Trsf.  73,  255. 

Sehiefsyniiaetrische  Bilinearform 
80,  225—233. 

Scniefsymmetrische  Defcermi- 
nante  16. 

Simultane  Invariante  e.  Pf.  A.'s  u. 
e.  inf.  Trf.  73;  einer  alt.  Bilinearform 
u.  e.  Systems  von  Linearformen  230. 

Simultanes  System  gew.  Differen- 
tialgleichungen  48. 

Singulares  Flachenelement  einer 
p.  D  I.  0.  316;  e.  hom.  p.  D.  I.  0. 
341;  e.  Inv.systems  359;  ernes  belie- 
bigen  Systems  p.  D.en  I.  0.  427. 

Singulares  Integral  einer  p.  D. 
I.  0.  316,  323,  324,  362;  eines  Inv.- 
systems 362;  eines  beliebigen  Systems 
p.  D.en  I.  0.  4427 

Singulares  Integralaquivalent  e. 
Pf.  GL  190—11)2. 

Spalte  1. 

Stelle  37. 

Storungsfunktion  390. 

Streifen  177,  178. 

Sylvester's  Determinantensatz  35. 

System  gewohnlicber  I). en  46,  48; 
Hnearer  horn.  D.en  1.  0.  57  ff. ;  linearer 
nichtborn.  Den  1.  0.  niit  mehreren 
Unbek.  413 ;  linearer  bomog.  Gleicbungen 
3—13,  linearer  nich thorn.  Gl.en  14; 
niit  scliiefsymm.  Matrix  31—34;  S. 
von  r  unabkiingigen  Gleichungen  in 
n  Variabeln  40;  S.  Pfaff 'scber  Glen, 
totaler  D.en  72  tf. 

Tangonte  44. 

Tangentialebene,        Tangential- 

mannigfaltigkeit  44. 
Totale    Differentialgleichung    s. 

Pfaff'sche  GL 
Transformation  45;    T.,  die  e.   Pf. 

A.,  e.  Pf.  GL  in  sicb  ilberfuhrt  210. 
T  r  a  n  s  f  o  r  m  a  t  i  o  n  s  g  r  u  p  p  e ,   ein- 

gliedrige  54. 
Trans  on,  A.,  423. 
Trennung  der  Variabeln  bei  Jacobi's 

zweiter  Methode  371. 

Umgebung  einer  Stelle  37. 
Umhu'llungsflache  324. 
Unabbangigkeit  v.  Funktionen  39; 

v.  Gleicbungen  40 ;  lineare  U.  s.  d. ; 

U.  der  Losungen  e.  linearen  p.  D,  J, 

0.  46 ,  e.  Tollst.  Systems  61—63. 
Unbeschrankt  integra>ble  Systenao 

74?  76,  78,  80, 
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Wort-  imd  gachregister. 


Unterdeterminanten  einer  Matrix  1; 
einer  scMefsymm.  Matrix  21,  22,  23. 

Yariabelntransforination  45. 
Variation  der  Konstanten  322. 
Variations  rechnung,  Probleme  der 

384-386. 
VerschwindeB,     identisches ,    einer 

Funktion  38;  V0  e.  Funktion  vermoge 

e.  Grleichungensystems  41. 
Vereinigte    Lage    zweier    Flachen- 

elemente    176,    184;    zweier   Charak- 

teristiken  335,  336,  361,  427. 
Vivanti,  GK,  22,  24. 
Vollstandiges    Integral    einer   p. 


D.  I.  0.  309,  310,  312,  313,  318,  319, 

380;    einer  homogen  p.  D.  31  i,  320; 

eines  Inv.systems  355;  eines  beliebigen 

Systems  p.  D  en  I.  0.  426. 
Vollstandiges  Integral  Equivalent 

189,  239,  242. 
Vollstandiges  System  57  —  70;    v. 

S.  7,  W  127— 141;  255-257;  v.  S.  7r, 

Wv  219-224,  297. 

Zeile  einer  Matrix  1. 

Zerlegung  des  S>}t  clurcli  eine  linoare 

p.  D.  I.  0.  53;  durch  ein  vollst.  Sysieni 
09,  70. 


Berichtigungen. 

Seite  44,  Zeile  16,  17  von  oben  lies:  ,,das  die  n  Ungleicliungen"  statt  ,,das  eine 

der  Uttgleicnungenu 
Seite  70,  Zeile  4  von  unten  lies:  coZ)  statt: 


»     89, 

„     2  von  oben 

„  114, 

„     1  von  unten 

ii  HI, 

„     2  von  unten 

„  190. 

„     6  von  oben 

i,  264, 

„     2  von  unten 

„  271, 

„  13  von  unten 

ii  271, 

„    3  von  unten 

„  365, 

„  13  von  unten 

riahrungstransforination. 

Seite  395,  Zeile  14  von  unten  lies:  dU(xp)  + 
„     466,     „      7  von  oben     „     Art,  431  statt:  426. 


statt: 

373,  374  statt:  367,  369. 
Art.  124  statt:  in, 
Art.  262  statt:  259. 

Art.  293  statt:  290. 

-dU+PdX^  •+-.+ 
»,      11       i.     i  'nt      in 

die  allgememste   infimtesimale   homogene    Be- 
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ENOYKLOPlDIE 


DEE 


MATHEMATISCHEN 

WISSENSCHAFTEN 

MIT   EINSCHLUSS  IHEEE  ANWENDUNGEN. 

Herausgegeben  im  Anftrage 

der  Afcademieen  der  Wissensclaften  zu  Miincliei  und  Wien  und  der 

G-esellseliaft  der  WisseESciaften  211  Gottingen, 

sowie  imter  Mitwirktmg  zahlreicher  Fadigenossen. 


In  7  Biinden  zu  je  etwa  40  Bogen.  Jahrllch  1  Band  yon  4—5  Heften.  gr.8.  geh. 

Band     I:  Aritlmetik  u.  Algebra,  redigiert  v.  W.  Fr.  Meyer  in  KSnigsberg. 

—  II:  Analysis      H.  Burkhardt  in  Zurich. 

—  Ill:  Geometric W.  Fr.  Meyer  in  Konigsberg. 

—  IV:  Meclianik F.  Klein  in  Gottingen. 

—  V:  Physik A.  Soinmerfeld  in  Clausthal. 

—  VI,  l:  Geodasie  und  Geophysik E.  Wiechert  in  Gottingen. 

—  VI,  2:  Astronomie H.  Burkhardt  in  Zurich. 

—  VII:  Sehlulsband,  Iiistorisclie,   philosopliisclie  und  didaktisdie  Fragen 

behandelnd,   sowie  Generalregister  zu  Band  I— VI.    Hrsg.  von 
W.  Fr.  Meyer  in  Xonigsberg. 

Bisberorscliienen'  Band  1,1.  1898.  n.^3.40.   1,2,  1399.  n  M.2AQ    1,3.  1899.  n.^3,80. 
I,  4.    18»9.    n.  &  4.80.     H,  1.    1890.    n.  M  4.80. 


t  Aufgabe  der  Encyklopadie  ist  es,  in  knapper,  zu  raacher  Orientierung 
geeigneter  Form,  aber  mit  moglichster  Vollst&ndigkeit  eine  Gesamtdarstellung 
der  mathematisclaen  Wissenschaften  nacli  ihrem  gegenwllrfcigen  Inhalt  an  ge- 
siclierten  Re  suit  ate  n  zu  geben  und  zugleich  durch  sorgfaltige  Litteratur- 
angaben  die  gescliichtliche  Bntwicklung  der  inathematischen  Methoden  seit 
dem  Begiim  des  19.  Jahrhunderts  nachzuweisen.  Sie  bescnrankt  sick  dabei 
nicht  auf  die  sogenannte  reine  Matliematik,  sondern  berucksichtigt  auch 
ausgiebig  die  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik,  Astronomic  und 
Geodiisie,  die  yerschiedenen  Zweige  der  Tecbnik  und  andere  Gebiete,  und 
zwar  in  dem  Sinne,  dafs  sie  einerseits  den  Mathematiker  dartiber  orientiert, 
ivelclie  Fragen  die  Anwendungen  an  ihn  stellen,  andererseits  den  Astronomen, 
Physiker,  Techniker  dariiber,  welche  Antwort  die  Mathematik  auf  diese 
Fragen  giebt.  In  sieben  Banden  yon  zusammen  etwa  280  Bogen  sollen  die 
einzelnen  Gebiete  in  einer  Eeihe  sachlich  geordneter  Artikel  behandelt 
werden;  der  letzte  Band  soil  ein  ausfubrlicb.es  alphabetisches  Register  ent- 
halten.  Auf  die  Ausfuhrung  yon  Beweisen  der  mitgeteilten  Satze  mufs  natur- 
lich  verzicbtet  werden. 

Die  Anspruche  an  die  Vorkenntnisse  der  Leser  sind  so  gehalten,  ,dafs 
das  Werk  aucn  denajenigen  nutzlich  sein  kann,  der  nur  uber  ein  bestimmtes 
Gebiet  Orientierung  sucnt. 

Eine  von  den  beteiligten  gelenrten  Gesellschaften  niedergesetzte  Eom» 
mission,  z.  Z,  bestehend  aus  den Herren W.  Djck  in Munehen,  G-,  v.  E schericn 
in  Wien7  i\  Klein  in  G5ttingen,  L.  Boltzmann  in  Wien,  H.  Weber  in 
Strafsburg,  steht  der  Eedaktion  zur  Seite. 


Im  Verlage  von  B.  Gr.  Teubner  in  Leipzig  ist  erschienen  und  durch 
alle  Buchhandlungen  zu  beziehen: 

Mathematische  Annalen. 

Begrundet  1868  durch  Alfred  Clebsch  und  Carl  Neumann.  Unter  Mitwirkung 
der  Herren  P.  Gordan,  D.  Hilbert,  C.  Neumann,  M.  Noether,  K.  Von- 
derMflhll,  H.  Weber  gegenwiirtig  herausgegeben  von  W,  Dyck,  F.  Klein, 
A.  Mayer.  52,  Band.  1900.  gr.  8.  Preis  fiir  den  Band  von  4  Heften  n.  Ji  20.—. 
Generalregister  zu  den  Banden  1—50,  zusammengestellt  von  A.  SOMMBKFBLD. 
Mit  Forfeit  von  A.  CLEBSCH.  [XI  u,  202  S.]  gr.  8,  geh.  n.  &  7.—. 

Bibliotheca  mathematica. 

Zeitsehrift  fiir  GeseMelite  der  Matheiatisehen  Wisseiisehaften, 

Herausgegelien  von  Gustaf  EnestriSm.  III.  Folge.  1.  Band.  1900.  gr.  8. 
Preis  fur  den  Band  von  4  Heften  n.  ^20.—.  [Heft  1  erscheint  im  Mara  1900.  | 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik. 

Begrundet  1856  durch  O.Schlotnilch.  Gegenwartig  herausgeg.  von  R.  Mehmke 
u.  M.  Cantor.  45.  Jahrg.  1900.  gr.8.  Preis  far  den  Jahrg.  von  6  Heften  n.^ 20.—. 
Generalregister  z,u  den  Jabrgangen  1—25.  [123  S.J  gr.  8.  geh.  n.  J£  5.60. 

Jahresberichte 
der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung. 

Im  Auftrage  des  Vorstandes  bisher  herausgeg,  von  6.  Cantor,  W.  Dyck?  A,  Gutzmer 
G.  Hauck,  E.  Lampe?  A,  Wangerin.  Jahrlich  1  Band,  7.  Band.  1899.  gr.  8. 

geh.    n.  M  12.80. 

Zeitschrift  fiir  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 

Ein  Organ  f.  Methodik,  Bildungsgehalt  u.  Organisation  der  exakten  Unterrichts- 
facher  an  Gymnasien,  Eealschulen,  Lehrerseminarien  u.gehobenenBiirgerschuleia, 

(Zugleich  Organ  der  Sektionen  fur  math,  und  uaturw.  Unterricht 
in  den  Versamxaltmgen  der  Philologen,  Hatuiforscher,  Seminar-  und  Volksschtillehj  er ) 

Herausgegeben  von  J.  C.  V.  Hoffmann.    31,  Jahrgang.    1900.    gr.  8. 

Preis  fur  den  Jahrgang  von  8  Heften  n.  JL  12.-—. 
Generalregister  zu  den  Jahrgang  en  1—25  unter  der  Presse. 
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